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POINCARE-EGYENLOTLENSEG KIZARASOS FOLYAMATOKRA

MANFAY MATE

Markov-folyamatok vizsgalatakor kulcsfontossagu szerepet t6lt be az tgy-
nevezett Poincaré-egyenlGtlenség, segitségével részecskerendszerek hidrodi-
namikai viselkedésével kapcsolatban vonhatunk le fontos kovetkeztetéseket.
Korabban T. Funaki, K. Uchiyama és H.T. Yau bizonyitotta az egyenl&t-
lenséget a kétallapoti egyszerd kizarasos folyamatra, ebben az esetben az
egyenlGtlenségben szerepl§ konstans a rendszer méretének négyzetével ara-
nyos. Cikkiink a haroméallapoti kizarasos modellel foglalkozik, ahol interakcio
is megengedett az allapotok kozt. F6 eredményiink a Poincaré-egyenlétlenség
bizonyitasa erre a folyamatra, melyben a konstans nagysagrendje megegyezik
a kétallapott modellnél latottal.

1. Bevezetés

A rola elnevezett egyenlStlenséget Henri Poincaré francia matematikus a
Laplace-egyenlet Dirichlet-feladatahoz kapcsolédéan igazolta: felsG becslést adott
a Laplace-operétor legnagyobb sajatértékére, ami persze negativ. Klasszikus alkal-
mazasi teriilete az elliptikus és parabolikus egyenletek elmélete, de az utébbi évtize-
dekben tagabb értelmezést nyert, diszkrét jellegli problémék targyaldsakor is fontos
szerepet jatszik, tobbek kozt a valoszintségszamitas modern elméletében, Markov-
folyamatok ergodikus viselkedésének vizsgalatanal [6]. Véges Q allapottérben ha-
lado folytonos ideji Markov folyamatokat vizsgalunk, dltaldban ©Q C X", ahol X
véges halmaz. A folyamat generatora

Lo(w) = Y r(w,0)(¢(0) = p(w)),
oceN
ahol r(w,o) jeldli a nemnegativ ugrasi ratat w-bol o-ba. A mérték stacionérius,
ha minden ¢ fiiggvényre ) .o Lp(w)A(w) = 0. Kélesénhato részecskerendszerek
vizsgalatakor a kérdéses folyamat generdtoranak megszokott felirasi modja a kovet-

kezs:
Lo(w) =Y Caw) (¢ (@) — pw))

AeA

ahol A olyan A : Q — Q transzforméciok gytjteménye, melyek w néhany koor-
dinatajat valtoztatjak. Ca(w) > 0 egy A-t6l, illetve w-t6l fliggd konstans, és
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2 MANFAY MATE

w4 jeloli azt a konfiguraciot, melyet w-bol kapunk az A-val jelélt transzformécion
keresztiil. Tipikusan (wA)A = w, illetve esetiinkben A\(w) = A (wA) is teljesiilni fog.
Jeldlje Ey a A szerinti varhato érték operatorat: Exp =) o @(w)A(w), Vary a A
szerint szamolt szérésnégyzet értéke. Poincaré egyenlGtlensége szerint van olyan
¢ > 0 szam, hogy ha ¢ € L?()\) és Eyp = 0, akkor

D AW (W) € = > Mw)p(w)Lp(w). (1)

we weN
Az egyenléStlenség jobb oldalan a

D(p) = = Y Aw)ew) Lpw)

Dirichlet-forma 4ll, vagyis Exp? < ¢D(¢), tehat Varyp < ¢D(p) ha Exp # 0.
A kélesonhaté folyamatok elméletében gyakran feltételezett A\(w) = A(w?) azo-
nossag miatt \ eleve stacionarius meérték, vagyis EyLp? = 0, tehat

Dip)= Y. Caw) (v (@) — o) Aw).

weQ, Ach
Valodban,
D(p) = % (Ly® — 20Lp) Aw) =
weN
- % Y Ca) (97 (W) — 9*(w) = 20(w) (¢ (w?) — p(w))) =
weN,AEA
= Y Calw) (e (@) — (@) Aw).
weD, Ach

Poincaré egyenlGtlensége tulajdonképpen az L generator szimmetrikus részérdl
sz6l, ami S := (L + L*)/2, ahol L* jeldli az L adjungaltjat az L?()\) téren:

L) =Y Calw?) (¢ (w*) — ow)),

A€A

hacsak A (wA) = AMw). Az S < 0 operator legnagyobb negativ sajatértékére adott
becslés a stacionarius eloszlashoz valo konvergencia sebességérdl is informaciot szol-
galtat. A vizsgalt problémak tobbségénél n = 400, de persze elsSként a tér véges
részét vizsgiljak, majd ezt terjesztik ki a végtelen rendszerre.

2. A Poincaré-egyenldtlenség egyszerii alkalmazasai

El6szor azt mutatjuk meg, hogy valészintségi mértékek

= A=) |u(w) = Aw)]

wenN
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POINCARE-EGYENLOTLENSEG KIZARASOS FOLYAMATOKRA 3

variacids tavolsaga becsiilhets a Dirichlet-forma segitségével.
2.1. ALLITAS. Ha egy véges Q allapotterii, \ stacionarius eloszlasi sztochasz-
tikus folyamatra teljesiil a Poincaré-egyenlStlenség c¢ konstanssal, akkor

== < 4D (VF),
ahol (v valoszintiségi mérték, és f(w) == p(w)/A(w) .

Bizonyitds. A Y o |f(w) —1|A\(w) tagot alakitva:

Do @) = 1Aw) = D VW) = LUIVFw) + 1AW)

e e
z;l (V7w - 1)2A(w)\/z;z (V7w + 1)2)\(w).
Mivel - -
> (VI@ 1) Aw) =22 3 VI@Aw)
illetve - -
> (V@) + 1)2)\(w) —2+23% VF@Aw)
tehat - -
\/2 -2 XG:Q mA(w)\/z +2 ze;z VI(wA(w) =
—o 1o (ZQ mmw)) —2(vann/7) "
amib6l Poincaré egyenldtlenségével adodik az allitas. 0

Az aktudlis p és a stacionéarius A mérték eltéré sére az

S(uh) => nw logA§

weN

relativ entropia csdkkenésének sebessége ad becslést.

2.2. ALLiTAS. Egy véges Q allapotterti, A staciondrius mértéki, po eloszlasbol
inditott Markov-folyamat t id6 utani eloszlasa i , ekkor

S(uelN) + / D (VF.) du < S,
ahol fi(w) = pu(w)/A(w).
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4 MANFAY MATE

Bizonyitds. A Kolmogorov-egyenlet alapjan:

S(uelA) = 0 Y ma(w)log frlw) = D me(w) (@ + L) log fi(w),

weN weR

ahol 0; f;/ f jaruléka elttinik, mert A stacionarius, tehat

S(pelA) = Z Z)\ r(w, o) f(w)log ft(a)-
weN oeN ﬂ(W)
Mivel
filo) filo)
fle)log 1 25 = 2w log [ 4155 <2 (VAIFlo) ~ fi()

adodik, hogy

Suun) < = Y0 Y M, o) (Vi) - Vi@) = - (VF)

weEN oEN
O

A két eredménybdl kovetkezik, hogy ha teljesiil a Poincaré-egyenlGtlenség egy
adott folyamatra, akkor annak staciondrius mértéke egyértelmd. Ha ugyanis A
mellett u is stacionarius mérték volna, akkor p: = p, vagyis 0:S(ut|A) = 0, tehat
lu—Al=0.

3. Poincaré-egyenlétlenség szimmetrikus kizarasos folyamatokra
3.1. A kétallapotii modell

A legegyszertibb vizsgalt folyamat az egyszertd szimmetrikus kizérasos folya-
mat, ennek konfiguracioi n periodust 0—1 sorozatok: w = (wy, ..., wp) €8 Witn = Wk.
Ha wj, = 1, akkor azt mondjuk, hogy a k helyen részecske van, wy = 0 {ires poziciét
jelez. A konfiguracios tér az Q) = {w | > wy = p} halmaz, A az {1,...,n} halmaz
kételemtd részhalmazaibol all, és

Ca(w) = Chlw) = =

5 (Wi + wi — 2wrwr) ,

ha b = (k,1), tovabba w® azt a konfiguraciot jeldli, amit w-bél kapunk, ha b = (k, 1)
élen 16vG wy, és w; koordinatakat felcseréljilk, vagyis (w®D), = w; és (WD), = wy.
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POINCARE-EGYENLOTLENSEG KIZARASOS FOLYAMATOKRA 5

Koénnyen lathato, hogy a folyamat stacionarius mértéke: M w) = w.
T. Funaki, K. Uchiyama és H.T. Yau [1] erre a folyamatra bizonyitotta a Poincaré-
egyenldtlenséget. Cikkiik egyik eredménye a szimmetrizalt, illetve tavoli ugrasokat
megenged§ folyamatra vonatkozik:

3.1. TETEL. [1] Minden ¢ : Q) — R fiiggvény esetén, melyre Exp = 0, teljesiil
a Poincaré-egyenlGtlenség:

S AW lea Y (o (o)~ p()” Aw),

wey weQn beB
ahol B = {(k,1)|1 < k,l <n} a cserék halmaza.

A késtbbiekben utalni fogunk arra, hogy az altalunk vizsgalt probléma megol-
dasakor mennyire voltak alkalmazhatéak a Funaki-féle cikkben latott modszerek.

3.2. A haromallapotd modell

A kovetkezSkben vizsgalt modell fizikai indittatasi. A modellt T6th Balint és
Valkoé Benedek vezette be [5], majd Fritz Jozsef és Toth Balint, illetve Fritz Jozsef
és Nagy Katalin vizsgalja 2004-ben, valamint 2006-ban megjelent cikkiikben [4], [2].
A konfiguraciok 3 fajta elemet, részecskét tartalmaznak: —1,0, 1, és mindegyikbdl
adott, a folyamat soran allandé szamu szerepel, igy a konfiguraciés tér:

QZym:{w|Zwk:p—m,Zwi:p—i—m}.

Gondolhatunk itt pozitiv, negativ részecskékre és iires helyekre. A részecskéink
tovabbra is egy dimenziéban mozognak, egy periodikus szakaszon, igy a konfigu-
raciokat egy m-hosszi vektorral reprezentaljuk: w = (w1,...,wn) €8 Witn = Wg-
Tovabba egy erStér hatasara a pozitiv toltésid részecskék jobbra, a negativ tolté-
stiek balra mozognak 1-1 rataval, és egy —1-es és +1-es részecske helycseréje 2-es
rataval torténik. Ez bonyolultabb T. Funaki, K. Uchiyama és H.T. Yau 4ltal vizs-
galt kétallapotd modellnél, viszont a cikkiikben [1] 1atott modszerek koziil néhényat
mi is alkalmazni fogunk.

A staciondrius A valoszintségi mérték most is az egyenletes eloszlas az Q) ,,
altéren: A(w) = p!TT'Z!!Z!, ahol z = n —m — p jelsli a nullak szamat. Vagyis A egy
megmaradasi feltételekkel vett egyenletes eloszlas a konfiguracios téren. Legyen ¢
a konfigurdcios tér elemein hato fiiggvény: ¢ : Qp . — R, feltehetd, hogy Exe = 0.

A folyamat generatora a kévetkezSképpen hat:

n

Lo(w) = Z% (WJ% + wl%+1 +wi — wk+1) (‘P (w(k’k—H)) - ‘P(W)) :
k=0

Konnyen ellendrizhets, hogy A stacionarius mérték.
Térjlink at a Poincaré-egyenlGtlenség vizsgalatara. Az (L+ L*)/2 generétorral
rendelkezé folyamatot vizsgaljuk, — < ¢, Ly >= — < ¢, L*p > és igy

1
—<<p,L<p>:—§<<p,(L+L*)cp>.
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6 MANFAY MATE

Vagyis ezaltal a Dirichlet-forma értéke nem valtozik, viszont egy reverzibilis fo-
lyamatot vizsgalhatunk, ami kényelmesebbé teszi a targyalast. L* képlete alapjan:

(555 ) o)

1
= ZZ ((Wl%"_wlerl + wg —wk+1)+
k=1

+ (Whyq + wp + wWrt1 — wi)) (90 (w(k,kJrl)) _ @(w)) _

- % (Wi +wiyy) (99 (w(’“"'“)) - 99(@) :

3

Tehat . )
D(p) =) 5 (wi +wis) (cp (w(’“”““)) - 99(w)) :
we

A kovetkezd tétel a cikk f6 eredménye. Itt jegyezziik meg, hogy a kovetkezSkben
még tavoli cseréket is megengediink (gondolhatunk erre ugy is, hogy a folyamat egy
n pontu teljes grafon zajlik), majd ezt az eredményt felhasznalva vizsgaljuk a valodi
folyamatot. Ezt az utat kdvették a Funaki-féle cikkben is.

3.2. TETEL. Minden ¢ : Q ., — R fiiggvény esetén, melyre Exp = 0, teljesiil
a Poincaré-egyenl&tlenség:

S AW Y (o) o) Mw)

weQr weQr  bEB

p,m>

ahol B = {(k,1)|1 < k,l <n} a cserék halmaza.

4. A Poincaré-egyenlétlenség bizonyitasa a haromallapota kizarasos
folyamatra

Ebben a fejezetben a 3.2. tételt bizonyitjuk.

4.1. A Poincaré-egyenlStlenség bal oldalanak atalakita sa

A [1] cikk mintajara, mivel Exp = 0:

1
> A(w)wz(w)=§ ST DT Ma)AB)(pla) - o(B)),
weQn acQn ., peQn
tovabba az

a=w’ 5w 5. wF=8

Alkalmazott Matematikai Lapok (2011)



POINCARE-EGYENLOTLENSEG KIZARASOS FOLYAMATOKRA 7

uton haladva a-bdl 8 konfiguricioba a kovetkezd atalakitast hajthatjuk végre:

(o(a) — @(B))* = i (¢ (@) — o ()" = (Zl (e (W) —¢ (wl))2> +

=0 1=0
k—1
+2) () = @) (¢ (@) = @(8) = Nas + Kas.
r=0

E szerint a felbontés szerint fogjuk becsiilni a tagokat, a kétszeres szorzokrol
belatjuk, hogy az 6sszes konfiguraciora 6sszegezve negativot adnak, mig a négyzetes
tagok alkotta Gsszeget pedig feliilrél fogjuk becsiilni.

A harom allapotot a kdnnyebb kezelhetGség kedvéért értelemszertien a +,0, —
szimbolumokkal jeloljik.

A bizonyitas szerkezete hasonlit a 0,1 részecskékbdl allé konfiguracios térnél
latottra [1]. Viszont vegyiik észre, hogy most az, hogy két konfiguraci6é hany helyen
kiilénbozik, nem hatarozza meg a két konfiguracié kozt vezets tt hosszat:

o= (_7_70707+7+)a
B: (+7+7_a_7070)5
Y= (+707+7_a07_)'

Konnyen lathat6, hogy mind S, mind « is 6 helyen kiilénbézik a-tol, viszont
o — (it 4 hosszi és o — v Ut 3 hosszu, igy a tagok Osszeszamoldsa nem igérkezik
egyszertinek. Az olyan 3 elemt részkonfiguraciokat, melyek rendezéséhez legaldbb
2 csere sziikséges, ciklusnak fogjuk nevezni.

Vegyiik észre, hogy a permutacioktol eltekintve két fajta ciklus van:

H_aoa _| — |07 ] +|7

illetve
‘+’07 _| - |_7+70|'

Az els6 ciklust negativ ciklusnak, a masodikat pozitiv ciklusnak nevezziik a to-
vibbiakban. Az elnevezés abbdl ered, hogy a 0 elem helyére —, vagy + allapotnak
kell keriilnie.

4.2. Az utak szerkezete:

Elgszor vizsgaljuk meg adott a és B konfiguracio par kozti kiilonbségek szerke-
zetét, azt, hogy milyen cserékkel lehet egyikb6l a masikba eljutni:

Nz,y = {k‘ ap = w»ﬁk = y}v

és legyenek ezek elemszamai:
Ny = |Nayl.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2011)



8 MANFAY MATE

Most vezessiink be néhany transzformaciot, melyek a konfiguraciékon hatnak.
T(bk,l) legyen az a transzformécio, ami w konfigurécio k. és I. koordinatajan lévs alla-
potot felcseréli. Vagyis (T(bk,l)(w))
nem valtozik.

T(Ckfz,m) mar harom elemet valtoztat, és akkor értelmes, ha k,l, m allapotok
koziil egy-egy +, 0, — allapot, és a transzformécié a 0 dllapotbdl +, a + allapotbol
— és a — allapotbdél 0-at csinal az adott k,l,m koordindta harmason, a tobbi

koordinatat nem valtoztatja. Példaul: T(62+3 5) 0+—-——04+)=0—-0—++.

T(C,;lym) is olyan konfiguracidkon értelmezett, ahol k, [, m allapotok koziil egy-
egy +,0, — allapot, és a transzformacié a 0 allapotb6l —, a — allapotbdl + és a
+ &llapotbol 0-at csindl az adott k, [, m koordinata harmason, a tobbi koordinatét
nem valtoztatja. Peéldaul T, ; 5 (04 — — 0+) = 00 4+ — — +.

Vegyiik észre, hogy Tt és T~ transzforméacick a ciklusokat hivatottak ren-
dezni, és mindkett felirhat6 két megfelels T transzforméaci6 szorzataként. A kvet-
kezskben utakat fogunk a konfiguracié parok kozt definidlni. Adott « és 5 kon-
figuracio par esetén o konfiguracion hajtsuk végre T°, Tt T° transzformaciok
egy sorozatat, hogy S konfiguraciot kapjuk. Méghozza tegyiik ezt ugy, hogy min-
den egyes koordinatin legfeljebb egyszer hajtunk végre transzforméaciot. Egy ut
legyen azon konfiguriciok egymésutanja, amiket egy ilyen transzforméacié sorozat
soran kapunk. S, g legyen adott a, 3 péarra az igy megengedett utak halmaza.
A konnyebb érthetéség kedvéért hozunk egy példat a transzforméciok sorozatara:

= Wi és (T(bk’l)(w))l = wy, és a tobbi koordinata,

(T(bu) © T(cgl,a) ° L5710 © T(b&ll)) (+0+00 - +0+——) =
=(0+—4-00—++0),
és az ehhez tartozo ut:

a=(+0+00—-+0+—=) = (+0+00 — + — 4+ —0) —
-+ (+0+0-—-0—-+4+0) = (+0 -+ —-00—-++0) —
=+ (0+—-+-00—-4+0) = 5.

Vegyiik észre, hogy mivel a transzformaciok egymastol diszjunkt koordinatakat
valtoztatnak meg, a transzformaciok felcserélhet&ek.

4.3. A kétszeres szorzatok

Kezdjiik a kétszeres szorzatok negativitdsaval. Adott «a,f konfiguricio par kozt
készitsiik el az Gsszes S, g-beli utat, ekkor a

2. 2.

(@,B8) s€Sa,p

|s|—1

|Si,6| Y (p@)—e @) (e (@) - 9(8) )

r=0

Osszeg negativitasat fogjuk igazolni, ahol |s| az s at hosszat jeldli.
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Fixaljunk egy
(@) =@ (@) (¢ (W) = 0(8)) (3)

tagot, és az w"t! = Tw"-et ad6 T transzformAaciot és w”-t is és magat r-t is, vagyis
azt, hogy hanyadik helyen hajtjuk végre a T transzformaciot. Az attekinthetség
kedvéért w”™ = w jelolést hasznaljuk. Négyesével fogjuk csoportositani a tagokat.
HaT = T(bk"l) valamely k,[ parra, akkor a Funaki-féle [1] cikkben latottak tovabbra
is érvényesek:

Ugyebar van egy s-sel jelolt utunk:

a—..—ww—ow— .. =B

Az a — B 1t, ezt harom részre bontjuk: s; legyen o — w, és legyen sy w® — B.
Induljunk ki S konfiguraciobol, és haladjunk a b o s; Gton (ahol o az utak egymas
utan fiizését jelenti), igy jussunk el y-ba:

S1

ocs—1>wi>wbs—2>ﬁi>,8b—>7.
Tgy van egy v — w’ utunk: s;' obos, ! és ezen 1t mentén talaljuk

(2 (8°) —o(B)) (2(B) — ¢ ("))

tagot, tovabba ha az egész uton végrehajtjuk a b cserét, akkor ugyebar v° — w utat
kapjuk és (ap(ﬂ) — (ﬁb)) (cp (Bb) — w(w)) tagot. Tehat a szummaban szerepld
tagok négyesével (mint o — 3, o’ — B°, 4’ = w, v — W) csoportosithatéalk,
hiszen barmelyik taghol indulva a fenti harom atalakitast elvégezve a masik harom
tagot kapjuk. Tovabba minden négyes csoportb6l minden egyes tag szorzdja a
szumméaban azonos, hiszen mindegyik tagban a b csere azonos helyen torténik,
és ugyanazokat az elemeket cseréljiik fel csak esetleg forditott sorrendben. Egy
csoporton beliili tagok Osszege:

(p(w) = oW”) (pw®) — e(8))+ (W) — p(w)) (p(w) — (8%))+
+(2(8%) = 0(8)) (2(B) — p(w")+(2(B) — #(8) (2(B") — (w)) =
= (p(w) = o) (p(W’) = 2(B) + @(B”) — (w))+
+(2(8) —0(8") (@) — 9(8) + ¢ (8°) — p(w)) =
—(p(@") = @(B) + 9(B") — p(w))* <0

Ha T transzformacié T vagy T°~ tipust, akkor egy apré valtoztatasra van
sziikség: Van egy s-sel jelolt utunk:

a—..ow—>Tw—...—f.

Ekkor létezik egy T, transzformécio, ami a fent definialt elemi transzforméciok
szorzata, hogy Ts,a = w tovabb egy T, transzformdcio, szintén elemi transzfor-
méciok szorzata, hogy (Ts, oT)w = 5. Persze ekkor (Ts, 0T o T, )or = [ is teljesiil.
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10 MANFAY MATE
gy az utunkat igy is felirhatjuk:

Ts T Ts
a—5w = Tw— 8,

ahol a nyilak indexébe az keriil, hogy a konfiguraciéon milyen transzfromaciot haj-
tunk végre.

Most induljunk ki T’ konfiguraciobol, és haladjunk T, 0T~ oTy, transzforma-
ci6 sorozat altal definidlt iton. Ekkor a kévetkezd konfiguracidkon halad keresztiil
az ut:

/Tsl T TS‘2 —1
Ta —Tw —w—T "p.

Ha Ta és T~ 3 kbzt ezen a fenti tton haladunk, akkor a kétszeres szorzatoknal

megjelenik a
(P(Tw) = (W) (¢ (W) = $(T7'B)) (4)

tag.

Ezek utan induljunk ki (T, oT')a konfiguraciobol, és haladjunk 7T, oT 1oTy,
transzformécio altal definialt tton. Ebben az esetben a kivetkezd konﬁguréciékat
érinti az ut: B

Ts, —1 _ T,
(Ty, o TN —5 B3 L 718 25 4,

S2

Ekkor ha (T, o T)a és w kozt ezen az tuton haladunk, akkor a kétszeres szor-
zatoknal a kivetkezs tag is szerepelni fog:

((B) = (T7'8)) (¢ (T7'8) — p(w)) . (5)

Végiil ha T, o konfiguraciobol indulunk ki, és T, oT'o Ty, transzformécio altal
definialt dton haladunk, akkor a kévetkezs konfiguraciékon keresztiil halad az ut:

T, T
To,a —5 T8 5 B =2, Tw.

Vagyis ebben az esetben ha T, és Tw kozt a most definialt dton haladunk,
akkor a keétszeres szorzatok kozt a kovetkezs tag is szerepel:

(0 (T7'8) = 9(B)) (2(B) — @(Tw)). (6)

Konnyen lathato, hogy akarmelyik most definialt 4 Gt egyikébdl indultunk volna
ki, és elvégeztiik volna a fenti 3 manipuléciét, szintén ugyanezeket az utakat és
tagokat kaptuk volna. Tovabba nyilvan minden egyes tag szorzdja azonos. Ekkor
a (3),(4),(5), (6) tagok Gsszege:

(p(w) — (Tw)) (¢(Tw) — ©(B)) + (¢(Tw) — o(w)) (e(w) — (T7'8)) +
+(@(T7'8) = 9(8)) (¢(B) — p(Tw)) + (£(B8) — o(T~'8)) (¢(T7'8) — p(w)) =
= (p(w) — (T ))( (Tw) = o(B) + (T~ B) — p(w))+
+((B) = (T7'8)) (p(Tw) = p(B) + (T 8) — p(w)) =
—(p(Tw) = p(B) + p(T7'B) — p(w))” < 0.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2011)
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fgy Za’ 5 Kap < 0, amit igazolni akartunk, most mar attérhetiink az Osszeg
els6 tagjanak vizsgalatara.

Itt jegyezziik meg, hogy az [1] cikkben latott bizonyitas 6nmagéban nem volt
megismételhetd, 1évén, hogy vannak olyan cserék, melyek sorrendje nem felcserél-
hetd, ezt kiiszoboltiik ki Tt és T~ transzforméciok bevezetésével.

4.4. A négyzetes tagok
Masodik 1épés

|s|—1

“- Zﬁzslm X et e @) (7)

SESQYQ =0

Osszeg vizsgalata. Elstként T<T és T°~ transzforméacidkat felbontjuk az Osszes
lehetséges modon két-két T' transzforméacié szorzatara, ezt ugyebar egy-egy transz-
formacional 6 féleképpen tehetjiik meg. Képletben:

(p(Tw) — p(w))* =

- é > (p(Ti2 0 Tin)w) — o(Tiaw) + Tino(Tiaw) — p(w))” <

g

[=2]

23 (T 0 Ton)w) — 9(Tiaw))? + (9(Tiaw) — (@) <

?1@

1

7

(e(Tiz 0 Ty 1)w) — p(Tiaw))” + (o(Tiw) — o))’

M-

=1

ahol T; o és T; » megfelels cseréket jelolik, az atalakitasok soran a Cauchy-egyenlét-
lenséget hasznaltuk. Ezzel a lépéssel tulajdonképpen azt értiik el, hogy csak sima
péarcserékkel kell foglalkoznunk.

gy a (7) becslése a kovetkezs alakot 6lti:

Q<Y c(w.b) (¢ (") — pw))’,
w,b

ahol c¢(w, b) csak w-t6l és b-16l fliggd allando. Vegyiik észre, hogy
c(wi,b1) = c(wa, ba),

ha by és by azonos allapotokat cserélnek fel. Hiszen ha vesziink két tagot:
2, 2
(@) = (@)™ és (p(ws?) — plwa))™.
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Ekkor létezik olyan m permutacio, mely wy konfiguracidt wo-be viszi, és by csere is
by cserébe megy at. Igy ez a permutécié az utak kozt, melyek a két kérdéses tagot
tartalmazzak, egy bijekciét ad meg, vagyis a két tag szorzdja valéban azonos lesz
a fenti Gsszegben.

Fels6 becslést fogunk adni arra, hogy egy adott (p(w’) — <,9(w))2 tag milyen
egylitthatoval szerepelhet (7)-ban, ehhez elég megbecsiilni, hogy hany olyan tag
van, amelyben a csere b-vel azonos éllapotokat cserél. Legyen b csere olyan ami +
és 0 allapotokat cserél (ezt innentdl (4+0) cserének hivjuk), més cserékre ugyanez
az okoskodéas elmondhato.

Ehhez els6ként vizsgaljuk meg azt, hogy adott « és 8 kozt vezets tton legfeljebb
hany (40) csere van. Minden egyes tuthoz tartozik egy koordinédta particio, asze-
rint, hogy melyik elemeken hajtottunk végre T, T°T, T transzformaciét. Példa a
particiokra:

Q= |_70|0‘+70‘+70‘_703 +‘_7+| + | + ‘Oa R +|+707 _|7
= |0’ _|0‘07+‘07+|+a _70‘—’_7 _| + | + ‘_7+7O|_7+70|'

Ekkor akarmilyen utat is tekintiink, a (40) cserék szama nem lehet t6bb, mint a

|+7O| |_307+‘ |+707_|
|Oa+| |+a_a0‘ |_7+70|

tipusd particiok szama Osszesen, hiszen az els6 esetben egy darab (40) csere torté-
nik, a harom elemd particioknal pedig particionként legfeljebb egy. Tehat a (40)
cserék szdma nem t&bb, mint n o + ng 4, és fontos, hogy ez minden egyes o és
kozti utra egy magatol az attdl fliggetlen becslés.

Tehat az olyan tagok szama, melyekben a b = (4-0) az

ls|—1

)‘3)251 > Z(v(wl*l)—w(w@f -

805l &5 5\ 1=0
1
=5A( Z S | Y. R(Tsw)

$€Sa.p
Gsszegben, ahol
[s|-1 6
R(T, 5,w) = ZZ (115 0 TH) w) — o (THw))* + (o (Thw) — p(w))
==
legfeljebb 2, ahol:
W= 3kl 6 pira k= o o) ®)
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Ez a kovetkezok miatt igaz. Minden egyes s € S, g Utra az s Gthoz tartozoé

Z (80 ((Tz‘l,z °© Tzl1) W) - ¥ (Til,1w>)2 + (‘P (Til,1w> - 99(‘*’))2

tagban a fentiek szerint a b cserét tartalmazé tagok szama legfeljebb n o + ng 4.
Igy a tagok szama legfeljebb:

S (n2 405 ) = S kl{(0sB)la s B pamma k= ngo + o4},
a, k

ahol «a, 8 fels6 indexek azt jelzik, hogy az adott n mely konfiguracié parok kozti
kiilénbségeket jeldli.
A (8)-es kifejezés tovabb alakitva, most mar hozzavéve a () A(B) szorzot is:

AMa)A(BW = E(X),

ahol X val6szintségi valtozo két egyenletes eloszlassal kivalasztott konfiguriciora az
olyan koordinatdk szamét jeloli, ahol az egyik konfiguricioban + all, a méasikban
0 vagy forditva. Legyenek Xj,..., X, valoszintiségi valtozok, melyekre X; = 1,
ha az egyik konfiguracié az i. koordinatajan + allapot all, a masik konfiguracié
i. koordinatajan pedig 0 allapot all. Legyen X; = 0 minden més esetben. Persze
ekkor X = X +...X,, teljesiil. Igy a varhato érték linearitasa miatt:

E(X) = Zn:]E(Xi) — nE(X;) = n<2fj> _

: n
i=1

Vagyis egy adott (p(w’) — <p(w))2 tag, ahol b = (40), szorzdja legleljebb:

2pz 2
e(w,b) € —p— = “AW)
n:
p!z!m!pz n
hiszen, p,ZL,'m, féleképp tudjuk w konfigurdciét megvalasztani és pz féleképp a b

cserét.

Mig a Poincaré-egyenlétlenség jobb oldalan ennek a tagnak a szorzdja pont
%)\(w), hiszen w és b rogzitett, igy a bizonyitandé egyenlGtlenség jobb oldalan lévs
szummaban a (¢(w’) — p(w))? tag egyszer fordul els.

Ugyanez a gondolatmenet miikddik a (+—) és (0—) cserékre is, a harom kapott
eredményt Osszevetve adddik, hogy

S AW Y (o) - plw) Aw)

wenn weQn bEB

p,m

amit igazolni akartunk. OJ

Alkalmazott Matematikai Lapok (2011)



14 MANFAY MATE

Az el6z$ bizonyitasban B-vel, az Osszes lehetséges cserék halmazaval dolgoz-
tunk. Viszont a modell leirdsanal a folyamat motivacidjaként azt irtuk, hogy elekt-
romos erGtér hatasira a poritiv toltést részecskék szomszédos helyekre ugralva
jobbra haladnak, mig a negativ toltést részecskék balra. Igy B* jeldlje a szomszé-
dos helyeken létrejchets cserék halmazat, vagyis

B ={(k,k+ 11 <k<n, wp —wkt1 =1 vagy wg — w1 = 2}

Ekkor igaz a kévetkezs Poincaré-egyenlStlenség:
4.1. TETEL. Minden ¢ : §27 ,, — R fiiggvény esetén, melyre Ep = 0, teljesiil a
Poincaré-egyenlétlenség:

Y Aw)tw) < n? Z (¢ («*) = (@) Aw),

wenn we beB*

p,m p m>
ahol B* a fent definialt.

Bizonyitds. A tétel bizonyitdsa azonos a [1] cikkben latottakkal. Az el6z6
tétel eredményét fogjuk kihasznalni. ElsSként (gp (wb) — <,0(w))2 tagot alakitjuk at:
jussunk el w’-bsl w-ba (vagy forditva, amelyik lehetséges) egy tton, hogy kézben
csak B*-beli cseréket végziink, vagyis egy részecske szomszédos helyekre 1épkedve
"vandorol":

Wi=adf 5. 5l =w

a Cauchy-Schwartz-egyenlétlenséget alkalmazva:

(¢ (") = <kf it (w‘)))Q <

<<Zl> (Z ) - lal)) <
< (3 (oo - o).

Vagyis

LE e’ S (S el -e)) <

< /Z (¢ (@) — o)),

weNn beB*

p,m>

hiszen egy adott (¢ (a'™!) —¢ (o/))2 tag nem szerepelhet t&bbszor a fenti szum-
maban, mint n2, hiszen a "vandorl6" részecske (legyen az 1-es vagy -1-es) kevesebb,
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mint n helyrél indulhatott, és kevesebb mint n helyre érkezhet. Felhasznalva el6z6
tételiink eredményét:

2 2
D MWW <o 3 (p(e) —ew) M) <
weny weQn beB
2

< 2n? Z (¢ (wb) — o))" Aw)

wenr  beB*
adodik, ezzel a bizonyitast befejeztiik. O
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POINCARE INEQUALITY FOR INTERACTIVE PARTICLE SYSTEMS
MATE MANFAY

The Poincaré inequality is an important tool in the theory of continuous Markov processes.
It can be used to analyze the hydrodynamic behavior of the process. Previously T. Funaki,
K. Uchiyama and H.T. Yau proved the inequality for the simple symmetric exclusion process. In
this case, the constant has an order of n?, where n denotes the size of the system. In this paper
we deal with the simple symmetric exclusion process with positive and negative charges. The
main result of the paper is the proof of the Poincaré inequality for this model with a constant
that has the same order as in the previous model.
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