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LIE-SZIMMETRIAK EGY KOZGAZDASAGI ALKALMAZASA!

MOCZAR JOZSEF ES MARKUS FERENC

1. Bevezetés

Egy fizikai rendszer id&beli fejlédése bizonyos esetekben nagyon elegansan meg-
fogalmazhaté a legkisebb hatas elvével. A matematikai leirds kézéppontjiban a
koordinétak és sebességek specidlis fiiggvénye, az an. Lagrange-fiiggvény all. Ez a
fizika tudomanyaban oly hatasos modszer alkalmazhaté lehet akar az analdg koz-
gazdasagi dinamikai rendszerekre is. Ekkor a rendszer egy extremélis palyat kovet
a fazistérben gy, hogy a Lagrange-fiiggvény integralja stacionarius. Latni fogjuk,
hogy a Lagrange-fliggvény tetszsleges Lie-szimmetriai megfelelnek egy-egy allandé
mennyiségnek, a megmaradasi elvet pedig egy variaciés szimmetria magyaréizza,
amely egy dinamikai vagy geometriai szimmetridhoz kapcsolhato.

Ebben a tanulményban ismertetjiik a Nother-tétel lényegi vonatkozisait, és
kitériink a Lie-szimmetridk értelmezésére abbol a célbdl, hogy kozgazdasagi folya-
matokra is alkalmazzuk a Lagrange-formalizmuson nyugvé elméletet. A Lie-szim-
metridk dinamikai rendszerekre torténd feltarasa és viselkedésiik jellemzése a leg-
jabb kutatasok eredményei e teriileten. Példaul Sen és Tabor (1990), Edward
Lorenz (1963), a komplex kaotikus dinamika vizsgalataban jelentds szerepet betolts
3D modelljét, Baumann és Freyberger (1992) a két-dimenziés Lotka-Volterra
dinamikai rendszert, és végiil Almeida és Moreira (1992) a harom-hullam inter-
akcios problémajat vizsgiltak a megfelel§ Lie-szimmetridk segitségével. Mi most
empirikus elemzésre egy kozgazdasagi dinamikai rendszert valasztottunk, neveze-
tesen Goodwin (1967) ciklusmodelljét. Ennek vizsgalatat ttiztiik ki célul a lefrando
rendszer Lie-szimmetridinak meghatarozasan keresztiil.

Ismert, hogy a Lotka-Volterra 6koldgiai rendszer (Lotka (1925), Volterra (1931))
és Goodwin (1967) vele analdg novekedeési ciklusmodelljének megoldasgorbéi, a
zart elliptikus palyak, kozvetleniil megadhatok egy specidlis Ljapunov-fiiggvény
segitségével (Hirsch-Smale, 1974). Viszont maga Goodwin az els6 integral fogal-
méat hasznalta fel kdzgazdasagi modelljének megoldasgdrbéi meghatarozasaban, de
kell6 magyarazat hidnyaban, a kézgazdaszok el6tt mindvégig homaly fedte az elsé
integral fizikai k6tGdését, a Lagrange-strukturabol torténd szarmaztatasat. Sem az
1967-es tanulményaban, sem a késébbi irasokban sem Goodwin, sem maés ez idaig

1A szerz6k koszonetiiket fejezik ki az anonim lektornak a dolgozat elkészitése soran nyujtott
értékes megjegyzéseiért és javaslataiért
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nem mutatta meg, hogy dinamikai rendszere rendelkezik Lagrange-strukturaval,
és a megfelels Lie-szimmetriaval all el§ a kérdéses els§ integral, vagy masképpen
nevezve, a Hamilton-fiiggvény, azaz a dinamikai folyamat egy megmaradd mennyi-
sége. Szigortan didaktikai szempontok miatt, kihasznélva az egyszertibb Lotka—
Volterra-modell és a bonyolultabb Goodwin-modell ekvivalenciajat, paArhuzamos?
levezetésekkel jutunk el a megfelel§ Lie-szimmetridkhoz.

Az a célkitiizéslink, hogy az elméleti vizsgalatainkat kévetd empirikus elem-
zéseinkben megmutassuk, hogy Goodwin 2D dinamikai rendszerének is van Lag-
range strukturaja, kovetkezésképpen a Nother-tétel itt is alkalmazhato, és a meg-
felel6 dinamika kvalitativ értelemben egyértelmi. Ebben felhasznaljuk Fernandez-
Nufiez (1998) eredményeit is. A Lie-szimmetridkat és a Lotka—Volterra-modellre
kapott elss integralokat vagy masképp Hamilton-fiiggvényeket, azonban téle elté-
réen szarmaztatjuk le. Az altala alkalmazott modszerben a Lagrange-fliggvény
elallitdsahoz a modell paramétereiben erés matematikai megszoritasokat kivant
meg. Ez azonban lehetetlenné teszi az un. skaldzott Lotka—Volterra-modelljének
okologiai magyarazatat, csak tgy, mint a Goodwin-modell kézgazdasagi értelme-
zését. Mindazonéaltal e megkozelités, a Nother-tételen keresztiil, nemcsak relevan-
ciat, hanem eleganciat is mutat, mivel szabadon hasznalhatjuk mind a klasszikus
(nem relativisztikus) mechanika, mind a matematikai iranyitaselmélet nyelvezetét,
illetve fogalmi rendszerét.

Tanulmanyunkat a kovetkezSképpen rendeztiik. A 2. szakaszban a Lagrange-
elméletet mutatjuk be. A 3. szakaszban elemezziik N6ther tételét és a vele kapcso-
latos megmaradasi torvényeket, majd ezt kévetGen a 4. szakaszban definidljuk az
alapvet6 Lotka—Volterra-rendszer Lagrange-fiiggvényét. Az elss integral a Nother-
tételben feltételezi a mozgasi egyenletek Lie-szimmetriait, amelyeket az 5. szakasz-
ban irunk le. A 6. szakaszban felvazoljuk a Goodwin-modellt. A kovetkezdkben, 7.,
8. és 9. szakaszokban, megmutatjuk az ekvivalenciat a Goodwin-modell és a Lotka—
Volterra-rendszer kézott, megadjuk a modell Lagrange- és Hamilton-fiiggvényeit,
Lie-szimmetridit, és végiil a kapott eredmények kozgazdasagi értelmezését a meg-
felel§ kovetkeztetésekkel egyiitt.

2. A Lagrange-elmélet

A dinamikai szimmetridk és a megmaradasi elvek kézotti kapesolatra elsGként
Néther (1918) allitott fel egy altalanos érvényességii tételt. Ennek szellemében alta-
laban is igaz, hogy a Lagrange-fiiggvény barmely szimmetridja megfelel egy meg-
marad6 mennyiségnek, és vice versa. Ezt egy nagyon egyszerd példaval szemléltet-
hetjiik. Vegyiik az m tomegt szabad részecske klasszikus Lagrange-fiiggvényét, ami
egyszertien L = (1/2)ma'72. Lathato, hogy az L csak az & sebességtdl fiigg, és fligget-

2Ezt megkonnyiti Goodwin (1967) tanulménya is, mivel modelljének kifejtésében szorosan
kovette a Lotka-Volterra modell logikajat. Harvie (2000) tanulmanyabol tudjuk, hogy a genetikus
J. B. S. Haldane hivta fel Goodwin figyelmét a hires Skoldégiai modellre.
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len az z helytdl, azaz a térbeli eltolassal szemben invarians. Igy a dL/dz = 0, azaz,
az L szimmetrikus az z-en keresztiil. Ebbd6l kovetkezik, hogy az Euler-Lagrange-
egyenlet?® alapjan p = OL/0r = mx konstans, vagyis a p impulzus megmarado6
mennyiség.

A Lagrange-fliggvény hatarozza meg a dinamikai rendszer mozgaspalyait. A kap-
csolodd Lie-szimmetridk olyanok, hogy az integrél-funkciondl fiiggs és fiiggetlen
véltozéinak infinitezimalis transzformaciéi mellett valtozatlanul hagyjak a teljes
struktarat. Ezt az invarianciat az irodalomban idénként varidciés szimmetrianak
is nevezik. Vizsgalatainkban kiilonds figyelmet forditunk az tn. dinamikai szim-
metriara, amely nem a koordinata transzformaciokkal kapcsolatos geometriai szim-
metria, és amely ugyancsak fontos lesz a Nother-tétel megértésében.

Meg kell emliteniink azt az ismert tényt [Wigner (1954)], hogy nem mindegyik
dinamikai rendszerhez adhat6 meg Lagrange-fliggvény, s ennek kovetkeztében a
Nother-tétel nem alkalmazhaté. Tovabbé, egy adott Lagrange-fliggvény esetén a
No6ther-féle variaciés szimmetria adott megmaradasi elvekre vezet. Ugyanakkor
egy dinamikai rendszerhez tobbféle (és nem csak egy idéderivalt tagban kiilon-
b6z6) olyan Lagrange-fiiggvény is megadhatd, amelyek Euler-Lagrange-egyenletei
a kérdéses dinamikai rendszert eredményezik, de integrél-funkcionédljukat infinite-
zimalisan transzformalva nem feltétleniil viselkednek ekvivalensen.

Tekintsiik példaul a két-dimenzidés harmonikus oszcillator esetét, amelyre
Morandi et al. (1990, 203. o.) két kiilonb6z6 Lagrange-fliggvényt is meghataroznak:

1r.

2 .2
Ly = 5 g1+ 4o — w? (Q% Jrqg)} (1)

és a kevésbé ismert lehetséges valasztas
Ly = q1G2 — w*q1¢a. (2)
Mindenesetre a q; és qo valtozokra® vonatkozé FEuler-Lagrange-egyenletek (moz-
gasegyenletek) ugyanazok mindkét Lagrange-fliggvény esetében:
dl + w2q1 =0, (3&)
qy + W2‘]2 =0. (3b)
Felvet6dik ugyanakkor a jogos kérdés, hogy a két lehetséges megfogalmazés ekviva-
lens-e, és ha nem, akkor melyik biztositja a ténylegesen alkalmas leirast? Lathato,
hogy a mozgasegyenletek szdrmaztatasa alapjan nincs egyértelmd valasz. A fizikai
problémak vizsgalata soran segitségiil hivhaték az impulzusra, impulzusmomen-
tumra, energiara, de akar elektromos toltésre, lepton-szamra, barion-szamra stb.
vonatkoz6 megmaradasi tételek.
Jelen eseteket megvizsgalva lathatd, hogy a véges 6 szogi
¢y = q1cosf — gz sin 6 (4a)
qh = q18inf + go cos (4b)

3L4asd késsbb a (8) egyenletet.
4Altalaban érvényes, hogy az extremalizalandé fliggvényekre: ¢ (t) € C2.
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0O(2) forgatasokkal szemben az (1) egyenlettel megadott Lagrange-fliggvény invari-
ans®. Masrészt az is igaz, hogy ezzel a transzformécioval szemben a (2) Lagrange-
fiiggvény nem marad valtozatlan®. Ha viszont a 6-ra kikotjiik, hogy infinitezimélis
mennyiség lehet, azaz 6 << 1, akkor a cosf ~ 1 és sinf) ~ 0 kozelitéssel élve
a (2) Lagrange-fiiggvény is invarians marad’. Mivel az infinitezimalis forgatasok
az impulzusmomentum megmaradasaval vannak szoros kapcsolatban (lasd késsbb
a 3. szakaszt), ezért megallapithatjuk, hogy e fontos megmaradési tétel mindkét
Lagrange-fiiggvényben jelen van.
Erdekes észrevenni, hogy a

¢ = €e"q, (5a)
G =e""g (5b)

egyfajta Gsszenyomast kifejezs az n véges paramétert transzformacidval szemben
a (2) Lagrange-fiiggvény invarians, mig az (1) Lagrange-fiiggvény nem, és ez az
n — 0 hatéresettel sem érhetd el®. Ezért, ha ez a transzforméacié az egyik esetben
hordoz is valamiféle értelmet, és levonhato esetleg egy megmaradasi tétel 1éte, a
masik esetben biztosan nem jelent semmit.

Végill meg kell jegyezziik, hogy az L; Lagrange-fiiggvény egy-dimenzids ese-
tekre is azonnal alkalmas mozgasegyenletet szolgaltat a go = 0 valasztéassal, mig
a masik esetben ez a 1épés egyszeriien azonosan zérussa teszi az Lo-t. Ott a két
szabadsagi fok egyiittes megléte a leirasban alapvetd kovetelmény.

Legelsé feladatunk az, hogy megmutassuk, hogy ha egy dinamikai rendszer-
nek van Lagrange struktiraja és elsd integralja, akkor ez utébbi valéban egy olyan
Hamilton-fliggvény vagy megmaradé mennyiség, ami megfelel a kérdéses Lagrange-
fliiggvény Lie szimmetridjanak. Ehhez sziikségiink lesz Nother tételére is, amit most
vazlatosan levezetiink.

3. A Nother-tétel és a megmaradasi torvények

Mar fizikai tanulmanyainkbél is tudjuk, hogy Nother tétele barmely mas tudo-
manyteriileten hasznos lehet, ha ott a kérdéses probléma variacios elvvel megfogal-
mazhato. A tétel Gsszekapcsolja az

S = /t : L(t,q(t),q(t))dt (6)

integral-funkcional (hatas) invaridns tulajdonsigait a megmaradéasi torvényekkel,
azaz a megfeleld Euler—Lagrange- vagy Hamilton-differencidlegyenletek integrél-

5Ennek beldtasa azon alapszik, hogy fennall: ¢} + ¢i2 = ¢ + ¢3.

6Belathato, ha tekintjiik: q1q5 = 4,45 cos?6 — q% sin 6 cos 0 + q% sinfcos — q,q, sin26.
7 Az infinitezimalis 0 sz0gii forgatasok esetén: ¢} qh = q;qs.

8Az n = 0 eset az identitas transzformécionak felel meg.
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jaival. Igy az impulzus (mozgasmennyiség) és az impulzusmomentum megmara-
dasa a mechanikdban rendre megfelel a fenti integral-funkcionél térbeli eltolasi és
forgasi invariancidjanak, mig az idGbeli eltolasi invariancidja az energiamegmara-
dashoz kapcsolodik. Az id6- és térvaltozok szerinti eltolési és forgasi invarianciakat
geometriai invariancidknak is nevezik. Ezekbe tGjabb és mélyebb betekintést nyer-
hetiink, ha feltarjuk a Lagrange-fiiggvény és a beldle nyerhetd mozgasegyenletek
bels6 szimmetridit. Minden egyes fliggetlen szimmetria a folyamat tovabbi meg-
maradasi térvényét adja. Fontos hangsulyozni, hogy egy bizonyos jelenség leirasa a
matematika nyelvén torténik, ezért nem korlatozhatjuk a Lagrange-fiiggvény megfo-
galmazésat csak fizikai jelenségekre, azaz, sikeresen alkalmazhaté kémiai, biologiai
és kozgazdasagi folyamatokra is.

A mechanika extremélis elvei alapvetd fontossigtiak mind a fizikdban, mind az
optimalis iranyitaselméletben. A kezdeti t; és a végss to id6pontokban felvett ¢; és
q2 allapotok kozotti mozgast vizsgaljak. Altalaban az extremalis palya kiszamitasa
a kittzott feladat. Matematikailag, ha a hatasfiiggvény extremalis az optimalis
(redl) palyara, akkor az integral-funkcional a (6) egyenletben nem veheti fel ext-
rémumét egyik varialt (perturbalt) g (t) + dq (t) palyara sem, legyen az barmilyen
kozel is az extremadlishoz. FEzt 1gy mondjuk, hogy varidljuk a hatasfiiggvényt,

......

55 = / [L(ta(®)+0a(t),a(t) +0a(t) =L (ta(),am)]dt  (7)

ty

Mindez azt a célt szolgalja, hogy megtaldljuk az extrémum sziikséges feltételét,
amely mellett 45 = 0 teljesiil. Ez a legkisebb hatés elvét fejezi ki. Alkalmazva
a varidcidszamitas lépéseit (lasd Budé (1964) vagy Moczar (2008)), megkapjuk az
Euler-Lagrange-differencialegyenletet:

L 0q q
Ennek az egyenletnek a megoldasa adja az extremalis (optimalis, valos) ¢ (t) moz-
gasi palyat®.

A Nother-tétel kifejtése irdnyaba tovabblépve, feltessziik, hogy a hatés legyen
invaridans mind a ¢(t) altalanos koordinata (palya-valtozo), mind a t id6valtozo
hataron torténd egyiittes infinitezimalis eltolidsaval szemben. Az egyszeriiség
kedvéért csak a fels6 hatar koordinatajat valtoztatjuk meg, amit tugy jeldliink,
hogy a to helyett ¢ 4+ dt-t irunk. A megvaltozott felsé hatarhoz vezetd fliggvényt
pedig ¢'-vel jeloljiik:

¢ (t)=q(r)+¢(7). (9)
9Megjegyezziik, hogy az Euler-Lagrange-egyenlet a kivetkezd explicit formaban is megadhato:

oL L. L. 9L _,

o  0q0q" 921 aqor

igy a standard Euler-Lagrange-egyenlet mindig egy masodrendd ODE.
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A ((7)-rol feltessziik, hogy infinitezimalisan kis fiiggvény, és teljesiti a ¢ (¢;) =0
feltevést. Az integral-funkcional megvaltozasa most:

iq :JrzStL (7—, q,’q',> dr — /tltL (T’Q,Lj) dr
:/:L(T,q+g,q+¢) dr+ (10)

+/tt+6tL(T7q+C,q+¢) dT—/jL(T,g,(‘]) dr.

1

A kozépsd integral ugy is irhato, mint
45t )
/ L(T,q+§,q+§)dT=L(t)6t, (11)
t

mivel az integraciés tartoménya infinitezimalisan kicsi. Az L (7’, g+¢,q+ ( ) fiigg-
vény linearis kozelitését véve a Taylor-sorabél, kapjuk:

. . oL oL
L(rat+Ga+d)=1(raq)+ 5 ¢+ 5 (12)
A (11)-et és (12)-t behelyettesitve (10)-be:

0S8 = / {C—i—{} dr + L (t) ot. (13)

Az integral masodik tagjat parcidlisan integralva, kapjuk:

d oL oL 1"

0 —— | (d — L (1) it. 14
o= /[q dtaq]CT+[6qc]tl+ " -

Az integral az Euler—Lagrange-egyenlet miatt elttinik, a kiintegralt rész pedig az
alsé hataron zérus. Ezért a kovetkezS egyenletet kapjuk:

= %Q (t) + L () ot. (15)
A ( (t) a fels6 hatar koordinatajanak 6g megvaltozasaval irhatoé mint:
og=1q (t+0t) —q(t) =q(t+t)+¢(t+t) —q(t), (16)
ahonnan
C(t+6t) =dq—[q(t+0t) —q(t)]. (17)

A szégletes zardjelben levs mennyiség a differencialszamitas kozépérték-tétele alap-
jan qdt-vel kozelithetd, a C (t + dt) helyett kozelitésiil irhatunk ¢ (¢)-t a ot és ¢
kicsiny volta miatt. Azaz,

C(t) = dq — qot. (18)
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Ezt beirva (14)-be, kapjuk:

OL oL
0S = —6qg— |—q— L| ét. 1
$= G0 g Y (19)
Bevezetve a 5L
p= aiq (20)

jelolést, a szogletes zarojelbeli kifejezés

pq—L=H(q,p), (21)

ami a rendszer Hamilton-fliggvénye. Az integral-funkcional megvéltozésa végiil is:
08 = pdq — Hot. (22)

Az integralasi tartomény hataran torténd varialas okén ezt az Osszefiiggést a vari-
Acioszamitds hatarképletének is szokds neveznil®. Ha a hatés-fiiggvény érzéketlen
a hatarokon tetszdlegesen valtoztatott dt-re és dg-ra'l, akkor az azt jelenti, hogy a
H és p mennyiségek konstansok a mozgas ideje alatt. A kalkulusban az id§ szerinti
integraljaikat gyakran elsG integraloknak nevezik. A H Hamilton-fiiggvény kons-
tans a mozgas alatt, ha a Lagrange-fliggvény explicite nem fiigg az id6t6l, azaz
L = L(q,q). Ez a kovetkez6képpen lathato be, felhasznalva az Euler-Lagrange-
egyenletet:

dL _ oL, 9L, dOL 0L, _d (0L -
at ~ 0¢t T 8¢ " Yaraq T aq! T @t \"aq )
Az elss és az utolsd mennyiség kozotti egyenlGségbdl kapjuk:
d (.0L
—(g=—-L) =0, 24
g (q - ) (24)
amelybdl
.0L(q, ¢ .
q% — L(g,q) = const (25)
q

a mozgasegyenlet elss integralja. A fizikiban a H Hamilton-fliggvényt a rendszer
energiajaval azonositjak, és ez az idGeltolassal kapcsolatos. A (20)-beli mennyiség
a téreltolassal kapcsolatos p impulzus.

Egy harmadik megmaradé mennyiség nyerhets a

oL (t,q,q)

94 dq (26)

10A hatarképlet definialja a q koordinatahoz és a t id6hsz kanonikusan konjugalt mennyiségeket,
nevezetesen a (20) képlettel adott altalanos vagy kanonikus impulzust, illetve a (21) Hamilton-
fliggvény (—1)-szeresét. Bévebben lasd Nagy (1981).

HMegjegyezziik, hogy a (19) 6S = 0 mellett az optimalis irdnyitdselméletben az tin. altalanos
transzverzalitasi feltételt adja (lasd Moczar (2008) 108. oldal).
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alakbol, ha vesszik a dg = /e\q infinitezimaélis forgatast a 3D térben, ahol € a for-
gatds antiszimmetrikus matrixa. Ekkor az impulzusmomentum megmaradasahoz
jutunk!?2.

E harom transzformacié tartozik az elmélet geometriai szimmetridihoz. Rend-
kiviili nagy kihivas azonban, hogy megtalaljuk azokat a nem geometriai szimmetri-
akat, amelyek teljessé teszik e feltevést altalaban. Ezek a mozgas dinamikai szim-
metridi. A matematikai kidolgozés a legtébb esetben nem egy triviélis szamolas.
Ha a ¢ valtozo olyan transzformaciéjat adjuk meg, ami szerint a hatéas-fiiggvény
variacioja zérus marad, akkor az elmélet egy belsd szimmetridjat kapjuk meg, ami
a megmarado mozgasmennyiséget eredményezi. A fiiggetlen transzforméciok mind-
egyik dga egy-egy megmaradasi torvényt ad. Ez a Nother-tétel jelentése.

4. Lotka-Volterra 2D dinamikai rendszerének Lagrange-struktaraja

Elsszor a Lotka-Volterra 2D dinamikai rendszerére'® fokuszalunk:

T = ax — dyz, (27a)
y = —by + cxy. (27b)

Konnyen felismerhetjiik, hogy a rendszer Lagrange-fiiggvényét sokkal egyszertibben
megkaphatjuk, ha mindkét egyenletet elosztjuk az xy szorzattal. Ekkor a kévetkezd

23elslje ¢ = (¢, qy,q-) a helyvektort, mig a (20) egyenletbl p = (pz,py,p-) az impulzust.
Az infinitezimalis forgatast leir6 matrix

0 —€ 15
N y
€= €2 0 —&z ,
—&y £z 0

amellyel a d¢' komponensei rendre

8q,, = —e.qy +eyq-
(5q; = €2qx — €xzqz

8q), = —eyqa + €xqy.

Ha most képezziik a (26) Osszefiiggésbeli szorzatot, és kiemeljiik az ez, €y és e, egylitthatokat,
akkor ennek értékére kapjuk:

ez (—Pyqz + P2qy) + €y (Peqz — P2qx) + €2(—Paqy + Pyqz).

Ismeretes, hogy itt rendre az impulzusmomentum vektor x,y, 2 komponensei alltak eld.
13Megjegyezziik, hogy itt az eredeti Lotka—Volterra-modellt vessziik, az a, b, c,d > 0 kikdtések-
kel, ami biztositja az Skologiai értelmezést.
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egyenleteket kapjuk:

r_a_ d, (28a)
ry Yy

Y b

L=t (28b)
Ty T

A (27a) és (27b) mozgasegyenletek Lagrange-fiiggvénye a kovetkezo:

o llny. 1lnz.
L(w,a:.,y,y):5%1’—5%1/—(alny—i—blna:—cm—dy). (29)
Ez kénnyen ellenérizhets, ha vessziik az L egyes valtozoi, azaz x és y szerinti Euler—
Lagrange-egyenleteit, amelyek pontosan megegyeznek a Lotka—Volterra-rendszer
(27a) és (27b) egyenleteivel.
Végiil a Hamilton-fliggvényt fejezziik ki, amely a kovetkezd:
0L . 0L

H:xg-i-ya—y—L:alny—i—blnx—cx—dy. (30)
Mivel a Lagrange-fliggvény explicite nem fiigg az id6valtozotol, ezért a Hamilton-
fliggvény a megmarad6 mennyiség (els6 integral), ami a mechanikédban az E ener-
gianak felel meg. Kis atalakitds utan egy kompakt formulat kapunk a megmaradé
mennyiségre:

$b a
I(=e") = ecﬁdy' (31)

5. A mozgasegyenletek Lie-szimmetriai

Ebben a pontban megvizsgaljuk a (27a) és (27b) mozgasegyenletekkel leirt
Lotka—Volterra-rendszer Lie-szimmetridit. Tekintsiik most a kdvetkezd infinitezi-
malis transzformaciokat:

.’L'/:.Z‘—f—?h (‘T>y)7 (32)
v =y+n(zy), (33)
t'=t, (34)

ahol nem tételezziik fel az n; (x,y) és 0o (x,y) fliggvények idsfiiggéset, azaz az id6
szerinti parcialis derivaltjaik zérussal egyenlGek: Onq /0t = Ony /0t = 0. Behelyette-
sitve a (32), (33) és (34) egyenleteket a (27a) és (27b) egyenletekbe, az egyszerdsités
utén az alabbi PDE rendszert kapjuk:

0 0

(ax — dyx) % + (cxy — by) 8iyl + (dy —a)my + dxny =0, (35)
0 0

(ax — dyz) 52 + (cay — by) 8—7; — eym + (b—cx) iy = 0. (36)
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E két csatolt parcialis differencidlegyenlet egy partikuldris megoldasit mutatjik az
alabbi egyenletek:

m = azx — dzy, (37)
n2 = cxy — by, (38)

amelyek felhasznalasaval azonnal megfogalmazhatjuk a relevans generatort (a szim-
metria vektort):

0 0
X1 = (az — dyz) P2 + (cxy — by) o (39)

A (35) és (36) egyenletek egy masik megoldésa kivetkezsképpen irhato:

wbya

m= gyt @ —dy), (40)
Ib a
"= ardy Y (cx —b). (41)

Most az infinitezimélis generator a kovetkezd:

xbya o b,a

Xy = g (ax — dyzx) e + P (cxy — by) 87y (42)

Osszehasonlitva a (39) és (42) egyenletekben szerepld generatorokat, knnyen belat-
hato, hogy
b,a
7y
ec.’r—i—dy Xl’

azaz a generatorok csak egy tényezdben kiilonbdznek. Mivel a generatorok struk-
tardja ugyanaz, a kérdéses
mbya
I= ey (44)

tényez6nek a mozgés allandésagat kell mutatnia. Ez az eredmény &sszhangban
van a (31) egyenletben szerepls, a Lagrange-fliggvény alapjan kapott megmarado
mennyiséggel, ami a Lotka-Volterra rendszer dinamikai szimmetriajara vonatko-
zik. Hangsilyozzuk, hogy ezeket az eredményeket anélkiil kaptuk, hogy levezeté-
seinkben barmiféle kikotést is tettiink volna az a,b, ¢, d paraméterekre, szemben
Fernandez-Nufiezzel (1998).

6. Goodwin novekedési ciklusa

Goodwin (1967) ’'névekedési ciklusa’ a foglalkoztatas és a kibocséatéas (teljes
termelés) elosztasi aranyainak egyszerd dinamikus modellje. A foglalkoztatasi rata

14Részletekért 1lasd Hydon (2000).
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és a munkasok teljes jovedelembdl torténd részesedése mozgaspalyait az aldbbi nem
line4ris dinamikai rendszer alapjan vizsgalta:

v=[(1/0) = (a+ ) = (1/o)u]v, (45)
u=[—(a+7v)+ pv]u, (46)

ahol v a foglalkoztatési rata, u a munkasok teljes jovedelembdl torténd részesedése,
v és u az 1d6 szerinti derivaltjaik, o a rogzitett tGke-kibocsatas ardny, o a munkater-
melékenység novekedési {iteme, ami 4llandé meg nem testesiilt technikai haladast
feltételezve konstans. [ a munkaerd-kinalat alland6é novekedési {iteme, valamint
w/w = —y + pv, ahol w a bérrata, v és p konstansok nagy pozitiv értékekkel.
Megjegyezziik, hogy a (45) és (46) egyenletek egy els6rendii nem linearis autondém
homogén 2D differencidlegyenlet-rendszert alkotnak.

Ha nincs u a (45) egyenletben, akkor a foglalkoztatas konstans iitemben ng,
azaz v/v = (1/0) — (e + B), ahol (1/0) > (a+ B), ami azt jelenti, hogy a t&ke
hatékonysiga nagyobb, mint a munkatermelékenység noévekedési {itemének és a
munkaerd-kindlat névekedési litemének Osszege. Masképpen, a foglalkoztatasi rata
né, ha a t6ke hatékonysaga nagyobb, mint a névekedés intenziv és extenziv ténye-
z8inek Osszege. Hasonléan, ha nincs v a (46) egyenletben, akkor a munkasok teljes
jovedelembdl torténd részesedése konstans iitemmel csokken, azaz u/u = —(a+7).
Vagyis a munkasok teljes jovedelembdl torténd részesedésének iiteme pontosan
annyival csokken, mint a munkatermelékenység novekedési iitemének és a bérrata
autoném novekedési titemének az 6sszege. Mindkét esetben a mozgasi palya expo-
nencidlis fliggvény, az el6bbi esetben névekvs, az utdbbiban csékkend. Ha viszont
figyelembe vessziik a masik véaltozot is, akkor (45)-ben a t6ke hatékonysaga az u-n
keresztiil csokkenti a foglalkoztatési rata iitemét, a (46)-ban pedig az egységnyi
foglalkoztatéasi ratéra es bérrata novekedési iiteme a v-n keresztiil csokkenti a
munkasok teljes jovedelembdl térténd részesedésének csokkenési iitemét.

Ezt kovetGen Goodwin eliminalja az id6valtozast a (45) és (46) egyenletekbdl.
Ebben ugyanazt az egyszert technikat alkalmazta, mint amit Andronov et al. (1966,
143-145. o.) alkalmaztak a Lotka-Volterra dinamikai rendszerre. Az igy kapott
idGinvariancia, csaktigy mint a klasszikus mechanikdban, az elsé integralt adja:

[(1/0) — (a+ B)]Inu+ (y+a)lnv — (1/0) u — pv = const. (47)
Mig Goodwin semmi t&bbet nem mondott errél az egyenletrdl, most megmutatjuk,

hogy az a (45) és (46) dinamikai rendszer Hamilton-fiiggvénye, vagy masként, a
megmaradd mennyiség.

7. A Goodwin-modell Lagrange- és Hamilton-fiiggvénye

Konnyen belathato, hogy a (45) és (46) egyenletekkel leirt Goodwin-modell
az Onszabalyoz6 foglalkoztatas-bér rendszer id6beni evolicidja a Lotka—Volterra-
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rendszer egy-egy leképezése, ekvivalencidja. A v foglalkoztatési rata az x aldozat-
szamnak, a munkasok teljes jovedelembdl t6rténd u részesedése pedig az y ragado-
z6szamnak felel meg. Az ekvivalencidhoz a két modell megfelel egyiitthatoinak is
meg kell egyeznie, azaz a (45) és (46) valamint a (27a) és (27b) egyenletek megfelels
Osszahasonlitasabol kapjuk:

(1)) = (a+pB) =a

1/o=d
a+v=>
p=c.

Ha most L’ jelsli a Goodwin-modellhez tartoz6 Lagrange-fliggvényt, akkor ezt a
kovetkezs alakban irhatjuk:

L' (v,0,u,u) = %lnTui) + %thUu—
—(((1)o) = (a+B))Inu+ (a+7v)Inv— (1/0) v — pv) . (48)

Ha vessziik az L' Lagrange-fiiggvény v és u szerinti Euler-Lagrange-egyenleteit,
akkor a Goodwin-modell (45) és (46) egyenleteihez jutunk. Ezzel megmutattuk,
hogy a Goodwin-modell is rendelkezik Lagrange-struktaraval.
A fentieket alkalmazva egyszerd szdmolassal megy6zédhetiink arrdl is, hogy a
Goodwin-modell Hamilton-fiiggvénye az alabbi:
oL oL’

+u——L = ((1/o) = (a+ B)) Inu+(a+7y)Inv—(1/0)u—pv (49)

H = g
U@v u

ami a megmaradd mennyiség, azaz az els6 integral, ami megegyezik a (47) egyen-
lettel. Ha itt is vessziik az E’ energidval torténs mechanikai megfeleltetést, akkor
az elsG integralt most a kdvetkezd alakban is felirhatjuk:

N ety (/o)—(atB)
r (:eE)—” “ (50)

epvt+(1/o)u

8. A Goodwin-modell Lie-szimmetriai

Vegyiik a modell allapotvaltozdinak aldbbi infinitezimélis transzformaciéit:

v =v+((v,u) (51)
' =u+((v,u) (52)
t=t, (53)

ahol (; (v,u) és (o (v,u) fiiggvények explicite nem fiiggnek az id6tol, azaz
01 /0t = 0¢2/0t = 0. Most helyettesitsiik be az (51) , (52) és (53) egyenleteket a
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(45) és (46) egyenletekbe; atalakitasok utén a kovetkezs parcialis differencidlegyen-
leteket kapjuk:

(/o) = (a+p))v —(1/0) uv) % + (pvu — (a + ) u) %‘f’ (54)
+((1/o)u— (1/o) + (a+B)) ¢ + (1 /o) vie =0,
((1/o) = (a+B)) v — (1/o) uv) % + (pvu — (@ +7) u) %_ (55)

—pur + (v +v—pv) 2 = 0.

Természetesen ismét két csatolt parcidlis differencidlegyenletet kaptunk, amelyek
egy lehetséges partikularis megoldasa

G = (/o) = (a+pB)v—(1/0)uv, (56)
G = pou—(a+7)u. (57)
Ezeket felhasznalva, a relevans generatort, vagyis a Lie-szimmetriavektort is felir-

hatjuk:

X = (/o) ~ @+ B)) v — (1/o)w) o+ (pou— (a4 7)) 5o (58)

Az (54) és (55) egyenletek egy masik megoldasat adjak az alabbi egyenletek:

vt/ o—(a+B)

=g (/o) = (atp) - (1/o)u)v, (59)
ot (1/0)—(a+8)
CQ = eper(l/U)u (p’U - (a + ’Y)) U. (60)

Az infinitezimaélis generator most a kivetkezéképpen adhatd meg:

&tV (1/0)—(at+B) o
Xy = i (o) v = (a+ 8) = (1) ) 5
€ (Y (61)
vt (1/0)—(a+B) o
epvt+(1/o)u (pvu - (a + 7) u) %

Ha egybevetjiik az (58) és (61) egyenletekkel meghatarozott generatorokat, akkor
koénnyen észrevehetjiik, hogy

ety (1/o)—(atB)

o
X2 = epv+(1/o)u X1,

(62)

azaz a generatorok csak egy tényezében kiilonbdznek. Minthogy a generatorok
struktaraja most is megegyezik, a kérdéses

vty (/o) —(a+B)

r_
I'= epv+(1/o)u (63)
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tényezének az alland6é mozgasmennyiségnek kell lennie. Pontosan megegyezik a
Lagrange-fiiggvénybdl kapott megmarad6 mennyiséggel, az (50) egyenletbeli &ssze-
fliggéssel, ami a Goodwin-modell dinamikus szimmetridjara vonatkozik.

9. Kovetkeztetések

A Goodwin-modell a t&kefelhalmozas és a jévedelemelosztas kozotti kolesonos
fliggGséget vizsgalja. Megoldasgbrbéi vilaszt adnak arra a kérdésre is, hogy a felhal-
mozas (novekedés) hogyan valtozik ciklikusan,

T =2/ [(a+7) ((1/0) — (a+ B)]"?
periddussal, az egyenstlyi pont!® koriil, amely a kovetkezd koordinatakat veszi fel:

u=1-(a+p)o,
vt =(a+7)/p.

A modellben szerepld paraméterek becsiilhet6k a megfelel§ idGsorokbol Skonomet-
riai eljarasokkal. E szamitasok egyuttal a modell valos adatokkal torténd teszte-
lését is jelentik, amirgl érdekes kivetkeztetések olvashatok Harvie (2000) tanulmé-
nyaban?6.

Az alabbi grafikonok a paraméterek kovetkezd megvalasztisaval késziiltek:
a=0.056, 8=0.1,0 =0.08, v =15 és p = 17. A kezdeti értékek: v(0) = 0.095 és

u(0) = 0.9.

150 /\ [ /‘

VAVAVAY,

I I I Lot
0.5 10 15 20

1. abra. A v(t) id6beli periodikussaga.

15Ez az tun. nem trivialis egyensulyi pont. A trivialis egyenstlyi pont az origo, amely instabil

nyeregpont, és ami most kiviil esik vizsgalatainkon.
16Erdemes megjegyezni, hogy Brody Andras és Farkas Miklos (1987) a magyar gazdasagra

végeztek teszteléseket a Goodwin-modellel.
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u(t)

T |

o5 1.0 15 2.0 25 3.0

3. abra. Az u-v fazisportré.

A Goodwin-modell ciklikus palyai - amint bebizonyitottuk -, olyan extremalis
palyak a fazistérben, amelyek mentén a modell Lagrange-fiiggvényének integralja
stacionérius, vagyis optimalis a legkisebb hatés elve alapjan. Ez az eredményiink
jelentGsen pontositja az elsérendd nem linearis kozonséges differencidlegyenletek-
kel (ODE) leirt rendszerek mozgaspélyainak eddigi jellemzését, amit altalanositva,
kimondhatjuk: minden olyan dinamikai rendszer mozgéaspalyaja optimalis, aminek
van Lagrange-fiiggvénye.

Vizsgalatainkkal tehat kimutattuk, hogy ezt a ciklikus mozgést a modell Lie-
szimmetridi, pontosabban a dinamikai szimmetridja generalja. A modell Lagrange-
fliggvénye alapjan kapott allandé mozgismennyiség, az Un. elsé integral ered-
meényezi a bels§ szimmetridjat. Ez egyittal azt is jelenti, hogy a Nother-tétel a
Goodwin-modell mechanikijaban is szerepet kap.
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AN ECONOMIC APPLICATION OF THE LIE SYMMETRIES
JOzsEF MOCzAR AND FERENC MARKUS

The dynamic behavior of a physical system can be frequently described very concisely by
the least action principle. In the centre of its mathematical presentation is a specific function of
coordinates and velocities, i.e., the Lagrangian. If the integral of the Lagrangian is stationary,
then the system is moving along an extremal path through the phase space, and vice versa. It can
be seen, that each Lie symmetry of a Lagrangian in general corresponds to a conserved quantity,
and the conservation principle is explained by a variational symmetry related to a dynamic or
geometrical symmetry. Briefly, that is the meaning of Noether’s theorem.

This paper scrutinizes the substantial characteristics of Noether’s theorem, interprets the Lie
symmetries by PDE system and calculates the generators (symmetry vectors) on R. H. Goodwin’s
cyclical economic growth model. At first it will be shown that the Goodwin model also has a
Lagrangian structure, therefore Noether’s theorem can also be applied here. Then it is proved
that the cyclical moving in his model derives from its Lie symmetries, i.e., its dynamic symmetry.
All these proofs are based on the investigations of the less complicated Lotka — Volterra model
and those are extended to Goodwin model, since both models are one-to-one maps of each other.

The main achievement of this paper is the following: Noether’s theorem is also playing a
crucial role in the mechanics of Goodwin model. It also means, that its cyclical moving is optimal.
Generalizing this result, we can assert, that all dynamic systems’ solutions described by first order
nonlinear ODE system are optimal by the least action principle, if they have a Lagrangian.
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