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EGY INTERVALLUM ALAPÚ GLOBÁLIS OPTIMALIZÁLÁSI MÓDSZER
ÉS ALKALMAZÁSA SZENZOR LOKALIZÁLÁSI FELADATRA

PÁL LÁSZLÓ ÉS CSENDES TIBOR

A cikkben egy intervallum alapú optimalizálási módszer egy új implemen-

tációját mutatjuk be. Az algoritmust MATLAB környezetben valósítottuk

meg az INTLAB csomagot használva, amely tartalmazza a szükséges inter-

vallum aritmetikai m¶veleteket és az automatikus di�erenciálást is. A nu-

merikus eredmények alapján az új INTLAB alapú implementáció hasonlóan

hatékony, mint a C-XSC alapú eredeti algoritmus � eltekintve a számítási id®-

t®l. A program más hasonló programokkal összevetve könnyen telepíthet® és

használható. A cikkben vizsgálunk továbbá egy új feltételt a Newton-lépés

bekapcsolására, valamint egy szenzorhálózati alkalmazást mutatunk be, és

tanulmányozunk az INTLAB alapú algoritmussal.

1. Bevezet®

A megoldandó feladat az intervallum korlátos globális optimalizálási probléma
a következ® formában:

min
x∈X

f(x),

ahol f : Rn → R, X = {xi ∈ [xi, xi], i = 1, . . . , n}, és xi, xi ∈ R, i = 1, . . . , n.
Az f függvényr®l általában feltételezzük, hogy sima. A mi algoritmusunk is erre
támaszkodik, ennek ellenére nem sima függvények optimalizálására is használható,
ha elhagyjuk bel®le a Newton-lépést és a konkávitási tesztet.

Globális optimalizálási módszerek segítségével nehéz matematikai feladatokat
sikerült megoldani az elmúlt id®szakban. Ezek a problémák a dinamikus rendszerek
[3, 9, 10], a diszkrét geometria, illetve az optimális körpakolás [15, 20] témakörébe
tartoznak. Sikeresen alkalmaztuk ezen módszereket továbbá elméleti kémiai fel-
adatokra [2], valamint üzemelhelyezési feladatokban [22].

Célunk egy könnyen használható, megbízható globális optimalizálási módszer
implementálása és tesztelése volt MATLAB környezetben. Egy korábbi sikeres imp-
lementációnk MATLAB környezetben a GLOBAL [11] nev¶ sztochasztikus globális
optimalizálási algoritmus.

A jelen cikkben vizsgált eljárás csak egy, a célfüggvény kiszámítására szolgáló
szubrutinra támaszkodik. Más információt nem használ a globális optimalizálási
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problémára vonatkozóan. Az eljárás maga határozza meg a célfüggvény gradien-
sét és Hesse-mátrixát, felhasználva az INTLAB csomag automatikus di�erenciáló
eljárásait.

2. Az algoritmus és implementálása

Az implementált algoritmus egy korlátozás és szétválasztás típusú módszer,
amelynek pszeudokódját az 2.1. Algoritmusban adtuk meg. A módszer el®dje a
Numerical Toolbox for Veri�ed Computing [12] csomagban volt implementálva.
Jelenleg a következ® gyorsító teszteket tartalmazza: középponti teszt, konkávitási
teszt, monotonitási teszt és intervallumos Newton-lépés. A természetes befoglalá-
son kívül a középponti formulákat is alkalmazzuk mint befoglaló függvényt. Ha a
gradiens befoglalása ismert, akkor az el®bbi két befoglaló függvény metszete álta-
lában jó megközelítést ad a függvény értékkészletére.

Az algoritmusban használt jelölések:
w(X) = b− a, ahol X = [a, b],
mid(X) = (a+ b)/2,
és F az f célfüggvénynek megfelel® befoglaló függvény.
A keresési tartományok felosztására szeletelést, illetve fejlett felosztási irányt

választó [14] szabályokat használunk. A szeletelés azt jelenti, hogy az intervallu-
mot felosztjuk három másik intervallumra a két legmegfelel®bb irányt használva.
A felosztási irány megválasztása a C típusú szabály ([7, 14]) alapján történik. Az al-
goritmus egydimenziós feladatok megoldására is alkalmazható. Ebben az esetben
a szeletelés helyett egy sima kettéosztást használunk.

A felosztás során keletkezett intervallumokat rendezett listában tároljuk vala-
milyen rendezési szabály alapján. Az algoritmusban a pf∗ heurisztikus paramétert
[7] használjuk a lista rendezésére. Pontosabban, mindig a lista legnagyobb pf∗

értékkel rendelkez® intervallumát osztjuk fel. Egy el®z® cikkben [18] a befoglalások
legkisebb alsó korlátja szerinti rendezést is vizsgáltunk.

Az algoritmus nem keresi meg az összes globális minimum pontot, hanem az
els®nél leáll, ha az azt tartalmazó intervallum befoglalásának szélessége kisebb,
mint 10−8.

Az implementálás során követtük a Markót Mihály Csaba által készített
C-XSC alapú program [16] szerkezetét. Természetesen ahol lehetett, használtuk a
MATLAB vektor struktúráit. Ez utóbbi programozás technika a processzor cs®ve-
zetékének (pipeline) jobb kihasználása révén az eljárás gyorsítását eredményezi.

Az algoritmus tartalmaz egy f® iterációs struktúrát a 4. sortól a 36. sorig.
Az iterációk során két listát kezelünk: egy munka-, valamint egy temporális lis-
tát. Minden iteráció elején meghatározzuk az optimális vágási irányokat (5. sor),
majd ezek alapján felosztjuk az aktuális intervallumot három másik intervallumra
(6. sor). A 8. és 15. sorok között rendre a kapott intervallumokra végrehajtunk
egy monotonitási- (8. sor), egy kivágási tesztet (10. sor), valamint alkalmazzuk a
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Algorithm 2.1 A tanulmányozott intervallum korlátos globális optimalizálási
algoritmus

1. function GlobalOptimize (f , X, ϵ)
2. Lwork := ∅;Ltemp := ∅
3. Y := X; f̃ := F (mid(X))

4. repeat

5. OptimalComponents(Y, k1, k2)
6. Trisection(Y, k1, k2, U1, U2, U3)
7. for i := 1 to 3 do

8. if MonotonicityTest(∇F (U i)) then next i

9. fU := F (U i)

10. if f̃ < fU then next i

11. fU := fU ∩ CenteredForm(U i,∇F (U i))

12. if F (mid(U i)) < f̃ then

13. f̃ := F (mid(U i))

14. Lwork := CutOffTest(Lwork, f̃)

15. if f̃ ≥ fU then Ltemp := Ltemp ∪ (U i, fU )

16. if length(Ltemp) = 1 then

17. U := Head(Ltemp)

18. if not ConcavityTest(∇2F (U)) then

19. NewtonStep(f, U,∇2F (U), V, p)
20. for i := 1 to p do

21. if MonotonicityTest(∇F (V i)) then next i

22. fV := F (V i) ∩ CenteredForm(V i,∇F (V i))

23. if F (mid(V i)) < f̃ then

24. f̃ := F (mid(V i))

25. Lwork := CutOffTest(Lwork, f̃)

26. if f̃ ≥ fV then Lwork := Lwork ∪ (V i, fV )

27. else

28. while Ltemp ̸= ∅ do
29. U := Head(Ltemp)
30. Lwork := Lwork ∪ (U, fU )

31. if Lwork ̸= ∅ then
32. Y := Head(Lwork)

33. if w(fY ) < ϵ then

34. f∗ := [fY , f̃ ]

35. return Y, f∗

36. until Lwork = ∅
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középponti formulát (11. sor). A 14. sorban a munka listát aktualizáljuk az új
fels® korlát alapján. Ha az aktuális intervallumot nem sikerült eldobni az el®bbi
lépések során, akkor tároljuk a temporális listában (15. sor). A három interval-
lum feldolgozása után, ha a temporális lista csak egy elemet tartalmaz (16. sor),
akkor erre végrehajtunk egy konkávitási tesztet (18. sor) valamint egy Newton-
lépést (19. sor). A Newton-lépés eredményeként kapott intervallumokra a koráb-
ban leírt lépéseket hajtjuk végre. Ha a lista több mint egy elemet tartalmaz,
akkor ezeket tároljuk a munka listában (30. sor). Az iteráció végén (31. és 35.
sorok között), ha a munka lista nem üres, akkor kivesszük annak els® elemét, és
megvizsgáljuk, hogy az intervallum befoglalásának szélessége kisebb-e, mint egy
el®re megadott érték (33. sor). Ha ez a feltétel teljesül, akkor az intervallumot és
az optimum értéket tartalmazó intervallummal együtt visszaadjuk eredményként
(35. sor), különben folytatjuk a következ® iterációval.

Az új algoritmus használatához szükség van az INTLAB csomag [19] telepí-
tésére. Az INTLAB csomagot a Hamburgi Egyetemen fejlesztette ki Siegfried M.
Rump és ingyenesen használható nem kereskedelmi céllal, illetve a kutatásban is.
A program számos MATLAB verzió alatt volt tesztelve egészen az R2009b válto-
zatig. A csomag a

http://www.ti3.tu-harburg.de/rump/intlab/

helyr®l tölthet® le, ahol található egy telepítési útmutató is. Letöltés után a progra-
mot ki kell csomagolni, majd MATLAB környezetben futtatni kell a startintlab.m
szkriptet, amely tulajdonképpen telepíti a csomagot. Az INTLAB 5.5 és korábbi
verziói esetén el®fordulhat, hogy nem sikerül a telepítés. Ennek az lehet az oka,
hogy a MATLAB az Intel Math Kernel Library (IMKL) csomagot használja a
numerikus m¶veletekre. A megoldás az, hogy az Atlas könyvtárat használjuk az
IMKL helyett. A Windows rendszer alatt a BLAS_VERSION környezeti válto-
zót kell beállítani az atlas***.dll értékre, ahol a '***' a processzor típusát jelenti
(Pentium 4 esetén 'atlas_P4.dll'). A szükséges fájl a ...\MATLAB\bin\win32\
mappában található. Az új 6.0 verzió esetén a környezeti változó beállítása nélkül
is problémamentesen települ az INTLAB.

Linux alatt a következ® utasítással állíthatjuk be a megfelel® könyvtárat:

export BLAS_VERSION="atlas_P4.so"

Lényeges, hogy telepítés után valahányszor szükség van az INTLAB csomagra,
mindig el kell indítani azt a startintlab paranccsal.

Az INTLAB elindítása után új intervallumot az alábbi utasítás segítségével
hozhatunk létre:

infsup(a,b).

Az intervallumok alapértelmezett megjelenítési formája a bizonytalanságot meg-
jelenít® mód. Például
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a = infsup(3.14, 3.15)

eredménye

intval a = 3.15_.

A hagyományos intervallum megjelenítési formát az

intvalinit('displayinfsup')

paranccsal állíthatjuk be, amelynek eredményeképpen az intervallum kiírási alakja:

intval a = [3.14, 3.15].

Intervallumokkal persze különböz® m¶veleteket is végezhetünk. Például az
x=infsup(0,1); és y=infsup(2,3); intervallumok osztásának eredménye (x/y):

intval ans = [0.0000, 0.5000].

Míg sin(x) az

intval ans = [0.0000, 0.8415]

intervallumot eredményezi.
Számos más példát és bemutató programot találhatunk az INTLAB [19] leírá-

sában. Az új MATLAB/INTLAB alapú intervallumos globális optimalizálási prog-
ram letölthet® a

www.inf.u-szeged.hu/∼csendes/Reg/regform.php

címr®l. A letöltött csomag tartalmazza a szükséges állományokat és a tesztkörnye-
zetet is.

3. Az intervallumos globális optimalizáló program használata

Az intervallumos globális optimalizáló programot viszonylag egyszer¶ hasz-
nálni, ugyanis a felhasználónak csak az optimalizálandó feladatot kell elhelyeznie
a TestFunctions mappába, majd futtatni a MainTester programot. A mappába
egyszerre több feladatot is be lehet tenni, és megoldani.

Az optimalizálandó problémát két állomány segítségével kell megadni. Az egyik
(ennek neve *.bnd lesz) tartalmazza a feladat olyan adatait, mint például a feladat
neve, dimenziója, intervallum korlátok a változókra, és a megkövetelt pontosság.
A másik fájl pedig a célfüggvényt adja meg (a neve *.m). Például a Shekel-5 stan-
dard globális optimalizálási tesztfeladat esetén a két állomány sh5.bnd és sh5.m.
Az sh5.bnd fájl tartalma:
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S5

4

0 10

0 10

0 10

0 10

1e-8

A célfüggvényt tartalmazó sh5.m állomány tartalma pedig:

function y = sh5(x)

m = 5;

a = ones(10,4);

a(1,:) = 4.0*a(1,:);

a(2,:) = 1.0*a(2,:);

a(3,:) = 8.0*a(3,:);

a(4,:) = 6.0*a(4,:);

for j = 1:2;

a(5,2*j-1) = 3.0; a(5,2*j) = 7.0;

a(6,2*j-1) = 2.0; a(6,2*j) = 9.0;

a(7,j) = 5.0; a(7,j+2) = 3.0;

a(8,2*j-1) = 8.0; a(8,2*j) = 1.0;

a(9,2*j-1) = 6.0; a(9,2*j) = 2.0;

a(10,2*j-1)= 7.0; a(10,2*j)= 3.6;

end

c(1) = 0.1; c(2) = 0.2; c(3) = 0.2; c(4) = 0.4; c(5) = 0.4;

c(6) = 0.6; c(7) = 0.3; c(8) = 0.7; c(9) = 0.5; c(10)= 0.5;

s = 0.0;

for j = 1:m;

p = 0.0;

for i = 1:4

p = p+(x(i)-a(j,i))^2;

end

s = s+1.0/(p+c(j));

end y = -s;

A MainTester futtatása után az eredményt az alábbi formában kapjuk meg:

Function name: S5

The set of global minimizers is located in the union of the

following boxes:

c1: [4.00003713662883, 4.00003718945147]
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[4.00013323800906, 4.00013329348396]

[4.00003713910016, 4.00003717168197]

[4.00013326916774, 4.00013328566954]

The global minimum is enclosed in:

[-10.153199679058694, -10.153199679058199]

Statistics:

Iter Feval Geval Heval MLL CPUt(sec)

16 126 86 7 10 6.69

El®fordulhat természetesen, hogy eredményként több intervallumot is kapunk.
A globális minimum pontok ezen intervallumok egyesítésében találhatók. Az ered-
mény kiírt alakja tartalmazza a feladat megoldása során mért szokásos hatékony-
sági mutatókat: az iteráció számot, a függvényhívások számát, a gradienshívások
számát, a Hesse-mátrix kiértékelések számát, a maximális lista hosszat és a CPU
id®t.

Az optimalizáló eljárás közvetlenül, parancssorból is használható a következ®
módon:

>> addpath('./','./Utils','TestFunctions')

>> amin = [0; 0; 0; 0]

>> amax = [10; 10; 10; 10]

>> b = infsup(amin,amax)

>> [intv, min, stats] = GOP(@sh5, b, 1e-8)

Lehet®ség van arra is, hogy úgy használjuk az opimalizáló eljárást, hogy a szük-
séges két állományt nem adjuk meg, hanem a célfüggvényt inline módon de�niáljuk.
Erre tekintsük az alábbi példát:

>> f = inline('x(1)^2+x(2)^2+1')

>> amin = [-2; -2]

>> amax = [1; 1]

>> int = infsup(amin,amax)

>> [intv, min, stat] = GOP(f, int, 1e-8)

4. A C-XSC alapú algoritmus és az INTLAB alapú módszer

összehasonlítása

Az INTLAB alapú algoritmust numerikusan teszteltük. A célunk az volt, hogy
megvizsgáljuk ennek hatékonyságát a szokásos hatékonysági mutatókkal, valamint

Alkalmazott Matematikai Lapok (2011)



24 PÁL LÁSZLÓ ÉS CSENDES TIBOR

összehasonlítani a kapott eredményeket a C-XSC alapú algoritmus megfelel® mu-
tatóival.

A teszteket MATLAB R2008a környezetben, INTLAB 5.5-ös verzió alatt végez-
tük, Pentium 4-es (2 Gbyte RAM memóriával ellátott, Core 2 Duo, 2 GHz-es pro-
cesszorú) számítógépen. A tesztfeladatok halmaza tartalmazta az összes standard
globális optimalizálási függvényt is. Hasonló feladathalmazon végeztünk tesztelést
a [7, 8] cikkekben.

A numerikus eredményeket az 1. és 2. táblázatokban összegeztük. A táblá-
zatok els® két oszlopa a probléma nevét és dimenzióját tartalmazza. A függvény
nevek helyett azok rövidítéseit használtuk, például Shekel-5 helyett S5, Schwe-
fel 3.2 helyett Sch3.2, Ratz-4 helyett R4 szerepel stb. A többi oszlop a szoká-
sos hatékonysági mutatókat tartalmazza, mint amilyen az iteráció szám (ITSz), a
függvényhívások száma (FHSz), a gradienshívások száma (GHSz), a Hesse-mátrix
kiértékelések száma (HHSz), a maximális munka lista hossza (MLH) és a szükséges
CPU id® másodpercben (CPU).

A két implementáció esetén a hatékonysági mutatók (egy, a CPU id® kivéte-
lével) megegyeznek, vagy hasonlók. Ez nagyjából annak tudható be, hogy a két
algoritmus struktúrája közel megegyezik. A CPU id® esetén nagy eltérés �gyel-
het® meg. Az INTLAB alapú implementáció átlagosan 442-szer több id®t igényel
ugyanannak a feladatnak a megoldásához. Az arányok az egyes feladatok esetén
16 és 1251 között változnak, és a médián értéke erre az arányra 345. A nagyobb
számok azon feladatok esetén �gyelhet®k meg, ahol sok számításra volt szükség. A
nagy futásid®beli különbségek a MATLAB interpreter módban való m¶ködésének
tudhatók be.

Az összehasonlítás eredményeképpen elmondható, hogy MATLAB környezetben
az INTLAB alapú algoritmus egyszer¶en használható, viszont hátránya a sebesség
visszaesése. Ennek ellenére az új globális optimalizálási módszer hasznos modellez®
eszköz lehet optimalizálási feladatok kezdeti tanulmányozására. Különösen igaz ez
olyan feladatok esetén, amelyekre a CPU id® a növekedés ellenére is elfogadható
mérték¶ (legföljebb pár perc). A számítási környezet interaktivitása el®nyös olyan
esetekben, amikor kezdeti lehet®ségek közötti választás céljából nagy számú kísér-
letet végzünk eltér® beállításokkal, illetve modellekkel.

5. A Newton-lépés bekapcsolásának vizsgálata

A Newton-lépést az algoritmus gyorsítására használjuk. Tulajdonképpen egy
intervallumos Newton�Seidel-lépést alkalmazunk a célfüggvény gradiensére, ezál-
tal megpróbálunk közeli korlátokat adni a minimum helyekre. A teljes Newton-
algoritmust nem futtatjuk le, mert az túl költséges lenne, ezért alkalmazunk csak
iterációnként egy-egy lépést.
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1. táblázat. A C-XSC- és az INTLAB alapú algoritmusok eredményeinek összeha-
sonlítása. A táblázatban Dim a feladat dimenzióját jelenti, ITSz az iteráció számot,
FHSz a függvényhívások számát, és GHSz a gradiens hívások számát.

A C-XSC kód Az INTLAB kód
Feladat Dim ITSz FHSz GHSz ITSz FHSz GHSz

S5 4 16 126 86 16 126 86
S7 4 18 129 84 17 121 78
S10 4 17 122 78 17 123 78
H3 3 38 256 187 23 147 99
H6 6 191 1 505 1 167 191 1 505 1 167
GP 2 76 458 229 76 458 229
SHCB 2 17 103 60 17 103 60
THCB 2 44 274 189 44 274 189
BR 2 44 250 177 44 250 177
RB 2 38 238 151 38 238 151
RB5 5 389 3 584 2 713 396 3 660 2 758
L3 2 47 293 170 47 293 170
L5 2 86 593 406 86 593 406
L8 3 11 80 55 11 80 55
L9 4 13 107 73 13 107 73
L10 5 15 125 86 15 125 86
L11 8 23 189 128 23 189 128
L12 10 30 254 175 30 254 175
L13 2 10 74 47 10 74 47
L14 3 15 120 77 15 120 77
L15 4 17 136 87 18 146 94
L16 5 19 142 88 19 142 88
L18 7 27 206 130 27 206 130
Schw2.1 2 113 803 580 113 804 580
Schw3.1 3 14 96 64 14 96 64
Schw2.5 2 50 293 205 50 293 205
Schw2.14 4 353 3 146 2 263 356 3 242 2 337
Schw2.18 2 3 21 13 3 21 13
Schw3.2 3 20 144 98 20 144 98
Schw3.7_5 5 45 309 208 45 309 208
Schw3.7_10 10 696 4 371 2 665 696 4 371 2 665
Griew5 5 25 190 117 25 190 117
Griew7 7 40 297 173 40 297 173
R4 2 35 210 125 35 210 125
R5 3 107 996 748 107 996 748
R6 5 140 1 516 1 221 140 1 516 1 221
R7 7 204 2 728 2 293 204 2 728 2 293
R8 9 310 4 723 4 063 320 4 881 4 201
EX2 5 5 975 37 816 27 834 9 279 59 605 44 126
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2. táblázat. A C-XSC -és az INTLAB alapú algoritmusok eredményeinek összeha-
sonlítása. A táblázatban Dim a feladat dimenzióját jelenti, HHSz a Hesse-mátrix
kiértékelések számát, MLH a maximális lista hosszát, valamint CPU a futási id®t
másodpercben.

A C-XSC kód Az INTLAB kód
Feladat Dim HHSz MLH CPU HHSz MLH CPU

S5 4 7 10 0.02 7 10 5.66
S7 4 7 14 0.02 6 14 7.27
S10 4 6 16 0.03 6 17 10.36
H3 3 22 21 0.00 11 16 5.09
H6 6 86 64 0.43 86 64 97.45
GP 2 0 153 0.00 0 153 9.25
SHCB 2 3 22 0.00 3 22 1.70
THCB 2 21 24 0.00 21 24 3.75
BR 2 18 10 0.00 18 10 3.44
RB 2 11 11 0.00 11 11 1.59
RB5 5 309 74 0.15 317 79 93.13
L3 2 8 57 0.01 8 57 10.06
L5 2 31 32 0.05 31 32 26.25
L8 3 5 9 0.01 5 9 2.34
L9 4 7 13 0.01 7 13 4.08
L10 5 8 15 0.03 8 15 5.95
L11 8 9 28 0.07 9 28 14.11
L12 10 11 36 0.09 11 36 23.89
L13 2 4 9 0.01 4 9 1.45
L14 3 7 12 0.00 7 12 3.16
L15 4 7 19 0.00 8 19 4.84
L16 5 6 20 0.03 6 20 5.56
L18 7 8 26 0.01 8 26 10.80
Schw2.1 2 53 25 0.01 53 25 12.50
Schw3.1 3 5 6 0.00 5 6 1.58
Schw2.5 2 27 4 0.00 27 4 2.13
Schw2.14 4 209 119 0.10 216 123 47.98
Schw2.18 2 1 4 0.01 1 4 0.16
Schw3.2 3 11 7 0.00 11 7 1.66
Schw3.7_5 5 24 32 0.03 24 32 7.13
Schw3.7_10 10 192 818 0.48 192 818 183.59
Griew5 5 7 28 0.02 7 28 5.94
Griew7 7 8 58 0.06 8 58 12.48
R4 2 6 36 0.00 6 36 2.23
R5 3 71 57 0.05 71 57 27.20
R6 5 100 30 0.25 100 30 71.72
R7 7 168 41 0.35 168 41 184.78
R8 9 261 59 1.17 270 59 429.48
EX2 5 3 149 534 3.51 5 020 576 4 390.09
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A Newton-lépés alkalmazása minden egyes részintervallumra szintén költséges
lenne, ezért célszer¶ valamilyen feltételt használni ennek bekapcsolására. Egy ko-
rábbi cikk [16] alapján algoritmusunkban a Newton-lépést csak abban az esetben
használtuk, ha a felosztás során keletkezett három részintervallumból a többi gyor-
sító lépés végrehajtása után már csak egy részintervallum maradt.

A továbbiakban egy új bekapcsolási feltételt vizsgálunk. Ennek az a lényege,
hogy minden olyan részintervallumra alkalmazzuk a Newton-lépést, amelynek szé-
lessége kisebb, mint egy el®re megadott érték, ugyanis a Newton-lépés igazából
akkor hatékony, ha az adott argumentum intervallum már elég kicsi. Az új felté-
telben 0.1 értéket használtunk az intervallum szélessége küszöbértékének.

5.1. Elméleti vizsgálat

Vannak esetek, amikor az el®bbi feltételt alkalmazva a Newton-lépés nem ered-
ményes abban az értelemben, hogy vagy nem is csökken az intervallum mérete, vagy
sok darabra osztja fel az aktuális intervallumot. A gyakorlatban többnyire az utóbbi
eset szokott el®fordulni, amely azért nem el®nyös, mert hasonló eredményt érhetünk
el egyszer¶ kettéosztással is, de jóval kisebb költséggel. A Newton-lépés hatékony-
sága több-dimenziós esetben méginkább romolhat, ugyanis a dimenzió növekedéssel
az új részintervallumok száma is növekszik.

A továbbiakban feltételezzük, hogy a másodrend¶ derivált befoglalása, amelyre
a Newton-lépés nem eredményes, az alábbi alakú:

F ′′
uj(X) =

[
F ′′(X)−D · w(F ′′(X)), F

′′
(X) +D · w(F ′′(X))

]
, (1)

ahol F ′′(X) a másodrend¶ derivált egy befoglalása az X intervallumon, és D egy
pozitív valós szám. F ′′(X) lehet a másodrend¶ derivált értékkészlete is X-en.
Hasonló alakú befoglalófüggvényt feltételeztek az [5, 6] cikkekben is, a gyakorlatban
használt befoglaló függvények körében a szimmetrikus túlbecslés gyakori.

A következ® két tétel arra akar rávilágítani, hogy milyen esetekben nem lesz a
Newton-lépés hatékony.

5.1. Tétel. Adott f egyváltozós függvény és X, w(X) < ϵ intervallum esetén

létezik olyan befoglaló függvény, amelyre a Newton-lépés nem eredményes abban

az értelemben, hogy vagy nem is csökken az intervallum mérete, vagy sok darabra

osztja fel az X intervallumot.

Bizonyítás.

Az egydimenziós f(x) függvény esetén a Newton-iteráció az alábbi összefüggé-
sekkel írható le:

N
(
X(k), x̃(k)

)
= x̃(k) −

f ′ (x̃(k)
)

F ′′
(
X(k)

) , (2)

X(k+1) = X(k) ∩N
(
X(k), x̃(k)

)
, k = 1, 2, . . . (3)
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ahol x̃(k) = mid(X(k)), f ′ az els®rend¶ derivált, F ′′ a másodrend¶ derivált befog-
lalása.

Legyen egy, a w(X) < ϵ feltételnek megfelel® X = [a, b] intervallum és
F ′′(X) = [c, d]. A Newton-lépés akkor nem eredményes, ha a (2) egyenletben a
másodrend¶ derivált tartalmazza a nullát, és a metszetképzés (3) után eredmény-
ként két intervallumot kapunk. A Newton-lépés ezen eredménye azért nem hasznos,
mert ezt elérhetjük egy egyszer¶ kettéosztással is, amely olcsóbb m¶velet, mint a
Newton-lépés. A kérdés az, hogy milyen túlbecslésre van szükség ahhoz, hogy a
másodrend¶ derivált befoglalása tartalmazza a nullát és a metszetképzés után két
intervallumot kapjunk eredményül.

A továbbiakban feltételezzük, hogy 0 /∈ F ′′(X) és F ′′
uj(X) = [c′, d′]. A feladat

c′ és d′ értékeit úgy meghatározni, hogy 0 ∈ F ′′
uj(X) teljesüljön.

A korábbi jelölésekkel a Newton-operátor a következ® alakú lesz:

N(X, x̃) = x̃− f ′(x̃)

F ′′
uj(X)

= x̃− f ′(x̃)

[c′, d′]
. (4)

1. Eset: amikor f ′(x̃) > 0. Ekkor N(X, x̃) =
(
−∞, x̃− f ′(x̃)

d′

]
∪
[
x̃− f ′(x̃)

c′ ,∞
)
.

Az X ∩N(X, x̃) m¶velet eredményeként akkor kapunk két intervallumot, ha
teljesül

a < x̃− f ′(x̃)

d′
, (5)

b > x̃− f ′(x̃)

c′
. (6)

Az (5) és (6) egyenl®tlenségekb®l rendre azt kapjuk, hogy:

d′ > 2 · f
′(x̃)

w(X)
, (7)

c′ < −2 · f
′(x̃)

w(X)
. (8)

A (7) és (8), valamint az (1) összefüggésekb®l következik:

c−D · w(F ′′(X)) < −2 · f
′(x̃)

w(X)
, (9)

d+D · w(F ′′(X)) > 2 · f
′(x̃)

w(X)
. (10)

Innen D-re a következ® egyenl®tlenségek adódnak:

D > D1 =
2 · f ′(x̃) + c · w(X)

w(X) · w(F ′′(X))
, (11)
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D > D2 =
2 · f ′(x̃)− d · w(X)

w(X) · w(F ′′(X))
. (12)

Tehát, ha D > max(D1, D2), akkor a Newton-lépés eredményeként két inter-
vallumot kapunk.

2. Eset: amikor f ′(x̃) < 0. Ekkor N(X, x̃) =
(
−∞, x̃− f ′(x̃)

c′

]
∪
[
x̃− f ′(x̃)

d′ ,∞
)
.

Az els® esethez hasonló gondolatmenettel azt kapjuk D-re, hogy:

D > D1 =
−2 · f ′(x̃) + c · w(X)

w(X) · w(F ′′(X))
, (13)

D > D2 =
−2 · f ′(x̃)− d · w(X)

w(X) · w(F ′′(X))
. (14)

Tehát ebben az esetben, ha D > max(D1, D2), akkor a Newton-lépés nem
lesz eredményes.

⊓⊔

Az el®bbi bizonyításban a D1 és D2 értékek segítségével olyan befoglalását
kapjuk a másodrend¶ deriváltnak, amelyre a Newton-módszer két intervallumot ad
eredményül. Mivel szimmetrikus túlbecslést feltételeztünk a másodrend¶ derivált
befoglalására, ezért D értékéül a D1 és D2 közül nyilván a nagyobbikat választjuk.

Az 1. esetnek megfelel®en, ha most azt vizsgáljuk, hogy a Newton-lépés mikor
hatékony, akkor a következ® összefüggést kapjuk:

D ≤ D1 =
2 · f ′(x̃) + c · w(X)

w(X) · w(F ′′(X))
. (15)

Ezen összefüggés alapján ismert D túlbecslési paraméter mellett megadható
olyan ϵ küszöbérték a Newton-lépés bekapcsolására, amely biztosítani tudja, hogy a
Newton-lépés hatékony legyen abban az értelemben, hogy eredményül egy
sz¶kebb intervallumot kapjunk, mint az argumentum intervallum. Az (15) össze-
függés alapján

w(X) ≤ 2 · f ′(x̃)

D · w(F ′′(X))− c
.

Tehát, ha

ϵ =
2 · f ′(x̃)

D · w(F ′′(X))− c
,

akkor a Newton-lépés eredményeként sz¶kebb intervallumot kapunk, mint az argu-
mentum intervallum.

Hasonló állítás vezethet® le arra az esetre is, ha f ′(x̃) < 0 (ez a 2. eset az
1. tétel bizonyításában).
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Egy F (X) befoglaló függvényt akkor mondunk izotonnak, ha X ⊆ Y -ból
F (X) ⊆ F (Y ) következik. Ez a tulajdonsága csaknem minden, a számítógépes
eljárásokban használatos befoglalófüggvénynek megvan. Az (1)-ben de�niált F ′′

uj

függvény nyilvánvalóan minden rögzített D értékre izoton függvény. A következ®
állítás mégis azt mondja ki, hogy amennyiben a D konstans értékét úgy kell megvá-
lasztani, hogy a Newton-lépés ne legyen eredményes, akkor az így adódó befoglaló
függvény nem lesz izoton.

5.1. Állítás. Az 1. tétel bizonyításában megkonstruált F ′′
uj befoglalófüggvény

nem izoton.

Bizonyítás. Ennek belátására elegend® ellenpéldát mutatni.
Az f(x) = 1

20 (x + 4)(x + 2)(x + 1)(x − 1)(x − 3) + 2 függvény esetén az (1)
összefüggéssel és az 1. tétel bizonyításában kidolgozott konstrukcióval megadott
befoglaló függvény nem izoton az alábbi intervallumokra.

Ha X1 = [−1.60,−1.5], akkor D > 3.7569.
Ha D = 3.76, akkor F ′′

uj(X1) = [−1.41, 7.46].
Ha X2 = [−1.65,−1.45], akkor D > 1.3002.

Ha D = 1.31, akkor F ′′
uj(X2) = [−0.70, 6.81].

Ha X3 = [−1.7,−1.4], akkor D > 0.6353.
Ha D = 0.64, akkor F ′′

uj(X3) = [−0.46, 6.67].
A példa esetén tehát X1 ⊂ X2 ⊂ X3 és F ′′

uj(X3) ⊂ F ′′
uj(X2) ⊂ F ′′

uj(X1), azaz
az el®írt tulajdonsággal rendelkez® F ′′

uj nem izoton. ⊓⊔

Az 5.1. állítás lényegi jelentése tehát az, hogy elegend®en kicsi ϵ döntési para-
méter választása esetén a Newton-lépés eredményességének esélye növelhet®.

5.2. Tétel. Adott f többváltozós függvény és X, w(X) < ϵ intervallum esetén

létezik olyan befoglaló függvény, amelyre a Newton-lépés nem lesz hatékony, abban

az értelemben, hogy vagy nem is csökken az intervallum mérete, vagy sok darabra

osztja fel az X intervallumot.

Bizonyítás.

Többváltozós esetben a Newton-módszer iterációs sémája a következ® formá-
ban írható:

G
(
x̃(k)

)
+H

(
X(k)

)(
N

(
X(k), x̃(k)

)
− x̃(k)

)
= 0 (16)

X(k+1) = X(k) ∩N
(
X(k), x̃(k)

)
, k = 1, 2, . . . , (17)

ahol x̃(k) = mid
(
X(k)

)
, G a gradiens, és H a Hesse mátrix befoglalása.

Az N érték meghatározására a Hansen�Sengupta-operátort használjuk. Ez az
operátor a Gauss�Seidel-eljárást alkalmazza. A (16) egyenletet H(X) középponti
inverzével, C-vel prekondicionálva kapjuk, hogy

C ·H(X)(N(X, x̃)− x̃) = −C ·G(x̃).
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Bevezetve az
M = C ·H(X), b = C ·G(x̃)

mennyiségeket, a komponensenkénti intervallumos Gauss�Seidel-eljárás

N
(
X(k), x̃(k)

)
= x̃

(k)
i −

bi +
∑i−1

j=1 Mij

(
X

(k+1)
j − x̃

(k+1)
j

)
Mii

+

+

∑n
j=i+1 Mij

(
X

(k)
j − x̃

(k)
j

)
Mii

,

(18)

X
(k+1)
i = X

(k)
i ∩N

(
X(k), x̃(k)

)
(19)

alakú lesz, ahol x̃(k) = mid
(
X(k)

)
és k = 1, 2, . . . . Az iterációban, ha azN

(
X(k), x̃(k)

)
i-dik komponensét kiszámoltuk, akkor elvégezzük a metszetképzést.

A (18) összefüggésb®l látszik, hogy minden iterációs lépésben az M mátrix egy
f®átlóbeli elemével osztunk. Az egyváltozós esett®l eltér®en, itt nem a másodrend¶
derivált befoglalását használjuk, hanem a Hesse-mátrix egy prekondicionált válto-
zatát. A prekondicionálás célja, hogy az M ·H(X) szorzás eredményeképpen olyan
mátrixot kapjunk, amelynek együtthatói jobban kezelhet®k a rendszer megoldása
során, mint az eredeti mátrix esetén. A (18) egyenlet hasonló a (2) egyenlethez,
így a bizonyítás is hasonlóan történik, mint az egyváltozós esetben. A különbség
itt az, hogy úgy kell meghatározni a befoglalást, hogy a Hesse-mátrix középponti
inverzével való szorzás után tartalmazza a nullát, és a metszetképzés során két
intervallumot kapjunk.

Az adott iteráció i. bels® lépésében, ha 0 ∈ Mii, i = 1, . . . , n és a Newton-lépés
eredményeként az i. komponens két intervallum egyesítéseként írható fel, akkor
a Newton-lépés két külön részfeladatra osztható. Ezekben a részfeladatokban a
kapott i. komponenst helyettesítjük az egyesítésben szerepl® egyik intervallummal.
Tehát, ha egy komponens esetén igaz a fenti állítás, akkor a Newton-lépés már nem
lesz eredményes. ⊓⊔

5.2. Numerikus vizsgálat

Az INTLAB alapú algoritmust teszteltük az új feltétellel és a kapott eredménye-
ket összehasonlítottuk az eredeti feltétellel elért eredményekkel. A tesztkörnyezet
beállításai megegyeznek a korábban leírt beállításokkal. A 3. és 4. táblázatok tar-
talmazzák a függvényekre az eredményeket, valamint az egyes mutatók összesített
és átlag értékeit a teljes célfüggvény halmazra vonatkozóan. A két feltételt a kapott
hatékonysági mutatókkal nehéz összehasonlítani, ugyanis ezek értékei lényegesen, és
persze érthet® módon különböznek az új feltételnek köszönhet®en. Ezért célszer¶bb
a két feltételnek megfelel® CPU id®ket összehasonlítani a teljes függvényhalmazra.

A teljes futásid®t tekintve megállapítható, hogy az új feltétel esetén ez 14 perc-
cel (15%-al) kevesebb, mint a régi esetén. Figyelembe véve azt, hogy az EX2 és a
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Schw3.7.10 függvények együttesen a teljes futásid® 80 százalékát igénylik, érdemes
megvizsgálni az eredményeket e két feladat elhagyásával. Ebben az esetben azt
találjuk, hogy az új feltétel esetén a teljes futásid® 6 perccel (30%-al) lett keve-
sebb, mint a régi feltétellel. Az eredmények alapján elmondható, hogy az új feltétel
segítségével sikerült a szükséges számítási id®t lényegesen csökkenteni. Ez a javulás
mégis nem minden függvényen �gyelhet® meg, s®t egyes estekben (pl. Schw3.7.10)
rosszabb értéket kaptunk. Ez azt jelenti, hogy nehéz az új feltétel számára olyan
értéket beállítani, amely minden vizsgált feladatra javulást eredményez. A jöv®ben
ennek az értéknek az adaptív beállítását fogjuk megvizsgálni.

A teljes elméleti gondolatmenet hasonló formában megismételhet® olyan be-
foglaló függvényekre is, amelyek túlbecslése nem szimmetrikus.

5.3. Numerikus vizsgálat

Az INTLAB alapú algoritmust teszteltük az új feltétellel és a kapott eredmé-
nyeket összehasonlítottuk az eredeti feltétellel elért eredményekkel. A tesztkörnye-
zet beállításai megegyeznek a korábban leírt beállításokkal. A 3. és 4. táblázatok
tartalmazzák a függvényekre az eredményeket, valamint az egyes mutatók össze-
sített és átlag értékeit a teljes célfüggvény halmazra vonatkozóan. A két feltételt
a kapott hatékonysági mutatókkal nehéz összehasonlítani, ugyanis ezek értékei lé-
nyegesen, és persze érthet® módon különböznek az új feltételnek köszönhet®en.
Ezért célszer¶bb a két feltételnek megfelel® CPU id®ket összehasonlítani a teljes
függvényhalmazra.

A teljes futásid®t tekintve megállapítható, hogy az új feltétel esetén ez 14
perccel (15%-al) kevesebb, mint a régi esetén. Figyelembe véve azt, hogy az EX2 és
a Schw3.7.10 függvények együttesen a teljes futásid® 80 százalékát igénylik, érdemes
megvizsgálni az eredményeket e két feladat elhagyásával. Ebben az esetben azt
találjuk, hogy az új feltétel esetén a teljes futásid® 6 perccel (30%-al) lett kevesebb,
mint a régi feltétellel. Az eredmények alapján elmondható, hogy az új feltétel
segítségével sikerült a szükséges számítási id®t lényegesen csökkenteni. Ez a javulás
mégis nem minden függvényen �gyelhet® meg, s®t egyes estekben (pl. Schw3.7.10)
rosszabb értéket kaptunk. Ez azt jelenti, hogy nehéz az új feltétel számára olyan
értéket beállítani, amely minden vizsgált feladatra javulást eredményez. A jöv®ben
ennek az értéknek az adaptív beállítását fogjuk megvizsgálni.

6. Alkalmazás

6.1. Lokalizálás szenzorhálózatokban

Szenzorhálózati alkalmazásokban nagyon gyakran szükség van az egyes csomó-
pontok földrajzi pozícióinak az ismeretére. Ezért az egyik legfontosabb elvárás az
ilyen hálózatokban a csomópontok helymeghatározó képessége. Az elmúlt id®szak-
ban számos módszert [1, 4, 13, 17] dolgoztak ki szenzorok lokalizálására.
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3. táblázat. A Newton-lépés bekapcsolásának vizsgálata az INTLAB alapú algo-
ritmus esetén. A táblázatban Dim a feladat dimenzióját jelenti, ITSz az iteráció
számot, FHSz a függvényhívások számát, GHSz pedig a gradiens hívások számát.

Eredeti feltétel Új feltétel
Feladat Dim ITSz FHSz GHSz ITSz FHSz GHSz

S5 4 16 126 86 22 117 76
S7 4 17 121 78 22 120 76
S10 4 17 123 78 22 122 76
H3 3 23 147 99 14 82 51
H6 6 191 1 505 1 167 112 560 363
GP 2 76 458 229 53 717 415
SHCB 2 17 103 60 16 105 63
THCB 2 44 274 189 59 284 187
BR 2 44 250 177 71 360 256
RB 2 38 238 151 17 174 117
RB5 5 396 3 660 2 758 608 3 511 2 568
L3 2 47 293 170 32 191 103
L5 2 86 593 406 22 131 73
L8 3 11 80 55 20 98 67
L9 4 13 107 73 26 129 85
L10 5 15 125 86 33 161 106
L11 8 23 189 128 52 253 163
L12 10 30 254 175 65 315 202
L13 2 10 74 47 13 76 49
L14 3 15 120 77 22 121 76
L15 4 18 146 94 28 150 94
L16 5 19 142 88 29 162 97
L18 7 27 206 130 41 226 136
Schw2.1 2 113 804 580 168 758 557
Schw3.1 3 14 96 64 21 122 81
Schw2.5 2 50 293 205 34 161 114
Schw2.14 4 356 3 242 2 337 527 5 914 4 160
Schw2.18 2 3 21 13 19 95 63
Schw3.2 3 20 144 98 25 149 99
Schw3.7_5 5 45 309 208 108 517 364
Schw3.7_10 10 696 4 371 2 665 5 232 22 065 15 781
Griew5 5 25 190 117 53 263 163
Griew7 7 40 297 173 73 363 223
R4 2 35 210 125 21 134 80
R5 3 107 996 748 181 760 544
R6 5 140 1 516 1 221 339 1 409 1 018
R7 7 204 2 728 2 293 500 2 086 1 501
R8 9 320 4 881 4 201 651 2 713 1 954
EX2 5 9 279 59 605 44 126 5 774 42 338 32 161

Összeg 12 640 89 037 65 775 15 125 88 012 64 362
Átlag 324 2 283 1 687 388 2 257 1 650
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4. táblázat. A Newton-lépés bekapcsolásának vizsgálata az INTLAB alapú algorit-
mus esetén. A táblázatban Dim a feladat dimenzióját jelenti, HHSz a Hesse mátrix
kiértékelések számát, MLH a maximális lista hosszát, valamint CPU a futási id®t
másodpercben.

Eredeti feltétel Új feltétel
Feladat Dim HHSz MLH CPU HHSz MLH CPU

S5 4 7 10 5.66 3 10 5.02
S7 4 6 14 7.27 3 14 7.00
S10 4 6 17 10.36 3 17 9.95
H3 3 11 16 5.09 3 13 2.69
H6 6 86 64 97.45 10 55 32.77
GP 2 0 153 9.25 56 175 16.63
SHCB 2 3 22 1.70 6 19 1.80
THCB 2 21 24 3.75 3 26 3.59
BR 2 18 10 3.44 18 12 4.91
RB 2 11 11 1.59 19 9 1.25
RB5 5 317 79 93.13 162 79 83.20
L3 2 8 57 10.06 2 53 6.22
L5 2 31 32 26.25 2 32 5.25
L8 3 5 9 2.34 2 9 2.72
L9 4 7 13 4.08 2 14 4.67
L10 5 8 15 5.95 2 17 7.13
L11 8 9 28 14.11 2 30 17.42
L12 10 11 36 23.89 2 39 27.03
L13 2 4 9 1.45 3 9 1.47
L14 3 7 12 3.16 3 12 3.08
L15 4 8 19 4.84 3 18 4.73
L16 5 6 20 5.56 3 20 6.03
L18 7 8 26 10.80 4 26 11.31
Schw2.1 2 53 25 12.50 17 31 11.36
Schw3.1 3 5 6 1.58 7 6 1.95
Schw2.5 2 27 4 2.13 5 7 1.13
Schw2.14 4 216 123 47.98 455 442 88.22
Schw2.18 2 1 4 0.16 2 11 0.64
Schw3.2 3 11 7 1.66 9 8 1.66
Schw3.7_5 5 24 32 7.13 13 32 10.52
Schw3.7_10 10 192 818 183.59 28 1 024 873.70
Griew5 5 7 28 5.94 1 28 7.95
Griew7 7 8 58 12.48 1 51 15.02
R4 2 6 36 2.23 6 24 1.44
R5 3 71 57 27.20 0 23 18.97
R6 5 100 30 71.72 0 25 59.06
R7 7 168 41 184.78 0 47 122.38
R8 9 270 59 429.48 0 65 204.88
EX2 5 3 802 388 4 390.09 4 284 145 3 182.41

Összeg 6 777 2 600 5 732 5 111 2 677 4 867
Átlag 174 67 147 132 69 125
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Az általános szenzor lokalizálási feladat a következ®képpen fogalmazható meg.
Adott m darab szenzor csomópont ismert pozíciókkal: ak ∈ Rl, k = 1, . . . ,m, vala-
mint n darab csomópont, ismeretlen pozíciókkal xj ∈ Rl, j = 1, . . . , n.
Két tetsz®leges csomópont esetén bevezetjük a következ® euklideszi távolságokat:
dkj = ||ak − xj ||, egy ismert és egy ismeretlen pozíciójú csomópont esetén, vala-
mint dij = ||xi − xj ||, két ismeretlen pozíciójú csomópont esetén, ahol j = 1, . . . , n
és i ̸= j.

Távolságalapú alkalmazásoknál a csomópontok jeleket bocsátanak ki, amelyek
segítségével a szomszédos csomópontok képesek az egymás közötti távolságokat
becsülni. Egy csomópont szomszédai azon csomópontok, amelyek az adott csomó-
pont hatókörén bel®l vannak. Az összes rögzített és nem rögzített csomópontokra
értelmezzük a következ® halmazokat:

Nk = {(k, j) : dkj ≤ rk}, j = 1, . . . , n,

Ni = {(i, j) : dij ≤ ri}, j = 1, . . . , n,

ahol az rk és ri paraméterek a maximális hatókörök sugarai.
A dkj és dij valós távolságok helyett általában a csomópontok által mért d̃kj ,

d̃ij zajos távolságokat szokták használni. Az utóbbiak a valós távolságoknak egy
zajjal módosított változatai.

Tehát a lokalizálási feladat: adottak a d̃kj , d̃ij zajos távolságok, és az ismert
csomópontok koordinátái ak ∈ Rl, k = 1, . . . ,m felhasználásával határozzuk meg
a többi csomópont xj ∈ Rl, j = 1, . . . , n pozícióit. A feladat megfogalmazható
szemide�nit programozásként [4], vagy nemlineáris optimalizálási feladatként [13].
Mi az utóbbi lehet®séget választottuk, amelyben a cél egy nemlineáris hibafüggvény
minimalizálása:

min
x̂


m∑

k=1

∑
j∈Nk

(
||ak − x̂j || − d̃kj

)2

+

n∑
i=1

∑
j∈Ni

(
||x̂i − x̂j || − d̃ij

)2

 , (20)

ahol x̂i, x̂j az i és j csomópontok becsült pozíciói, d̃kj és d̃ij a mért távolságok a
(k, j) és (i, j) csomópont párok között ésNi, Nk a szomszédos csomópont halmazok.

6.2. A feladat megoldása

A korábban megfogalmazott lokalizálási problémát számos sztochasztikus mód-
szerrel sikerült közelít®leg megoldani. A leggyakrabban használt módszer a szimu-
lált h¶tés [1, 13, 17] és a genetikus algoritmus [23]. A (20) célfüggvénnyel megadott
feladat egy globális optimalizálási feladat, amelyet mi intervallum aritmetikán ala-
puló módszerrel próbáltunk megoldani. A feladatban minden ismeretlen pozíciójú
csomópont mindkét koordinátájához egy intervallum változót rendeltünk. A cso-
mópontok a sík [0, 1] × [0, 1] tartományában helyezkednek el, így az intervallum
változók is ezen a tartományon belül változnak.
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A (20) célfüggvény minimumának a megkeresése az INTLAB alapú optima-
lizálóval nagyon id®igényes m¶velet, ezért egy közelít® megoldás megtalálására az
ívmetszés [17, 21] technikáját alkalmazzuk használva az INTLAB alapú programot.
Az ívmetszés lényege, hogy ha egy ismeretlen pozíciójú csomópontnak van három
ismert helyzet¶ szomszédja, akkor az el®bbi helyzete egyértelm¶en meghatározható,
amennyiben ismertek a csomópontok közötti valós távolságok. Mivel a távolságok
zajosak, ezért általában nem létezik egyértelm¶ megoldás, így azt a pontot keressük
meg, amely minimalizálja az ismert helyzet¶ csomópontoktól vett távolságok össze-
gét. A feladat megoldása során a csomópontokat két halmazba csoportosítjuk: az
ismert és az ismeretlen helyzet¶ csomópontok halmazába. Minden ismeretlen hely-
zet¶ csomópont esetén meghatározzuk a szomszédait, majd az ívmetszés segítsé-
gével kiszámoljuk a pozícióját. A meghatározott helyzet¶ csomópontot áthelyezzük
az ismert pozíciójú csomópontok halmazába és felhasználjuk más ismeretlen hely-
zet¶ csomópont helyzetének meghatározására. A mi esetünkben, ahol lehetséges,
ott négy szomszédos csomópontot választunk a pontosabb meghatározás érdekében.

A lokalizálási feladat megoldása nagymértékben függ a különböz® csomópontok
számától, a rögzített szenzorok pozíciójától, a szomszédos csomópontok számától, a
mért távolságok hibájától és a hatókörsugarától. Az általunk vizsgált feladatokban
5 ismert, valamint 50 ismeretlen pozíciójú csomópontot választottunk véletlenszer¶
elhelyezéssel a [0, 1]× [0, 1] tartományban. Valamennyi csomópont esetén a hatókör
sugara r = 0.3. A szimuláció elvégzésére szükség van a szomszédos csomópontok
közötti mért távolságokra, amelyek hibáját normál eloszlás segítségével modellez-
zük. Hasonló eloszlást feltételeztek az [1, 17] cikkekben is. Tehát a mért távolságok
és a valós távolságok közötti összefüggések:

d̃kj = dkj(1 + randn() · nf),

d̃ij = dij(1 + randn() · nf),

ahol randn() a normál eloszlás alapján generált szám, nf pedig a hiba faktor,
amelynek értéke 10%.

Az el®bbi beállítások mellett a lokalizálási feladatot az INTLAB alapú
globális optimalizáló eljárás segítségével oldottuk meg. Az eredmény interval-
lumra 10−3 pontosságot követeltünk meg, és ezen intervallum középpontját tekin-
tettük a keresett szenzorok becsült pozíciójának. Abban az esetben, ha nincs zaj
a mért távolságokban, a becsült pozíciók megegyeznek az eredeti pozíciókkal (lásd
1(a) ábra). Zajos távolságok esetén pedig a közelít® megoldások az 1(b) ábrán
láthatók. Az algoritmus teljes futási ideje a zajos távolságok esetén 261 másod-
perc. Egy csomópont esetén az átlagos függvény-, gradiens-, illetve Hesse-mátrix
kiértékelések száma rendre 194, 139 és 10. A maximális munkalista hossza 10 volt.
Az ábrákon látható a csomópontok eredeti pozíciója (karika), a becsült pozíciók
(csillag), az eredeti pozíció és a becsült pozíció közötti távolság (vonal), valamint
az ismert pozíciójú csomópontok (négyszög). A kapott közelít® megoldások javítá-
sát, valamint a feladat részletesebb tanulmányozását az X-CSC alapú intervallumos
globális optimalizálóval tervezzük.
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1. ábra. A szenzor lokalizációs feladat közelít® megoldása zaj nélküli és zajos távol-
ságok esetén

7. Következtetések

A cikkben egy intervallumos globális optimalizáló algoritmus új implementáci-
óját mutattuk be, és teszteltük azt MATLAB/INTLAB környezetben. Az új prog-
ramot összehasonlítottuk a hasonló C-XSC alapú eljárással. A teszt eredménye azt
mutatta, hogy az új módszer hasonlóan hatékony, mint az el®bbi � eltekintve a
CPU id®t®l.

Megvizsgáltunk továbbá egy új feltételt a Newton-lépés bekapcsolására. Az ered-
mények alapján ez az új feltétel csökkenti a teljes szükséges számítási id®t a régi
megoldáshoz viszonyítva. Az INTLAB alapú algoritmus segítségével sikerült jó
közelít® megoldást találni a szenzor lokalizálási problémára.
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AN INTLAB BASED GLOBAL OPTIMIZATION METHOD
AND IT'S APPLICATION TO A SENSOR NETWORK LOCALIZATION PROBLEM

László Pál and Tibor Csendes

In this paper, we describe a new implementation of an interval optimization algorithm.
The algorithm implemented in MATLAB that uses the INTLAB package supporting interval cal-
culations and automatic di�erentiation solves the bound constrained global optimization problem.
According to the numerical studies completed, the new, INTLAB based implementation is closely
as e�cient as its C-XSC-based basis algorithm � with the exception of the CPU time needed.
It can be installed and used easily compared with other similar programs. Furthermore, we exami-
ned a new condition for applying the Newton step and we described a sensor network localization
problem solved by the INTLAB based algorithm.
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