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ELJARAS JO MINOSEGU VELETLEN EGESZ VEKTOROK
GENERALASARA

TAKACS SZABOLCS

Alkalmazasok soran sziikségiink lehet véletlen egész vektorok generala-
sara, amelyek mingségét tobb szempont alapjan is értékelhetjiik.

Szamunkra elsGdlegesen az volt fontos, hogy a vektorok eloszlasanak egyen-
letességét biztositani tudjuk, tovabba a kozottiik 1évs nyilvanvaldéan meglévs
Osszefiiggdség a lehetd legkisebb mértékben legyen kimutathaté. Természe-
tesen az altalanosan elfogadott informatikai feltételeknek is megprébaltunk
eleget tenni.

A felsorolt szempontokra t6bb tesztet is alkalmaztunk. Osszehasonlitas-
ként a MATLAB® véletlen egész vektorokat generald rutinjat hasznaltuk,
annak eredményeivel vetettiik 6ssze a sajat generatorunk eredményeit.

A teszteket eldre kivalasztottuk, nem az algoritmus eredményeinek fiiggvé-
nyében dontottiink hasznalatuk mellett, azonban az eredmények ismeretében
hajtottunk végre valtoztatasokat az eredeti algoritmuson — elérve igy egy jobb
eredményeket mutatd verziot.

1. Mi a véletlen?

A véletlent definialni - gyakorlati kritériumok alapjan, mint az majd lathato is
lesz, nem konnyt feladat. Egzakt matematikai definiciok sokasagét lehet megtenni,
melyek tobbé-kevésbé ekvivalensek egymassal, azonban teljesen nyilvinvalé médon
vannak eltérések. Vannak sorozatok, melyek az egyik definicié szerint véletlensze-
rinek tekinthetGek, mig més definicidk szerint mar nem ,eléggé” véletlenek.

[3] egzaktul megfogalmaz néhany lehetséges definiciot. Milyen probléméakat,
illetve lehetGségeket biztositanak szamunkra ezek a definiciok, illetve milyen kap-
csolat van a kiilonb6zé definicidkat teljesit$ sorozatok k6zott? Van-e olyan sorozat,
mely minden definicié szerint véletlen?

Tekintsiink két régebbi definiciot, melyek nélkiilozik a teljes matematikai pre-
cizitast, azonban a probléma lényegére jol ravilagitanak.

1.1. Definicié. (Lehmer, 1951) A véletlen sorozat bizonytalan fogalman olyan
sorozatot értsiink, melynek késébbi elemeit az avatatlan személy nem tudja meg-
josolni; tovabba jol vizsgazik néhany szokisos statisztikai proban; ezeknek a pro-
baknak a megvalasztasa fligg attol is, hogy mire szeretnénk hasznalni a sorozatot.
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1.2. Definicié. (Franklin, 1962) Egy Uy,...,U,, U; € [0,1) sorozat véletlen,
ha rendelkezik minden olyan tulajdonsaggal, amely az egyenletes eloszlasi véletlen
valtozokbdl allé fiiggetlen mintak végtelen sorozatainak kozos tulajdonsaga.

Megéllapithat6, hogy Franklin definiciéja lényegében Lehmer definiciojanak
pontositasa, azonban ez alapjan a sorozatnak minden statisztikai probat ki kell
allnia. Definicidink nem elég pontosak — és [3] eszmefuttatdsa és tételei alapjan,
ez utobbi definiciot szigortan véve megallapithatjuk, hogy véletlen sorozat nem
létezik.

Ezért altaldban Lehmer kicsit liberalisabb definici6ja alapjan érdemes elindulni
és dolgozni.

A fenti megéallapitas, miszerint nincsen olyan véletlen sorozat, mely minden
tesztet kielégitene, a kdvetkezs egyszerd gondolatmenettel értelmezhetd legkonnyeb-
ben.

Viélasszunk egy olyan véletlen sorozatot, melyben csak 0, vagy 1 értékek szere-
pelhetnek. Egy 1000 hossza sorozatban is, sok ismétlést kérve, kell lennie olyan
esetnek, melyben egymas utan 1000 darab 0 szerepel.

Ez a fajta lokalis nem-véletlenszertiség a szamitogépes alkalmazasok szidmara
katasztrofalis helyzetet eredményezne — amit persze az alkalmazasok stabilitasa
érdekében kénytelenek vagyunk kisztirni. Holott egy igazi véletlen szamsorozattol
a lokalis nem-véletlenszert viselkedés elvarhato.

Ebbdl kovetkezik [3] szerint az a tény, mely alapjan el kell, hogy fogadjuk:

Megjegyzés. Nem létezik olyan véletlenszidm sorozat, amely minden alkalma-
zashoz tokéletesen megfelels lenne.

2. Elvarasok

Jomingségi pszeudo-véletlen szamokat, vagy vektorokat generélni nem konnyt,
hiszen szamos mindségbiztositasi szempontnak kell eleget tenni. [3] szerint nem
létezik olyan pszeudo-véletlen szdmokat, vagy vektorokat generald algoritmus, mely-
hez ne lehetne olyan tesztet eléirni, amelyen fennakad. Egészen pontosan, ennek
vizsgalatahoz olykor azt is nehézkes definialni, hogy mit tekintsiink véletlen soro-
zatnak.

[3] tobb, egymassal nem feltétleniil ekvivalens definiciot is felsorol. Vizsgalja
annak fényében, hogy milyen matematikai tulajdonsagaik — és milyen algoritmikus
tulajdonsagaik vannak az ket kielégits sorozatoknak.

Vannak azonban altalanosan elfogadott elvarasok egy algoritmussal szemben
([6], [2]), melyeket illik teljesiteni. Ezek az alabbiakban foglalhatoak Gssze:

1. Gyorsasag

Az alkalmazott algoritmusunknak nem szabad tul lassan generalnia a szamo-
kat, wvektorokat, hiszen ezek A&ltaldban nagyobb programok részeiként
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alkalmazandok, igy elvarhato, hogy az alkalmazasok sebessége ne egy véletlen
szam meghatarozasanak sebességétdl fiiggjon.

. Egyszer(iség

Minél kénnyebben, egyszertibben implementélhaté egy algoritmus, annél
konnyebb lesz a felhasznalhatésiga. Vilagos, hogy egy tulbonyolitott algorit-
mus — bar viselkedését tekintve tiinhet kaotikusabbnak — alapvet&en, alkal-
mazasi szempontbdl lehet mégis rosszabb, mint egy egyszertd, szintén ,eléggé
kaotikus” verzio.

. Szabadsag

Az algoritmusunk akkor lesz megfelel, ha az szamitogépes rendszertdl fiig-
getleniil alkalmazhato, azaz pl. az operacids rendszer vagy a hasznalt gép nem
akadalyoz minket a felhasznalhatosagiban.

. Megismételhetsség

Nagyon fontos szempont, hogy bar alapvetSen véletlennek tiing szamokat,
vektorokat szeretnénk elgallitani a megadott paraméterek alapjan (hiszen
algoritmizalunk), azonos paraméterbeallitisok mellett (azaz azonos feltéte-

lek biztositasaval) a program determinisztikussaga megmaradjon.

. Ciklushossz

A pszeudo-véletlen algoritmusok egyik nagy hatranya szokott lenni, hogy a
ciklushossz (azaz, hany eléallitott szam utan ismétlédik mar a szamok soro-
zata) tul rovid.

. Statisztikai probak

A fenti, alapvetSen strukturalis, informatikai feltételeket (els6 4 pont), illetve
az 5., matematikai feltételt egy hatodik feltétel teljesitése teszi teljesebbé:
nevezetesen, hogy elére meghatarozott, az algoritmus viselkedését vizsgélo
statisztikai teszteken is meg kell felelnie a programnak.

Ezeket az olykor nehezen ellendrizhetd kritériumokat statisztikai probak segit-
ségével fogjuk vizsgalni. Megnézziik, hogy az alkalmazott algoritmusunk
mennyire ad hasonlé eredményeket ahhoz, mintha egy valéban véletlen
(pl. rulett-kerékrdl) szarmazé szamsorozattal dolgoznank.

Teszteléseink soran ezeket a fenti szempontokat vettiik alapul. Az els6 4 szem-

pont ellenérzése alapvetSen egyszerd volt — ezekre fogunk elGszor kitérni.

Az 5. szempont vizsgalata némiképpen eltérs lesz, errdl majd a késébbiekben

még lesz szo.

A 6., statisztikai probék szempontjahoz elére meghataroztuk, hogy mely tesz-

teket fogjuk alkalmazni — elkeriilve igy azt a csabitést, hogy az algoritmus vizsgalta
soran, annak megismerése utan olyan teszteket valogassunk ki, melyeknek megfelel
az algoritmus. A moédositasok az eredeti algoritmuson mind azt a célt szolgaltak,

Alkalmazott Matematikai Lapok (2011)



44 TAKACS SZABOLCS

hogy az el6re meghatarozott teszteken, kontrolalt kériilmények koézott tudjunk jol
teljesiteni.

Az egyenletesség tesztelésére a y2-proba kiilonbézs, strukturalt valtozatait és
a Kolmogorov—Szmirnov-tesztet, alkalmaztuk.

Az bsszefiiggések feltarasara szintén x2-probat és monotonitasi egyiitthatokat
(Kendall-gamma) alkalmaztunk, illetve a Knuth altal javasolt sorozattesztet, vala-
mint annak egy Atrendezés-tesztnek nevezett médositasat.

Az eredeti algoritmus forrasa [6], és ugyancsak ismerteti [5], a rd vonatkozo
mindgséghez kapcsolédd bizonyitasokkal egyetemben. Az eredeti algoritmust azon-
ban tobb ponton is médositottuk, illetve specifikaltuk — ezen moédositasok, specifi-
kaciok hatasat teszteltiik kiilonbdz6 mindségbiztositasi eljarasok segitségével.

A teszteléshez hasznalt eljarasokat részint [3], részint [4] javaslatai alapjan
készitettiik el.

3. Az eredeti algoritmus leirasa

Az algoritmus egész vektorokat vesz egy véges, rogzitett halmazboél, majd e
véletlenszerden kivalasztott vektorokat adja Ossze, és az eredményt visszatransz-
formalja egy adott élhosszusagt kockaba (4ltalanos esetben tetszéleges tartoméanyba).
Lépéseit a kovetkezSképpen fogalmazhatjuk meg:

1. Inicializalas

AeZ™™, n<<m, n,méeZLy
& ~Um)eZy, jell,...,K|] DeZ}, KEeclZLy,
ahol:
— A matrix 6sszes n X n-es részmatrixanak determinansaira teljesiil, hogy
a legnagyobb ko6zos osztojuk 1.

— & véletlen, egyenletes eloszlast valoszintiségi valtozok.

— D a pozitiv ortans adott d élhosszisagu kockaja (természetesen itt bar-
milyen tartomény vélaszthato).

— K szamu véletlen egész vektort szeretnénk generalni.

Azaz egy D tartomany — jelen leirasban a d élhosszusagu, pozitiv ortans-
ban elhelyezkedé n dimenziés kocka egész racspontjaira szeretnénk véletlen
vektorokat generélni.
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2. Ciklus és levagas

po =0,
v:=¢,

Hi = Hi—1 + Ay,
i=1...K.

Ha p;; > d (vagy pi; < 1) akkor p; j := p; ;, ahol
pij = i, mod(d), 1<pf; <d,
i=1,...,n.

Azaz a 0 vektorbodl indulva az A matrix oszlopainak véletlen sorrendben —
egyenletes eloszlast valdszintségi valtozok realizacidinak segitségével — tor-

véletlen vektorokat.

Az algoritmus megtalalhato [5] alatt, ahol a levagast —ha tallépnénk a kockan
(vagy az adott tartomanyon) az algoritmus egy maradékos osztassal oldja
meg, mely az adott koordinatan visszaterel minket a tartomény belsejébe.

3.1. TETEL. Amennyiben az {a1,...,an} C Z™ vektorrendszer tartalmazza az
R™ egy linedris bazisat, a determinansokra vonatkozo feltétel fennall és 3t € [1,m)] :
ay =0, agy:

1
Yue D : khm P(Mk:u): — :d—n,
j=1

azaz minden u racspont egyenld valosziniiséggel vétetik fel, amennyiben a generalt
vektorok szdma a végtelenhez tart [6].

Megjegyzés. A tételben szerepld d; értékek most egyenlGek, hiszen a d élhosszi-
sagi kocka racspontjaira generalunk. Altalaban egy D = (dy,...,d,), pozitiv egész
élhosszak altal meghatéarozott téglaba allitjuk el§ a vektorokat.

Bizonyitds. A tétel bizonyitasa [6] cikkben megtalalhato. O

3.1. KOVETKEZMENY. A tételbsl kivetkezik az is, hogy ha a D tartomany
akkora, melyben a racspontok szama meghaladja az alkalmazott véletlenszam ge-
nerdtor ciklushosszdnak mértékét, gy az igy megalkotott algoritmusunk ciklus-
hossza meghaladja az eredeti véletlenszamgenerator ciklushosszat, hiszen pozitiv

(s6t, hatarértékben egyenls) valoszintséggel minden racspontot el6allit az algorit-
musunk.
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4. Az algoritmus fejlesztése, javitasa

Megjegyzés. Az altalunk alkalmazott algoritmusban seed beallitas is szerepelt,
ami azt jelenti, hogy amennyiben K vektorra volt sziikségiink, agy a generalt p
vektorokat csak egy bizonyos érték utan kezdtik el egy matrixba feltolteni (a seed
értek eléréséig szabadon generélt a program, nem tortén kifratas). Ez random-
seedet eredményezett szamunkra, hiszen igy az adott D tartomany egy pszeudo-
véletlen pontjabol inditottuk el az algoritmust.

Megjegyzés. Az eredeti algoritmus leirasaban latszik, hogy egyetlen pont van,
ahol dontési lehetdséglink van: az A matrixunk megvélasztasa. Az algoritmushoz
olyan A matrixra van sziikségiink, melyre igaz, hogy az n x n-es aldetereminansok
legnagyobb kozos osztdja 1.

Amennyiben ez nem teljesiil, igy az algoritmus soran sédvokat generalnénk,
nem tudnank kitolteni az egész, kitéltends D tartomanyt.

4.1. VALTOZAT. Az A matrixot elsd kérben az alabbi technikival generaltuk:
egy n X n-es egységmétrixon végrehajtottunk adott szamt (n?) Gauss-eliminacios
eljarast forditott irdanyban (ezzel elértiik, hogy a kapott matrix determindnsa to-
vabbra is 1 maradjon). A forditott irdny azt jelentette, hogy most az egységmatrix
sorainak véletlen szamszorosat hozzaadtuk / kivontuk egyméasbol.

Ezt az eljarast alkalmaztuk egyméast utan tobbszor. Igy garantéaltuk, hogy min-
den n x n-es aldeterminans legnagyobb kéz6s osztéja 1 maradt, hiszen tartalmazott
tobb olyan részmatrixot is, melynek determinansa 1.

Fontos azt is megemliteni, hogy az algoritmus mindenképpen hasznal egy kiilsé,
véletlen szdm generatort, mellyel egyenletes eloszldsbol szarmazé pszeudo-véletlen
szamokat nyeriink a vektorok Osszegeinek el@allitasahoz, illetve ezt a generatort
hasznaljuk az A matrix elallitasdhoz is.

Az algoritmus teszteléséhez kiilonb6z6 statisztikai eljardsokat alkalmaztunk.
Egyik oldalrdl fontos szempont volt az eloszlas egyenletességének tesztelése. Erre
részint y2-probat, részint Kolmogorov-Szmirnov-tesztet valasztottuk.

Az egyenletességet vizsgald teszteket a 100 oldalhosszisagu, pozitiv orténs-
ban elhelyezkedd, 2, 3 és 5 dimenzids kockdba torténs, 2000 vektor generdlasara
végeztik el.

A vektoraink fliggetlenségének tesztelésére a késébbiekben bemutatasra keriils
teszteket hasznaltuk. Szintén a 100 oldalhossziségt, pozitiv ortansban elhelyez-
ked6 kockaba generalt véletlen egész vektorokkal dolgoztunk, azonban a megbiz-
hat6sag érdekében 5000 vektort generaltunk (a [3] szakirodalomban a minimalis
4000-es érték szerepel).

4.1. Médositas az algoritmuson
Kétfajta modositast hajtottunk végre az algoritmuson. Az egyik az A métrix

generalasa, a masik pedig egy ritkitas beéllitasa.
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(Generalas

Az algoritmus lelkét képezd A matrix megvélasztasa fontos 1épés. A modosi-
tasban az alabbi 1épéseket tettiik.

1. ElGsz6r a méar ismertetett modon végrehajtottuk az A matrix generala-
sat, majd annak segitségével generdltunk egy megfelelGen hosszi (2000
darabos) véletlen vektorrendszert, amit egy M maétrixba rendeztiink.

2. Az A maétrix elejérsl megtartottuk a Gauss-eliminacié segitségével
generalt n X n-es részt, igy mar garantalni tudtuk, hogy a determinansok
relativ primek legyenek. Ezutan az M matrixbdl valasztottunk egy meg-
felel nagysagu szeletet, azaz: az A méatrixba mar elézetesen legeneralt,
ebbdl az eljarasbol szarmazo pszeudo-véletlen vektorok keriiltek. (Ezzel
azt szerettiik volna elérni, hogy az algoritmus lényegében a kérnyezet-
t6l fiiggetlen legyen — ne teljes egészében a MATLAB® generatoraval
dolgozzunk.)

Ritkitas
Mar emlitettiik, hogy beéllithaté ritkités is az algoritmusban. Most a mér
emlitett seed mellett még ezt is alkalmaztunk. Igy egy joval nagyobb vektor-

rendszert alkalmaztunk — nevezetesen 2, 4, 8, 16-szoros ritkitassal dolgoztunk
és teszteltiink.

Megjegyzés. Nem alkalmaztunk ennél nagyobb ritkitast, mert bar teszteltiik,
de nem hozott érdemi javulést, vagy romlast a 16-szoroshoz képest, viszont
nagyban megnévelte a futasidst.

A ritkitassal mérhetGen nem javultak az eredményeink az egyenletesség tekin-
tetében, azonban az Osszefiigglség esetén mar mast tapaszaltunk.

Az elss teszt, amit alkalmaztunk a nagy elemszamra valé tekintettel a Kolmo-
gorov—Szmirnov-proba volt. Ennek sorin elGszér a peremeloszlasokat teszteltiik,
majd minden perem esetén azokat 2, 4 és 5 részre bontottuk, és ezen vagasok
mentén kialakult téglakban vizsgaltuk a tébbi koordinata egyenletességét.

A miésodik teszt — ugyanezen téglak kombinéci6jan — annak tesztelése volt,
hogy minden téglaban egyenletesen vannak-e jelen a generalt racspontok. Ez persze

27 illetve 4™, 5" téglat jelentett, melyekre y2-probat alkalmaztunk.

Megjegyzés. Ezen a ponton nyer jelent&séget az a tény, hogy a szigord pozitiv
kvadransba generdltunk vektorokat, ugyanis igy valoban értelmes osztépontokat
hozhattunk létre — nem 50 — 51 pont keriilt az egyes vagasokba, hanem 50 — 50,
vagy 25 — 25 — 25 — 25 stb.

A Kolmogorov-Szmirnov-tesztek koziil az egyvaltozos esetek eldfeltétele, hogy
folytonos F-eloszlast vizsgalunk. Ismert, hogy a kétvaltozos esetnek is az a fel-
tétele, hogy mindkét valdszintségi valtozd egy-egy folytonos F-; és G-eloszlasbol
szarmazzon, majd ezen F-, és G-eloszlasokat vizsgaljuk egyenlGség szempontjabhol.
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A Kolmogorov-Szmirnov-tesztek kétvaltozos esetében a véletlen egész vektoro-
kat ugy kezeljiik, mint ha folytonos eloszlasbdl szarmaznanak. (Példaul 1Q-tesztek
esetén is ugy feltételezziik, hogy folytonos eloszlas huzédik meg a hattérben, csak
a mérSeszkoziink nem tudja ezt mérni).

Igy az alabbi eljarast fogjuk elvégezni.

1. Generalunk egy V' n x m-es vektorrendszert, azaz m darab n dimenzids vek-
tort. Azt vizsgéljuk, hogy az m darab vektor minden egyes peremeloszlasa
egyenletes-e.

Valasszuk ki példaul V els6 oszlopét (ami most igy egy m hossza vektor lett)
tesztelésre, jeldlje ezt V7.

Legyen Maz és Min V; maximalis és minimalis eleme.

2. Vesziink egy w vektort, mely Max és Min kézott minden egész értéket felvesz,
rdadasul mindet egyenld mértékben. Ez azt jelenti, hogy minden értékbsl

_n
Max — Min +1

darabot vesziink.

Ezzel elérjiik, hogy a Vi vektorral majdnem megegyezs hosszisagi, annak
legnagyobb és legkisebb eleme kéz6tt egyenletes eloszlasbdl szarmazé w vek-
torunk legyen.

3. Most w és V] eloszlasat a fent nevezett illeszkedés-vizsgalati eszk6zokkel Gssze-
hasonlitjuk. Igy azt feltételezhetjiik, hogy mindkettd ugyanazon mérGesz-
kozzel késziilt, egyenletes eloszlasbdl szarmazé minta — tovdbbé, a tesztnek
az elemszamok nagyon eltérd volta miatti gyengiilését mindenképpen kizar-
juk, hiszen majdnem megegyez méret vektorokat hasonlitunk Gssze.

4.2. Osszefiiggdség tesztelése
4.2.1. A Kendall-gamma monotonitasi egyiitthato

Tegyiik fel, hogy adott A = (X1,Y1) és B = (X2, Y3) pontpar.

Amennyiben X; > X5 és Y7 > Y5, tgy azt mondjuk, hogy A és B konkor-
dans viszonyban vannak egymassal (pozitiv irdnya az Osszefliggés, monoton névé
kapcsolat van kozottiik).

Amennyiben X7 > X5, de Y7 < Ys, Ggy azt mondjuk, hogy A és B diszkordans
viszonyban vannak egymassal (negativ iranyu az Osszefiiggés kozottiik, monoton
csokkend kapcesolatot mériink).

Vilagos, hogy ha egy ponthalmazban a konkordans parok p; szama a nagyobb,
gy azt mondhatjuk, hogy a ponthalmaz Gsszességében monoton névs, a pon-
tok egymashoz képest monoton noévekednek. Amennyiben a diszkordans péarok
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p_ szdma a nagyobb, Ugy ennek ellenkezgjét allithatjuk — azaz monoton csékkend
viszonyt vélelmezhetiink a ponthalmazunk esetén. Tehat

p+ = H{(A (X1, Y1), B (X2,Y2))
p- =1{(A (X1, Y1), B(X2,Y2))

(X1 < Xo) A (Y1 <Y2)},

|
‘ (Xl < XQ) A (Yl > Yg)}

Az is vildgos, hogy nem minden pontpért tudunk &sszehasonlitani — hiszen
lehetnek egyezs X vagy Y koordinatdk. Erre az esetre olyan korrekciot hajtunk
végre, hogy p+ és p_ szdmok kiilonbségét nem az Osszes létezd paroshoz viszonyit-
juk, hanem az Osszeshasonlithato parokra. Az igy képezett monotonitasi egytitt-
haté:

_ b+ —P-
D+ + -

Megjegyzés. Technikai kérdés, hogy a pontpéarok Osszehasonlitasat miként
végezzilk. Ha sorban haladva a mar 6sszehasonlitottakat kihagyjuk, vagy rosszabb
szervezés miatt minden pontot minden ponttal akar t&bbszor is 6sszehasonlitunk —
az aranyokon, illetve azok hanyadosan ez a részlet nem fog valtoztatni.

Jackknife moédszer segitségével mérjiik az igy elkészitett monotonitasi egyiitt-
hatok 95%-os konfidencia-intervallumat. Ezt ugy tessziik, hogy a generalt vektorok
kéziil mindig kihagyva a megfelel6t, pszeudo-statisztikidkat nyeriink a fenti mono-
tonitasi mértékre, majd utana trimmelés segitségével (adott szamu legnagyobb és
legkisebb elem elhagyasaval) meghatarozzuk a kivant szélességii intervallumot.

Megjegyzés. A jackknife eljarasrol bovebben [1] alatt olvashatunk. A trimme-
lés soran nem tesziink mast, mint a nagysag szerint sorbarendezett elemek els§ és
utolséd darabjaitol (egy elére meghatarozott ardnyban, szimmetrikusan) megszaba-
dulunk.

Amennyiben ez az intervallum a ponthalmazunk esetén tartalmazza a 0 értéket,
gy azt mondhatjuk, hogy a ponthalmazunk lényegében azonos aranyban tartalmaz
monoton névekedd és csokkend pontparosokat.

4.2.2. Atrendezés- és sorozatteszt
[3] alapjan a sorozattesztet, illetve annak atdolgozasat alkalmaztuk.

1. Atrendezésteszt

Az eljarasunkat abbdl a szempontbdl vizsgaljuk, hogy a monoton névs és
csOkkend részsorozatok tulajdonsigai atrendezés hatisara megvaltoznak-e.
Ugyanis, ha az atrendezés véltoztat az eredményeken az azt jelenti, hogy
menet kozben valamit kihasznaltunk, vagy elvesztettiink, és ennek hatasa
van a sorozatunk viselkedésére.
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Az atrendezést az alabbi modon értjiik: tekintsiik az adott, generélt V' vektor-
rendszeriinket. A V vektorrendszert egy permutacié segitségével rendezziik
at, a permutéacio altal adott sorrendben felsorolva tjra a vektorokat, legyen ez
V*. Amennyiben a monoton névé és cstkkend részsorozatok aranya, szama
V' és V* esetén szignifikinsan eltérs, gy azt mondhatjuk, hogy az eredeti
sorozatunkban jelent&sége volt a vektorok sorrendjének, az nem egészen volt
véletlenszert.

. Sorozatteszt

A sorozatteszt [3] alatt megtalalhato, melynek lényege, hogy a véletlen sza-
mok generalasakor vizsgalhat6, hogy hany monoton névé és csdkkend részso-
rozatot generdl az algoritmus. Ezek természetesen nem fiiggetlenek egymastol
(igy pl. az esetszam tesztelésére egyszeri x2-proba nem alkalmazhato). A fiig-
getlenség azért sériil, mert teljesen nyilvanvalé médon egy névekedd sorozatot
mindenképpen egy csdkkend kell, hogy kévessen.

Lényegében annyi torténik, hogy Osszeszamoljuk: a generélt vektorrendsze-
riinkon lexikografikus rendezés utédn hany darab, milyen hosszi monoton névé
részsorozat keletkezett. Fzeket utana a fenti [3] hivatkozéson megadott mo-
don statisztikai vizsgalatnak vetjiik ala.

5. Informatikai és algoritmus-szervezési szempontok

Az alkalmazott statisztikai eljarasokat majd azutén ismertetjiik, hogy az alap-

vets informatikai elvarasok teljesiilésérsl meggy6zadtiink.

Az elején felsorolt szempontok tehét, melyeket ellendrizniink kell a kovetkezok:

1. Gyorsasag

P

Az algoritmus a MATLAB® véletlen generatoraval lényegében egyezs id6
alatt futott, amennyiben nem kértiink tdlzott mérvi ritkitast. Vilagos, hogy
egy 20-30-szoros ritkitas 20-30-szor annyi vektor generalasat jelenti, amelyek
koziil csak minden 20. vagy 30. keriil felhasznalasra. Igy a ritkitas pl. 5000
vektor generalasa soran mar mérhets idGveszteségeket okoz.

. Egyszer(ség

Az algoritmus leirdsan latszik, hogy annak strukturaja nem tal bonyolult —
bar hasznal egy szubrutint, nevezetesen: mindenképpen alkalmaznunk kell
egy kiils6 véletlenszam generatort az algoritmus beinditasahoz, illetve koztes
miikddtetéséhez (minden olyan esetben, amikor sziikségiink van egy vélet-
len szamra). Ez feltétleniil bonyolultabbé teszi az algoritmust pl. annal az
algoritmusnél, melyet szubrutinként meghivunk.
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3. Szabadsag

A szamitogépes rendszertdl annyiban fiiggetlen csak, hogy olyan szamitogépes
feliilet kell az algoritmus szamaéara, mely méar rendelkezik az el6z6 pontban is
emlitett szubrutinnal. Azonban ettdl a ponttdl valoban barmely rendszeren

alkalmazhato.

4. Megismételhetsség

Amennyiben az alkalmazott szubrutin paramétereit ismerjiik, agy a tobbi
paraméter fixidlasa utdn nyilvan az eljaras ugyanannyira lesz reprodukalhaté,
mint amennyire a szubrutinként alkalmazott véletlenszam generatorunk az
volt.

5. Hosszu ciklusidé

A MATLAB® ciklusideje kellgen hosszi, és az algoritmus leirasabol lathato,
hogy szubrutinként ezt az eljarast hasznilé algoritmusunk ciklusideje részben
ehhez kotott — bar ennél akar hosszabb is lehet, amennyiben a generalasban
meghatéarozott tartomany racspontjainak szamossagat noveljiik.

6. Statisztikai probak

Ennek ismertetése a kovetkezd fejezetben torténik.

Megjegyzés. Az informatikai kritériumokat lényegében teljesitettiik — bar az
algoritmus egyszertisége garancia volt arra nézve, hogy az elsé négy ponttal nem
lehet problémank.

Az 5-6s pont teljesitése részint a szubrutinként alkalmazott, kiils§ generatoron
mulik, tehat amennyiben ez megfelelGen lett megvalasztva, gy a mi algoritmusunk
is jol fog viselkedni. Miésik oldalrol [6] alapjan a D tartomény racspontjainak
szamétol is erdteljesen fiigg a ciklushossz.

A statisztikai probak teljesitése alapvetéen nem a szubrutinon mulik, hanem
az A méatrix megvalasztasan.

6. Az algoritmussal elért eredményeink a kiilonb6zd statisztikai
teszteken

A vizsgalt algoritmust a MATLAB® véletlen egészeket generalé rutinjaval
hasonlitottuk Gssze.

6.1. Kolmogorov—Szmirnov-statisztika alkalmazasa

A tesztek eredményeinek ismertetése el6tt emlékeztetiink ra, hogy 2000 vektort
generaltunk a szigortan a pozitiv ortansban elhelyezkedd, 100-as oldalhosszisagu,
adott dimenziés kockaba.
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Megjegyzés. Bar 100 futas tortént, a tablazatokban tort értékek szerepelhetnek.
Ugyanis 100 futas esetén, adott dimenzié és adott torés (kocka éleinek felosztéasa)
miatt 100-nal természetesen tobb statisztikai proba késziilt.

Példaul 3 dimenzidban, 4 torés esetén (minden élen 4 részre bontunk)
4 % 3 * 2 darab kocka keletkezik, teh&t ennyi darab kisebb tartomanyban tesz-
teljiik a generalt vektorok egyenletességét. (Altalanossidgban — ha van torés —
dim * (dim — 1) * torés.) Azaz, e fenti példa esetén ez 24 x 100 = 2400 tesztet
jelent.

Az alkalmazott statisztika feltételei az alabbi médon irhatoak le.
Adott X; koordinatat szeletekre bontjuk, nevezetesen az alabbi atkodolasokat,
toréseket vezetjiik be.
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A Kolmogorov-Szmirnov-statisztikat az egyenletesség tesztelésére alkalmazzuk
Vj # i, X; koordinatara, minden lehetséges T; , mentén, ahol k € {2,4,5}. Azaz,
KS(T;,, X;),ahol 1 <i,j <dim,i+# jésk e {2,4,5}. A Kolmogorov—Szmirnov-
statisztika elsé koordinatdjan a bontasban résztvevd koordinédta szerepel, mig a
mésodik koordinata mutatja, hogy mely koordinata egyenletességét szeretnénk
tesztelni. A vektorrendszeriink dimenzi6jat most dim jeloli.

Az alabbi tablazatokban 100 futas eredményeinek szazalékos megoszlasat lat-
hatjuk (3 tizedesre kerekitve), a fenti bontasok esetén.
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MATLAB®
Perem | torés = 2 | torés = 4 | torés = 5
2D Nincs ritkités 0 0 0 0
2D Ritkitas = 2 0 0 0 0
2D Ritkitas = 4 0 0 0 0
2D Ritkitas = 8 0 0 0.125 0
2D Ritkitas = 16 0 0.25 0.125 0.3
3D Nincs ritkitas 0 0 0 0.033
3D Ritkitas = 2 0 0 0 0
3D Ritkitas = 4 0 0 0 0.067
3D Ritkitas = 8 0 0 0 0.033
3D Ritkitas = 16 0 0 0 0
5D Nincs ritkitas 0 0 0 0
5D Ritkitas = 2 0 0 0 0.03
5D Ritkitas = 4 0 0.025 0 0.01
5D Ritkitas = 8 0 0.05 0 0
5D Ritkitas = 16 0 0 0 0.01
SAJAT

Perem | torés = 2 | torés = 4 | torés = 5
2D Nincs ritkitas 0 0.25 0 0
2D Ritkitas = 2 0 0 0 0.2
2D Ritkitas = 4 0 0.5 0.125 0.2
2D Ritkitas = 8 0 0 0.125 0.1
2D Ritkitas = 16 0 0.25 0 0
3D Nincs ritkitas 0 0.583 0.292 0.367
3D Ritkitas = 2 0 0.167 0.125 0.1
3D Ritkitas = 4 0 0 0 0.1
3D Ritkitas = 8 0 0.167 0 0
3D Ritkitas = 16 0 0 0.125 0.033
5D Nincs ritkitas 0.6 1.425 1.113 1.01
5D Ritkitds = 2 1 0.4 0.125 0.06
5D Ritkitas = 4 0.2 0.025 0.013 0.02
5D Ritkitas = 8 0 0 0.013 0
5D Ritkitas = 16 0 0 0.025 0.01
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Megjegyzés. A tesztek — mint az lathaté — elfogadhaté eredményre vezettek,
ugyanis a célkittizést, miszerint nagysagrendileg olyan j6 eredményeket szeretnénk
elérni, mint a MATLAB® altal hasznalt véletlen egész vektorokat generald algorit-
mus, lényegében teljesitettiik. (Természetesen nem értiik el azt a fajta, lényegében
0 valoszintiségii hatart, amit a MATLAB® produkalt, viszont altalaban az 1%-os
kiiszob alatt tudtunk maradni).

Még az 5 dimenzios eset ritkitas mentes értékei is a 95%-os hatar alatt maradtak
(alig lépték at az 1%-ot), bar ezen a ritkitas segitett, és 4-es ritkitas utan mar a
MATLAB®-hoz hasonlé eredményeket tudtunk kimutatni.

6.2. A x’-teszt eredményei

A x2%-préba eredményeit nem foglaljuk tablazatokba, ugyanis nem akadt fenn
sem a MATLAB®, sem az altalunk alkalmazott algoritmus.

6.3. A Kendall-féle teszt eredményei

Annyi moédositast alkalmaztunk még, hogy nem minden sorsolasban minden
koordinatat minden mas koordinatéval vetettiink Gssze, hanem barmely bontas
esetén véletlenszertien valasztottunk ki 1-1 koordinata part, akiket 6sszehasonlitot-
tunk egymassal.

Példaul, 5 dimenzié esetén, ha a mésodik koordinata alapjan 4 részre bontot-
tuk a generalashoz alkalmazott kockat, majd azon belil a 3. szeletet teszteltiik,
akkor hol az els6 és negyedik, hol a harmadik és 6t6dik koordinata monotonitasat
hasonlitottuk Gssze, és igy tovabb.

Minden esetben a fent mar emlitett 95%-os szignifikancia-szint melletti konfi-
dencia-intervallumot fogjuk a tablazatokban megmutatni. A konfidencia-inter-
vallumot jackknife eljaras [1] segitségével becsiiltiik meg 100 futas eredményei alap-
jan. A ritkitasi beéllitasok itt is a ,nincs ritkitas”, 2, 4, 8 és 16 voltak.

Megjegyzés. Mindegyik konfidencia-intervallum tartalmazza a 0 értéket, azaz
a vektorokat nézve, koordinatanként sztochasztikusan dominéns par nem talal-
hat¢, illetve szignifikinsan nem mutathato ki, hogy valamely koordinatapar mentén
monoton novekedést, vagy csokkentést generalna szisztematikusan az algoritmus.

Tovabba megéllapithaté az is, hogy a konfidencia-intervallumok hossza nem
tal varidbilis, azaz egyik dimenzi6é egyik ritkitdsdnak esetén sem tapasztaltunk
érdemileg hosszabb, vagy révidebb konfidencia-intervallumot.

6.4. Az atrendezésteszt és a sorozatteszt eredményei
Az elGzetes teszteket 32-szeres ritkitds mellett is elvégeztiik, azonban e két tesz-
tet futasideje és szamitésigénye okan csak 8-szoros ritkitasig teszteltiik magasabb

esetszamon. Lathato lesz, hogy a vizsgilt dimenzidk esetén mar a 8-szoros ritkitas
is elfogadhatoan jo eredményeket mutat.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2011)



ELJARAS JO MINOSEGU VELETLEN EGESZ VEKTOROK GENERALASARA

Nincs Ritkitas MATLAB® SAJAT
2D [-0.0417; 0.0423] | [-0.0445; 0.0503 |
3D [-0.0680; 0.0417] | [-0.0516; 0.0458 |
5D [-0.0413; 0.0372] | [-0.0516; 0.0505 ]
Ritkitas = 2
2D [-0.0407; 0.0463] | [-0.0569; 0.0404 |
3D [-0.0414; 0.0425] | [-0.0528; 0.0557 |
5D [-0.0387; 0.0360] | [-0.0845; 0.0793 ]
Ritkitas = 4
2D [-0.0490; 0.0480] | [-0.0510; 0.0379 |
3D [-0.0431; 0.0381] | [-0.0516; 0.0554 |
5D [-0.0472; 0.0483] | [-0.0491; 0.0586 |
Ritkitas = 8
2D [-0.0458; 0.0342] | [-0.0476; 0.0470 |
3D [-0.0405; 0.0351] | [-0.0533; 0.0419 |
5D [-0.0664; 0.0417] | [-0.0603; 0.0471 |
Ritkitas = 16
2D [-0.0418; 0.0384] | [-0.0504; 0.0514 ]
3D [-0.0368; 0.0432] | [-0.0510; 0.0500 ]
5D [-0.0451; 0.0417] | [-0.0453; 0.0394 |

6.4.1. Az atrendezésteszt eredményei

55

A x2%-préba teszteredményihez hasonléan itt sem foglaljuk tablazatba az ada-
tokat, mert minden generélt vektorrendszer &tment ezen a préban.

Az Atrendezés hatasira nem véaltozott semmi. Azt tapasztaltuk, hogy az elji-
rasok — 100 futasbol — egyszer sem fogtak el egy generalt rendszert sem.

6.4.2. Sorozatteszt eredményei

Ez a teszt (lasd [3]) a ritkitasi paraméter beallitasanak tesztelését volt hivatott
elvégezni.

Az eljaras soran egy alap matrixot generlva ritkitasonként, tObb tesztet is
végrehajtottunk.

Tovabbra is 2, 3 és 5 dimenziés vektorokkal dolgoztunk. 5000 darab véletlen
vektort generaltunk 1-1 sorozatban, a ritkitasok mértékét valtoztatva.

Azt tapasztaltuk, hogy a teszten fennakadt futdsok aranya nem véltozik (sem
a MATLAB®, sem a mi generatorunk esetén) a ritkitas paraméter névelésével.
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Sorozatteszt eredményei

Az alabbi két tablazatban ismertetjiik, hogy az adott dimenziéban hany soro-
zatot generaltunk, illetve az adott sorozatszam mellett milyen ardnyban fogta meg
a sorozatteszt a tesztelt algoritmust.

Futasok szama

Ritkitas 2D 2D 3D 3D 5D 5D
mértéke MATLAB® | Sajat | MATLAB® | Sajat | MATLAB® | Sajat
Nincs ritkitas 10000 10000 10000 10000 10000 10000
Minden 2. 10000 10000 10000 10000 5000 5000
Minden 4. 5000 5000 1000 1000 1000 1000
Minden 8. 1000 1000 1000 1000 500 500
Megfogott futasok aranya
Ritkitas 2D 2D 3D 3D 5D 5D
mértéke MATLAB® | Sajat | MATLAB® | Sajat | MATLAB® | Sajat
Nincs ritkitas 5,4% 5,3% 5,4% 5,4% 5,4% 5,2%
Minden 2. 5,4% 5,4% 5,6% 5,3% 5,3% 5,8%
Minden 4. 5,6% 5,2% 6, 8% 4,8% 5% 5,1%
Minden 8. 5,7% 4,7% 4,1% 4,8% 4,6% 4,8%

A tablazatokbol kideriil, hogy 1-2 tizedes eltérés van a MATLAB® generatora

és a sajat generatorunk kézott — raadasul mindegyik az 5%-os hibahatar kérnyékén
mozog (a 6%-ot egy esetben lépi 4t a MATLAB® generatora).

Ez azt jelenti, hogy az altalunk alkalmazott generator ez alapjan a teszt alap-
jan sem mutat Osszességében rosszabb képet, mint a MATLAB® altal hasznalt
altalanosan elfogadott véletlen egész vektorokat generalé algoritmus.

7. Osszegzés

Osszefoglalasképpen elmondhat6, hogy a [6] cikkben ismertetett algoritmus
atdolgozasival egy elfogadhato eredményeket mutato algoritmust sikeriilt alkotni.

A vizsgalatra elore kivalasztott teszteken a referenciaként hasznalt MATLAB®
véletlen vektorokat general6 rendszere és az altalunk javitott algoritmus hasonldéan
j6 eredményeket mutattak.
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Megéallapithato, hogy a ritkitasi paraméter hasznalatéval az algoritmusunk a
magasabb dimenzidknal javulé tendenciat mutat, illetve nem kiilonbozik lényegesen
egyméstol ebben a tekintetben sem a MATLAB® beépitett és az altalunk ismerte-
tett véletlen egész vektorokat generalé algoritmus. Erdemes észrevenni, hogy a tiul
nagy ritkitis sem feltétleniil j6 — részint nem javit mar az eredményeken érdemben,
a futésidst viszont nagyban megndoveli.

Megfigyelhets, hogy az eloszlas illeszkedésének szempontjabol a ritkitasnak
érdemi jelentsége nincsen (ahogy az varhato is volt). Az egymés utan generalt
vektorok kozotti Osszefiiggdség cstkkentésére magasabb dimenzidban volt igazan
hatasa. Tapasztalataink szerint minden 16., vagy még késébbi vektor figyelembe
vétele mar nem javitott érdemben az eredményeken, tehét a ritkitési paramétert
elegendd pl. 8-as értékre beallitani.

Fontos kiemelni azt a tényt, hogy az ezen technikival megalkotott generé-
tor ciklusa nem a belsejében alkalmazott szubrutintél fiigg elsGsorban, hanem a
generalas soran kitéltendd tartoméanyban talalhaté racspontok szamétol, melynek

segitségeével tetszélegesen hosszi ciklushosszal rendelkezd algoritmus konstrualhatoé.
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A PROCEDURE FOR GENERATING HIGH QUALITY
PSEUDO-RANDOM INTEGER VECTORS

SzaBoLcs TAKACS

‘We present a method for generating high quality pseudo-random numbers or vectors, focusing
on the applicability in applications.

The following measure of quality is used: the distribution of the generated vectors must be
uniform and the cross-dependency between the generated vectors must be low. Other, traditional
aspects from computer science are also considered.

We apply various tests to verify the quality of the generated sequences. As a reference, we
used MATLAB®’s pseudo-random algorithm to compare our results against. We have fixed the
set of test to be applied before generating any results. However, after the set of test methods
have been fixed, we did tune our algorithm to improve it’s performance on the tests.
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