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ERZEKENYSEGVIZSGALATOK A STATISZTIKAI ELJARASOKBAN

TAKACS SZABOLCS

Bizonyos matematikai eljarasok fontos, kihagyhatatlan része az ugyneve-
zett érzékenységvizsgilat. E vizsgalat soran arra vagyunk elsésorban kivan-
csiak, hogy a kiilonb6z6 inputadatok megvaltozasa kovetkeztében feladatunk
megoldasa (eredménye) milyen mértékben valtozik — illetve milyen viselke-
dést mutat. Erdekes kérdés lehet az is, hogy milyen input valtozasok esetén
nem moédosul a megoldas, ahogyan az is, hogy mely input adatok lesznek
nagyobb, mely input adatok pedig kisebb hatassal a kimeneti adatok vélto-
zasaira.

A statisztikai kérdésfelvetések soran mas és mas teriileteken eltérd
fogalmi hattérrel vizsgalhatjuk ezt a jelenséget. Ahogy majd latni fogjuk:
mast jelent az érzékenység a becsléselméletben, mast egyes hipotézisvizsga-
lati modszereknél és megint mast jelent az elsGsorban modellezésre hasznalt
eljarasok esetében.

Cikkiinkben nem kivanunk teljes betekintést nytjtani e vizsgalati mod-
szerek széles tarhazaba és alkalmazasiba — pusztan arra vallalkozunk, hogy
felvazoljuk e teriilet széles alkalmazési spektrumat. Szeretnénk tovabba fel-
hivni a figyelmet ezen — altalaban kiegészité — eljarasok fontossagara.

A cikkben nem célunk 1j matematikai allitdsok megfogalmazasa — sok-
kal inkabb bizonyos kérdések felvetése, melyekre a cikk megirasa soran tett
kutatéomunkank kapcsdn nem talaltunk megnyugtaté valaszokat.

1. Bevezetd

A statisztika az egyik leginkabb alkalmazott teriilete a matematikinak: szdmta-
lan teriileten jelen van kutatési eszkdzként, alkalmazoi pedig nem feltétleniil mate-
matikusok. Példaul Prékopa [37] miszaki alkalmazésokat tartalmazo kényve is
segédanyagként szolgalhat azok szdmara, akik nem matematikusként, de miiszaki
teriileteken kivanjak a statisztikit alkalmazni. Azonban a konyv nem tartalmazza
(mert nem is tartalmazhatja) a tudomanyteriilet néhany olyan sajatossagat, me-
lyek az utébbi évtizedekben kezdtek teret nyerni, hiszen jellemz&en mind szamitas-
igényes eljarasok.

Szamos tudoméanyteriilet foglalkozik azzal a kérdéssel, hogy egyes kisérletek
végeredménye milyen mértékben, illetve milyen médon fiigg a bemeneti adatoktol.
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Mely bemeneti adatok azok, melyekre nézve a kisérlet stabilitdst mutat és melyek
azok, amelyek esetleg az egész kisérlet érvényességét veszélyeztetni tudjak?

A kisérletek érvényessége, eredményessége — ha ugy tetszik, a kimeneti adatok
bemeneti adatoktdl vald érzékenysége — fontos kutatéasi sarokpont, melyre nem
minden kutatasi folyamat sordn jut elég figyelem, vagy ha tugy tetszik, nem is
feltétleniil vizsgalat targya egyes kisérletekben.

Egyre gyakrabban olvasni olyan tudoméanyos, vagy tudomanyt népszerisits cik-
keket, ahol a bemeneti adatokkal valé, nem eléggé koriltekinté banasmod
téves, vagy legalabbis nem igazolhat6 kdvetkeztetések levonasara adott okot. Erre
lehet példa LeVay, a Science folydiratban megjelent tanulmanya [31] — melyet az-
ota tébben is megkérd§jeleztek, illetve eredményeit cafoltak. A szerzé e cikkében
HIV-fert6z6tt homoszexualis és nem HIV-fert6z6tt, heteroszexudlis férfiakat vizs-
gélt halaluk utéan, és agyi strukturajukban markéans eltérésekre bukkant. Azonban
a halal koézvetlen okaként szolgald betegséget ,elfelejtette” vizsgalata targyava tenni
— késtbb kideriilt, hogy az eltérésekért nem a szexualis beallitottsag, hanem maga
a HIV-virus a felel6s (lasd pl. Bayne és tarsai tanulmanyat, melyben kifejtik, hogy
t6bbek kozott a HIV-virus okozta elvéltozasok kisziirése utan semmifajta hatasat
nem tudtdk kimutatni a szexualis orientacionak).

A kérdés persze ugy is felvethets, hogy ebben az esetben a figyelmetlenség
okozta-e az adatokban val6 kiilénbségek hibas értelmezését — vagy egy olyan szo-
kasjog esetleges megléte, mely a bemeneti adatok kiilonbségeiben valé alaposabb
vizsgalodas hianyat eredményezhette?

Ugyanis statisztikai oldalrél persze ugy értelmezheté a kérdés, hogy a HIV-
statusz figyelmen kiviil hagyasa, vagy ha gy tetszik, nem megfelel§ kezelése olyan
kiilénbségeket eredményezett a kimeneti adatokban, melyekbdl az azéta megjelent
tanulmanyok szerint, téves kovetkeztetés sikeriilt levonni.

Igy persze felvetédik a kérdeés: a statisztikai eljardsoknal az érzékenység
(a bemeneti adatok valtozékonysaganak, vagy valtozasanak a kimeneti adatok vizs-
galatanak fényében) maguknak a modszereknek sajatja, vagy kilon is érdemes
rajuk kitérni?

Cikkiinkben megprébaljuk néhany statisztikai teriilet esetén az  érzékenység-
vizsgalat” analog fogalmait bemutatni, illetve kitérni a fenti kérdésre: a statisztikai
eljarasoknak e vizsgilat sajatja kellene, hogy legyen? Vagy netan a kiilonbozd
eljarasoknal — a bemeneti adatok bizonyos anomaéliai vagy tulajdonsagai esetén —
kiegészits vizsgalatokra lenne sziikség?

A cikkben harom nagyobb egységet kiilonithetiink el. Az elsé nagyobb fejezet-
ben az egész cikk soradn hasznalt statisztikai moédszerek rovid, attekinté bemuta-
tasat olvashatjuk. Kiilon kitériink a becsléselmélet és a hipotézisvizsgalatok f6bb
pontjaira. A masodik rész az érzékenységvizsgilatokrol szdl a statisztikai modsze-
rek alkalmazésa esetében. 3 nagyobb részfejezetre bontottuk a kérdést: érzékeny-
ségvizsgalatok a becsléselméletben, ahol a modszereket részint a mintanagysag,
részint pedig a vizsgalt paraméterek esetére osztalyoztuk. A méasodik részfejezet-
ben a hipotézisvizsgalatok esetét targyaljuk, kiilon kitérve bizonyos specialis mod-
szerekre, nem hagyomanyos statisztikai eljarasokra. A harmadik részfejezetben
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egy biostatisztikai mddszert mutatunk be — egy konkrét példan is végigvezetve az
olvasot.

2. Statisztikai bevezetd

E fejezetben bemutatjuk azokat a statisztikdban hasznalt definicidkat, illetve
fogalmakat, melyekre a cikk olvasésa sorén sziikségiink lehet. Alapvet&en harom
teriiletre koncentrilva gytjtottiik Gssze ezeket a formulékat: egyik oldalrdl a becs-
léselmélethez kapcsolodo eljarasokra és elnevezésekre koncentralunk, mésik oldalrél
pedig az ezzel erdsen Gsszekapcsolhato hipotézisvizsgélati fogalmakat is szeretnénk
bemutatni.

A harmadik teriilet valojaban algoritmusok gytijteménye: szimulécios techni-
kak, melyeket statisztikai eljarasok soran alkalmazhatunk. Egy szimulaciés mod-
szert mi is bemutatunk e fejezet végén.

2.1. Becsléselmélet

Az alabb talalhato bevezetd definiciok lényegében barmely, bevezets statiszti-
kai kényvben, jegyzetben megtaldlhatok. Angol nyelven Lehmann pontbecslésekrol
sz616 konyve [29], magyarul akir Borovkov [9], akar Bolla és Kramli [6] frissebb ki-
adast konyvei emlithetsk, illetve egyetemi jegyzetek formajaban szintén magyar
nyelven Prékopa [37] vagy Mogyorddi [33] munkai lelhetdk fel.

A becsléselmélet alkalmazésa soran az alabbi statisztikai kérdésekre keressiik a
valaszt.

Legyen adott egy X véletlen valtozo és egy (2, A, P) valoszintiségi mezdé.

Az X : Q — R valoszintiségi véaltozonk adott 6 paraméterét szeretnénk megbe-
cslilni. E kérdésfelvetésre azért is sziikség lehet, mert a becslési eljarédsok szamos
moédon fiigghetnek vizsgédlatunk targyat képezé paramétereinktdl.

Amiben minden becslési eljaras megegyezik: vesziink egy X1, ..., X,, n elemi
mintit, mely minta segitségével:

T(Xh...,Xn)ZRn — 0

statisztika alapjdn becslést készitiink 6 € © paraméterre.
Becslésiink josagat altalanossagban a

d(T(Xq,...,X,);0),
megfelel§ d metrikdban mért eltéréssel mérhetjiik.

Megjegyzés. Gyakori a d(a,b) = (a — b)2 négyzetes eltérés hasznéalata, alkal-
mazasa.

Legyen E (T (X1,...,X,)) = 0* és jelolje u = 6* — 0 a statisztikai eljarasunk
torzitasanak mértékét.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2012)



70 TAKACS SZABOLCS

2.1. Definicié. Amennyiben u = 0, agy a T (Xy,...,X,) becslést torzitatlan
becslésnek szokas hivni.

Megjegyzés. Altalaban nem ad félreértésre okot, de érdemes megjegyezni, hogy
0* elméleti parameéter (pl. elméleti atlag, elméleti szoras, elméleti ferdeség, elméleti
CSUCSOSSAg).

AT (Xy,...,X,) statisztika konkrét értékére a tapasztalati paraméter (tapasz-
talati atlag, tapasztalati szoras stb.) elnevezéssel szokas élni.

Azaz, a véletlen véltozé eloszlasanak elméleti jellemzGjét szeretnénk a tapasz-
talati, mintabol szamitott paraméterek segitségével megbecsiilni.

Legyen 0 (T (Xy,...,X,)) a T (Xy,...,X,) becslés valamely szorodédsi muta-
toja.

T&bbnyire a szorast! valasztjuk szor6dési mutatonak, de érdemes azt is figye-
lembe venni, hogy a § szérdédasi mutatdt a d metrikaval 6sszhangba hozzuk, illetve
akar vizsgalat targya is lehet a metrika és a sz6r6dasi mutaté egymashoz valé viszo-
nya. Példaul ha d (a,b) = |a — b| valasztassal éliink, akkor d-ra az atlagos abszolut
eltérés bizonyos szempontbol jobb (indokoltabb) valasztasnak latszik az atlagos
négyzetes eltérés (szoras) helyett.

A standard hiba igy példaul az alabbi
H(Xl,...,Xn) :u+5(X1,,Xn)

Osszegként definidlhato. Ez felfoghato tgy is, hogy az eljaras hibdja nem mas,
mint a becslés torzitasanak és — pusztdn mert véletlen jelenségeket vizsgalunk —
az eredendd eltéréseknek az egyiittese.

2.2. Definicié. Amennyiben a becslés torzitatlan (tehat v = 0), ugy ha teljesiil,
hogy

lim H(Xi,...,X,) =0,

n—oo
a becslést konzisztens becslésnek nevezziik. Tehat a konzisztens becslés egy olyan
torzitatlan becslés, melynek standard hibaja a mintaelemszam ndvelésével tetszo-
legesen csokkenthetd.

Megjegyzés. A két metrika, d és § szerepe igen eltérs. Vegyiik azt a példat, hogy
attol fuggetleniil hogy mit is szeretnénk becsiilni, mi mindenképpen egy konstans
értéket mondunk: legyen ez 42. Igy a § = 0 esettel allunk szemben — azaz, hacsak
nem 42 a val6di paraméter, amit becsiilni szeretnénk, ugy az eljarasunk ,yéletlen
vizsgalatabol fakadd” hibajat kiiktattuk, csak a torzitas marad.

1A szoéras a variancia négyzetgytke, azaz az atlagtol valo Atlagos négyzetes eltérés négyzet-
gyOke. Azonban ennek viselkedése és igy megbizhatdsaga erdsen filigg a vizsgalt valtozonk elosz-
lasatol, ahogy ezt Lee és munkatarsai dolgozatukban [28] megallapitjak — errdl a késGbbiekben,
részmintak szordsanak tesztelésekor részletesebben szot ejtiink.
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gy a statisztikank josagat mérs d metrikdban a véletlen szerepét kiiktattuk —
de az eljardsunk valddi paramétertsl valo eltérését ettdl még mérni fogjuk.

Amennyiben egyes paraméterekre tobb becslési eljaras is létezik (és altalaban
létezik), akkor a lehetséges becslések koziil az alabbi modon szokas valasztani:

2.3. Definicio. Két becslés koziil azt nevezzilk hatékonyabbnak, melynek
kisebb a hibaja adott mintanagysig mellett.

A fenti definiciok értelmében egy adott paraméterre az elérhetd leghatékonyabb
becslést érdemes valasztanunk (amennyiben az létezik).

Léteznek mas megkozelitések is egy-egy becslés elkészitésének vizsgalatakor.
Vilagos, hogy az eddigiekben azt tekintettiik alapnak, hogy a becsléstinkbdl szami-
tott tapasztalati paraméter és elméleti paraméter varhatéan milyen tavol lesznek
egyméstol.

Becslést alkothatunk agy is, ha mintaban rejls informécionk vizsgélatabol indu-
lunk ki:

2.4. Definicié. Legyen az X (X1,...,X,) fiiggetlen azonos eloszlast minta az
X hattérvaltozo eloszlasabol, amely tehat a 6 paramétertdl fiigg, 0 € ©. Feltessziik
azt is, hogy dim(#) = 1, és hogy © konvex. Ekkor a minta tugynevezett Fisher-féle

informécidja:
9 2
(&Qle(x)) ] >0,

ahol az lg(x) az ugynevezett loglikelihood fiiggvény, azaz a tapasztalati stirtség-
fiiggvény? logaritmusa.

I,(0) = E

Ez vezet az tgynevezett maximum-likelihood becslésekhez, amikor is lényegében
arrdl van szo6, hogy a minta alapjan leginkabb valészind 6 paramétert (eloszlast)
valasztjuk a © paramétertérbdl.

Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy maéasfajta becslési eljarasokat talalhatunk,
ha a

H(Xl,,Xn):u—‘r(S(Xl,,Xn)

hib&bol elindulva igy gondolkodunk, hogy az eltéréseket — annak mértékétsl fiig-
g6en — mas és mas moédokon biintetjiik. Ezt a veszteséget nevezhetjik akar rizi-
konak is (bizonyos hatéarig nem érdekel minket az eltérés vagy a torzitas, mig egy

2A tapasztalati stirtiségfiiggvény lényegében egy oszlopdiagramkeént foghato fel (vagy annak
simitasaként). Technikailag gy kell elképzelni, hogy a valoszintiségi valtozo értékkészletét ekvi-
disztans modon felosztjuk (a valtozot diszkretizaljuk) — majd az adott intervallumok relativ
gyakorisagait abrazoljuk. Az értékkészletet feloszto intervallumok szdmara altalaban /n értéket
valasztanak, ha n < 100, mig 1 + logy(n) értéket, amennyiben n > 100.
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adott hatart atlepve az eltérésekért példaul exponencidlis médon fizetniink kell).
Ilyenkor értelemszerten azt a 6 € © paramétert fogjuk valasztani, ahol a vesztesé-
giink (vagy rizikonk) minimalis.

A becsléseinket sokszor az alabbi megkozelitésben érdemes targyalni: tegyiik
fel, hogy most rendelkeziink két, Ty (X1,...,X,) és Ty (X1, ..., X,,) statisztikaval
(becsléssel) a 6* € © paraméterre.

2.5. Definicié. Ekkor a (T} (X), Tz (X)) intervallum legalabb 1 — e szintii kon-
fidenciaintervallum a 6* paraméterre, ha

P (X) <0 <Tr(X))>1-¢,
ahol € > 0. A 1 — ¢ az ugynevezett konfidenciaszint.

Megjegyezziik, hogy altaldnosithaté barmely f (0*) fliggvényére a paraméter-
nek e fenti felirasa, ilyen esetben a

P(T1(X) < f(6") < Ty (X)) > 1—e
egyenl6tlenségnek kell fennéllnia.
2.2. Hipotézisvizsgalat

Az el6z26 fejezetben megalkottuk a konfidenciaintervallumokat, melyek azzal a
tulajdonsaggal birtak, hogy vagy a 6* € © paramétert, vagy annak valamely fiigg-
vényét tartalmazték adott valdszintiséggel. Ilyenkor azonban déntéseket is tudunk
hozni — mely dontések atvezetnek minket a hipotézisvizsgalatok teriiletére.

A hipotézisvizsgalatok soran — igazodva most a becsléselméletben alkalmazott
jeloléseinkhez — az aldbbi modon jarunk el altalaban: legyen Hy : 6 € O és
H, 10 e @1, ahol @oﬂ@1 =0 és @UU@l = 0.

Fontos feltétele a hipotézisvizsgalatoknak, hogy a T (X)) statisztikénk eloszlasat
Hj esetén ismerniink kell. A dontéshozatal felfoghato olymddon, hogy e Hy felté-
telezés mellett megalkotunk egy — a korabbi fejezetben mar ismertetett, € szintd
konfidenciaintervallumot.

Ez az intervallum az alabbi médon interpretalhatdé: amennyiben Hy feltéte-
lezés igaz, Ggy barmely, adott eloszlasbdl szarmazo minta esetén szamitott T (X))
statisztika értékének legalabb 1 —e¢ valészintiséggel az adott intervallumba kell esnie.

A konfidenciaintervallumot elfogadasi tartoménynak nevezzilkk, mig annak
komplementer halmazat kritikus tartomanynak. Amennyiben a mintankboél sza-
mitott T (X) az elfogadési tartoméanyba esik, gy a Hy nullhipotézis mellett don-
tiink és azt mondhatjuk, hogy a minta nem mond ellent e feltételezésnek (adott
e szinten). Mig ha a T (X) a kritikus tartoméanybdl vesz fel értéket, ugy a H; ellen-
hipotézist valasztjuk és azt mondhatjuk, hogy az adott minta alapjin a
Hy nullhipotézis teljesiilése valoszinttlen (adott € szint mellett), igy e hipotézist
elvetjiik.
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Vilagos, hogy ilyen esetekben két hibat® kévethetiink el: ha a nullhipotézist
nem tartjuk meg, pedig igaz, akkor az tgynevezett elséfaji hibat kévetjiik el — en-
nek valoszintsége legfeljebb ¢, igy elmondhaté, hogy a konfidenciaszint segitségével
az els6faji hiba becsiilhet6. Szokas mind e-t, mind 1 — € mennyiséget szignifikan-
cidnak, vagy szignifikanciaszintnek nevezni — altalaban nem okoz félreértést egyik
vagy mésik hasznalata. Jel6lésben hagyomanyosan « hasznélatos a szignifikancia-
szintre (nem a becsléselméletben hasznélt €).

A masikfajta hibat akkor kovetjiik el, ha a nullhipotézist elfogadjuk, holott
az nem teljesiil. Ezt a hibat mésodfaji hibinak nevezziik és a statisztikai eljaras
ergjével becsiilhets. E hiba mértékét S-val szokas jelolni, és a proba erejét 8 vagy
1—p jeldli (és a szignifikancidhoz hasonléan itt sem szokott félreértést eredményezni
egyik vagy masik mennyiség hasznalata).

Megjegyzés. Fontos kiemelniink: mig az els6faji hiba feliilrsl becsiilhets a
szignifikanciaszinttel, addig a masodfaja hib4at nem tudjuk becsiilni. A hipotézis-
vizsgalati eljarasok (probak) ereje igy altalaban csak adott helyzetben, tapasztalati
tton az adott probléméara vonatkoztatva kimérhet§ mennyiségek.*

2.3. Egy szimulaciés médszer

A szimulécios technikak éltalaban nem talalhatok meg barmely bevezetd sta-
tisztikai kényvben, azonban széles kérben hasznaltak, igy a statisztikai bevezetd
fejezetben ezeket az eljarasokat is ismertetjiik vazlatosan. A bevezetében — miu-
tan a tovabbiakban is csak erre koncentralunk — az tgynevezett bootstrap eljarast
ismertetjiik, mely részletesen megtalalhaté példaul Efron e témaban klasszikusnak
szamito cikkében [15].

A becsléselméletben mér definialt hibéat explicit formédban a legritkibb eset-
ben lehet megadni, igy példaul Monte-Carlo-moédszer segitségével, szimulacidval
becsiilhetjiik.

- (1.) 6(x1,...,x,) a statisztika értéke. (Egy adott X1 = x1,..., X, = x,

realizaci6 mellett.)

Ekkor o(6) = \/Varg (X1,...,X,) a statisztika valodi hibaja.

Ezt tobbnyire lehetetlen zart formaban felirni.

— (2.) Miutan F eloszlast nem ismerjiik, ezért ﬁ—pal, a tapasztali eloszlasfiigg-

3Gondoljunk a farkast kidlto pasztorfit esetére. A farkaskidltds tekinthets az tigynevezett elss-
faji hibanak: nincsen gond a vizsgalt rendszerben, mégis hibaro6l, problémardl tesziink jelentést.
A masodfaju hiba ennek ellentéte, nevezhetjiik struccpolitikdnak — a mesében a harmadik farkas-
kialtas utan a falusiak viselkedése: gond van a rendszerben, és mégsem vesziink réla tudomast.

4Az els6faju hiba mindig azt jelenti, hogy az adott, fix eloszlas mellett sikeriilt egy valoszi-
niitlen mintat venniink, melybdl elutasitottuk a nullhipotézisben feltett eloszlasunkat. Azonban a
mésodfaja hiba azt jelenti, hogy a nullhipotézis nem az, aminek gondoljuk — viszont ez szamtalan
modon bekdvetkezhet, ezért nem tudjuk egzakt moédon megmondani e hiba valoszintiségét, csak
példaul szimulaciokat késziteni az adott, konkrét minta ismeretében. Ugy is fogalmazhatunk, hogy
a dontéshozatalunkhoz minden esetben az adott szignifikancia-szinten dont6, legerésebb probara
van sziikségiink.
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vénnyel becsiiljiik. Ekkor o5 = o <13)5 becsiili o(F)-et.
Itt csak approximaciorol van szoé, hiszen ezt sem tudjuk zart alakban felirni.

Megjegyzés. A tapasztalati eloszlasfliggvény nem mas, mint hogy a lehetsé-
ges realizaciokbol megmondjuk, hogy a véletlen valtozénak adott értékei mi-
lyen valoszintséggel vétetnek fel (folytonos valtozo esetén adott értéknél nem
nagyobb értékeket, vagy milyen valosziniiséggel vesz fel a véletlen valtozo).

E technikéival tehédt egy lépcsds fliggvényt nyeriink, mely a mintaelemek ér-
tékei esetén % fliggvényértéket emelkedik.

A bootstrap eljaras ezek utan egy fiiggetlen, azonos eloszlasu, egyszert, vissza-
tevéses mintavételezés a tapasztalati eloszlasfiiggvény alapjan.

Ez tehat nem mas, mint egy U (X4,...,X,), Xi,..., X, pontokra koncent-
ralt diszkrét egyenletes eloszlas szerint vett djabb és Gjabb véletlen mintavé-
telezés.

Igy tehat egy approximacios eljarast kell végrehajtanunk, mely a kovetkezd
lépésekbdl all.

- (1) F meghatérozasa.

— (i) F-bol fiiggetlen mintavétel —segitségével Xi,..., X, ugyne-
vezett bootstrap minta létrehozésa. Itt be kell tartanunk, hogy
Vi: P(X;=u=;) = . (Minden mintaelem ugyanolyan valésziniiség-
gel veheti fel a realizacioban szerepld kiilonbozs értékeket). Azaz: a
mintdbol fiiggetlen mddon vdlasztunk, visszatevéses mintavételezéssel k
darabot.

— (iii) & = 6(X;, ..., X;) bootstrap masolathdl szdrmazé statisztika ki-
1 k
szamitasa.
— (iv) az (ii) és (iii) lépések B szamu ismétlése. Igy elGallitunk egy
0;,...,0, fliggetlen boostrap masolatbol szarmazé statisztika-becslés
1 B ugg
mintat.

— (v) op approximéaci6 kiszamitasa az alabbi formula segitségével:

ahol

=23 (3).

B
b=1

5

o p az approximéacios eljaras utolso lépésében formalizalasra keriil, mely tehat nem mas, mint

a tapasztalati eloszlas szoréasa.
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Megjegyzés. Ekkor, ha B — oo, ugy a op kozeliti o (F)-et. B optimalis
megvalasztasarol nincsenek kiilénosebb vitak: altalaban elegends 100 és 500 kozotti
bootstrap minta kiszamitasa.

Mas filozdfia alapjan folytathaté addig az (ii)-(v) lépések egymasutanja,
ameddig a lépésenként kiszamitott és korrigalt 5’. valamilyen, elére meghatarozott,
mindséget elGird korlatnal kevesebbet valtozik 1 1épés alatt.

Fontos megjegyezni, hogy az approximécié konvergencidjahoz elégséges feltétel
a véges szorasnégyzet (kozos eloszlast feltételezziink fel itt is az X; valtozokra
nézve), mely — mint azt mar lattuk, a centralis hatéareloszlas tétel teljesiilése miatt
sziikséges.

A bootstrap algoritmus egyik elénye az, hogy a tapasztalati eloszlasfiiggvény-
bél taplalkozva lehet&séget biztosit szamunkra, hogy pl. a tapasztalati kvantilisek
becslésével tapasztalati konfidenciaintervallumokat is meghatarozzunk.

3. Erzékenységvizsgalatok

A bevezetd fejezetek utan ratérhetiink az érzékenységvizsgalatok kérdésére.
Mar a két bevezets fejezetbdl is érzékelhets, hogy a statisztikiban igen fontos —
de gyakran nem elég hangsulyos — teriilet az adatok érzékenységének vizsgalata.

Mas megkozelitésben: a hagyoményos eljardsok sok helyen, sok forméban el-
érhet6k, megtaldlhatok — ezek alkalmazasa azonban feltételekhez kotott. Annak
ismerete, vizsgalata, hogy e feltételek sériilése esetén mi torténik a vizsgilatunk
kimeneti adataival, nem teljesen kidolgozott. Ertjiik ezalatt azt, hogy bar a mod-
szerek gondosan felsoroljék az alkalmazhatosag feltételeit, nem szélnak arrédl, hogy
mit kellene tenni, ha egyes feltételek sériilnek. A koénnyen elérhets programcso-
magok nem feltétleniil tartalmazzak a feltételek vizsgélatait, ennek kdvetkeztében
az alternativ eljarasok végképp nem keriilnek bemutatésra.

3.1. Becslések érzékenységvizsgalata

Becsléseink elkészitésekor harom olyan pont is megemlithets, mely garantéaltan
befolyasolja a becslésiink mingségét, josagat.

1. A d metrika: kiilonb6z6 metrikdkban a becslésiink josagat més és més elté-
rések fogjak befolyasolni — igy azt is megéllapithatjuk, hogy attdl fiigg6en,
hogy mely eltérésekre vagyunk érzékenyebbek, esetleg eltérd becsléseket kell
majd alkalmaznunk.

2. A n mintanagysag: altalanosan megfogalmazhat6 az az elvaras, hogy egy vé-

letlen jelenséget vizsgalva a mintanagysag névelésével egyre jobb becsléseket
nyerjiink — de legaladbbis ne romoljon a becslésiink mingsége.
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3. X véletlen valtozo eloszlasa: e harmadik tulajdonsig nem biztos, hogy elsére
szembetiing, de viszonylag konnyen elfogadhatd, ha arra gondolunk, hogy
egy olyan véletlen valtozé, mely pl. stiriibben vesz fel extrém nagy, vagy
éppen extrém kicsi értékeket, ugyanazon T statisztikira nézve merGben mas
viselkedést tud mutatni, mint pl. egy dichotém véletlen valtozo.

Ezek utan felmeriil a kérdés: a becsléselméletben, egyes becslések alkalmazasa
soran e harom kritérium kozil melyekre rendelkezik a statisztika érzékenységvizs-
galatra vonatkozé valaszokkal, illetve mely teriiletekre kell még esetleg véalaszokat
keresni?

E kérdéskort els6 megkozelitésben az tgynevezett standard hibdk meghatéaro-
zasa jelenti. A standard hibat dltalaban négyzetes moédon hatarozzak meg — mi
ennél altalanosabban, a becslési eljaras hibajarol fogunk szélni.

3.1.1. A metrikik

Jol felfogott érdekiinkben hasznalunk tébbesszamot e részfejezet cimében: nem
mindegy ugyanis, hogy a becslési eljaras véletlentdl valo fiiggését mérd -t szeret-
nénk vizsgilni — vagy pedig a valédi paraméter és a becsiilt paraméter d-vel jelolt
varhato eltérését.

Megjegyzés. Altalanossigban az tgynevezett standard hibat szokés a becslé-
sek esetén meghatarozni, mely az elméleti és a tapasztalati paraméter eltérésébdl
szarmaztatott atlagos eltérés.

A soron kovetkezd példakhoz tartozd vizsgilatokat megtaldlhatjuk példaul
Jones és Gill 1998-as cikkében [24].

Megjegyzés. Tobbszor fogunk élni az alabbi jeloléssel: f («;df). Ez azt jelenti,
hogy az adott f tipusi eloszlas, df szabadsagi fokhoz tartozo, « szignifikanciaszint-
jének tgynevezett kvantilise.

Példaul 1,89 = ¢(0,05;7) azt jelenti, hogy a 7 szabadsagi fokhoz, a = 0,05
szignifikancia-szinthez tartozé kvantilise® az tgynevezett t-eloszlasnak (vagy
Student-féle t-eloszlasnak).

3.1. Példa. Az els6 négy tapasztalati momentum konfidenciaintervallumét az
alabbi médokon hatarozhatjuk meg:

— Atlag:

azaz az atlag esetén kis mintaknal (példaul n < 100) a megfelels szabad-
sagfoku és megbizhatdsagi szintet hasznild t-eloszlas kvantilisével dolgozunk,

8Fz a kvantilis az eloszlasnak az a pontja, melyre igaz, hogy a 7 szabadsigfoku t-eloszlasbol
szarmazo6 véletlen valtozo 1,89-nél kisebb értéket 95, tehat ennél nagyobb értéket 5%-os valoszi-
niiséggel vesz fel.
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nagy mintaknél a standard normalis eloszlas is hasznalhat6 a t-eloszlas he-

lyett.

Megjegyzés. Megfigyelhets, hogy az atlag becslése igy konzisztens: a standard
hibaja a minta végtelenbe tartdsa mellett 0-hoz konvergil — amennyiben

véges a szordsa a vizsgilt véletlen valtozonknak.

— Szoéréas:
—1)g2 —1)e2
(n—1)s <o< (271 1)s
n—1) X(1-g,n-1)
— Ferdeség;:
3 (x;-%)*
= n(n —1)
g1 = N 3 Gl = n—29 g1,
> (x-X)"\
i=1

6n(n —1)
SES = .
\/(n —2)(n+1)(n+3)
Innen a ferdeség konfidenciaintervalluma:
Gi =+ Z(%)SE&

ahol z(g2) nem mds, mint a standard normélis eloszlas eloszlasfiggvénye in-
verzének értéke az § helyen. Ez ut6bbi az alabbi médon is frhato:

Gy

~7Z
SES ’

azaz SGTIS eloszlasa standard normalis”.

— Cstcsossag:
3 (x,-¥)

ay = 2

n—1
Gzzm((n+l)92+6).

7A standard normalis eloszlast szokas Z-vel jeldlni, az eloszlasban valé viselkedést pedig ~

segitségével.
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A cstcsossag standard hibéja:

SEK — 25ES,| -1
- (n—3)(n+5)

Igy a csticsossag konfidenciaintervalluma meghatarozhaté, hiszen

Ga

~ Z.
SEK

E fenti konfidenciaintervallumok meghatéirozasakor felmeriilhet a kérdés, hogy
az atlagra vonatkozo konfidenciaintervallum leggyakoribb alkalmazasa, nevezetesen
az egymintas t-proba miként viselkedik abban az esetben, ha a normalitas feltételét
nem tudjuk garantalni.

Megjegyzés. Egy fontos megjegyzést kell itt tenniink. Majd a késGbbiekben még
latni fogjuk, hogy a normalits esetén nem feltétleniil az a legnagyobb problémank,
hogy az atlagot miként tesztelhetjlik, hanem mar azon is el kell gondolkodnunk,
hogy az atlagot teszteljiik-e egyaltalan?

Gondoljunk itt arra, hogy az atlagnak van egy olyan, sziikségszerti héttérjelen-
tése, melyet az elméleti paraméter okan hordoz: nevezetesen a varhato érték miatt
ha példaul tarsasjatékot jatszunk egy hatoldald dobokockéval, akkor egészen bizto-
san lehetiink abban, hogy — bar a varhat6 értéke a dobésainknak 3,5 — a jatékot
jatszok koziil senki sem véarja, hogy 3,5-et dobjon. Azt azonban mindenki elfo-
gadja, hogy a dobasok fele 3,5 alatt, mig méasik fele 3,5 felett lesz. Kz azonban a
median, tehat ilyen esetben indokoltabbnak latszik ezt tesztelni — még ha meg is
egyezik az értéke szimmetrikus eloszlasok esetén az atlaggal.

Ebben a témaban szamos publikacio latott napvilagot, a teljesség igénye nél-
kiil: a kozelmiltban jelent meg magyar nyelven Vargha osszefoglalo cikke [45] a
Statisztikai Szemlében, illetve idézhets két klasszikusnak szamité, t-préba proba-
statisztikajan modositast javaslo cikk: Johnson 1978-as cikke [23], illetve egy ko-
rabbi, 1949-es cikk Gayentdl [17]. E két utobbi cikkben az alabbi modositasokat
javasoljak a t-proba® probastatisztikajan:

1 (X =)’
trornson =t+ Givn %—FT ;

8A t-proba (vagy student-préba) egy ismert, klasszikus statisztikai proba. Ennek sordn a

vizsgalt nullhipotézisiink: Ho : E(X) = o, probafiiggvénye ¢t = X—H0 ahol X és s megegyezik a

korabbi jelolésekkel. A t probastatisztika tehat a mintabdl szamitott probastatisztika (igy maga is
véletlen), melynek eloszlasa az agynevezett t-eloszlas — amennyiben X véletlen valtozo eloszlasa
normalis, illetve teljesiil a nullhipotézis.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2012)



ERZEKENYSEGVIZSGALATOK A STATISZTIKAI ELJARASOKBAN 79

mig Gayen azt mondja, hogy a szokésos ¢(x) = \/%76_%’”2 helyett az alabbi fiigg-
vényt® hasznaljuk:

G G}
S0 @) + oW + o0 (@),

ahol ¢(") az r-edik derivaltat jelenti, mig G és Go a fent mér definialt tapasztalati
ferdeség és csiicsossag.

Innen azt is lathatjuk, hogy Johnson médositasa a ferde eloszlasok esetén nyujt
segitséget szamunkra, mig Gayen mind a ferdeséget, mind a cstcsossagot korrigalja
modositédsaban.

E fenti paraméterek viselkedésérdl és tulajdonsigairol, illetve a standard hibdk
viselkedésérdl széles korben lehet még tovabbi szakirodalmat talalni, tobbek kozott:

— A kiilonboz6 valtozok, véletlen jelenségek bizonyos paramétereinek (altalaban
atlag) standard hibainak 6sszefoglalé tablazata tobb helyen is megtalalhato,
erre példa lehet [49]. E tablazatokbol arra vonatkozdan kaphatunk informaci-
okat, hogy jol specifikalt véletlen jelenségek esetén, azok elméleti paraméterét
milyen pontossaggal lehetett megbecsiilni — adott mintanagysag mellett.

— Efron és Tibshirani Statistical Science folyoiratban megjelent cikkiikben [15]
empirikus és elméleti eredményeket foglalnak 6ssze a bootstrap metédus kap-
csdn. Fzt az eljarast alkalmazhatjuk kiilénb6z6 paraméterekre vonatkozod
standard hibak és konfidenciaintervallumok meghatarozasara, illetve vizsgal-
jak e modszer altalanos statisztikai tulajdonséagait is (példaul killénb6z6 becs-
lési eljarasokban valo viselkedését).

— Belia és munkatarsai cikkiikben [2] felhivjék a figyelmet az altalunk is feltett
egyik kérdésre, illetve tapasztalatra. E témakdérben ugyanis szdmos anomalia
van jelen: rosszul interpretalt adatokkal és kdvetkeztetésekkel taldlkozhatunk
e szerzbk szerint (tételesen megneveznek idézett cikkiikben tanulmanyokat),
és az altaluk idézett tanulményokban a tanulmanyt jegyzdk konfidenciainter-
vallumok és/vagy standard hibak helytelen meghatarozasa, abrazolasa vagy
értelmezése utan vonnak le hibas vagy megkérddjelezhets kovetkeztetéseket.

— Végiil — egyaltalan nem utolsé sorban, atvezetendd a mintanagysag problé-
méjahoz e kérdéskort — a Judkins altal vizsgalt, Fay-féle eljarasban [25] arrdl
van sz0, hogy becsléslink megbizhatésaga drasztikus mértékben romlik, ha a
mintavételezési eljarasunk sorédn nem tudtuk a mintaelemeink fliggetlenségét

9A hagyomanyos t-probaba kisebb elemszamok esetén a t-eloszlast hasznaljuk, mig nagyobb
elemszam esetén (gyakorlatban példaul 150-nél nagyobb mintaknal) a standard normalis elosz-
last. Gayen azt javasolja, hogy a normalitas sériilése esetén e két, altaldnosan hasznalt eloszlas
helyett e modositottat alkalmazzuk inkdbb. Hangsilyozzuk, hogy Johnson és Gayen moédositéasait
akkor hasznaljuk, ha szakmailag még mindig indokolt az atlag barminemd tesztelése a norma-
litas sériilése esetén. Ellenkezs esetben — ahogy mar emlitettiik — mas kozépértékek tesztelése
indokolt.
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garantalni (ez konnyedén el6fordulhat tébbek kozott szociolégiai vizsgala-
tokndl, hiszen példaul az egy munkahelyen dolgozok, vagy az egy iskolaban
tanulok semmiképpen sem tekinthetSk fliggetlennek). Ennek hatasvizsga-
latat egy korabbi cikkiinkben [44] mutatjuk be esettanulmanyként, ahol az
OECD altal szervezett oktataspolitikai felmérés adatainak elemzésén a kiilon-
b6z6 modszerek hatasmechanizmusét elemezziik. A Fay-féle eljaras egy masik
aspektusat — a mar emlitett, Efronék [15] &ltal is vizsgalt szimulacios elja-
rassal valo kapcsolatat — taglalja Saavedra egy elGadasaban [40].

Megjegyzés. Ez utébbi tanulmannyal ré is vilagithatunk e kérdéskor egy ajabb
problémajara: ha tgy talaljuk, hogy valamely eljaras biztonsagat szimuléciés tech-
nikik segitségével szeretnénk vagy tudjuk vizsgéilni, még akkor sem egyértelmd,
hogy mely szimulacids eljarast valasszuk.

Felmeriilhet e felsorolas utan a kérdés: a hibas dontések e kérdéskor (az érzé-
kenyseégvizsgalat) elhanyagoltsidga, nem kellSen fontosnak tartott mivolta miatt
keletkeznek — vagy valojaban az alkalmazott eljarasoknak kellene olyan biztonsagi
halét tartalmazniuk, melyek a hibas déntéseket is kell6en megsziirik?

Ez alatt érthetjiik példaul azt, hogy az alkalmazok szdmara kdénnyen elér-
hetd statisztikai programcsomagokban az eljarasok nem feltétleniil tartalmazzik
az adott eljarasok feltételeinek teljes vizsgalatat — és ha bizonyosakat tartalmaz-
nak, ugy nem feltétleniil azokat, melyek miatt a tapasztalatok szerint leginkabb
instabilld valhatnak az eljarasok. Egészen pontosan: a programcsomagok altaléd-
ban képesek a feltételek ellenérzésére — csak azok nem feltétlenill képezik egy-egy
eljaras szerves részét. Ne felejtsiik el megemliteni, hogy akar igy is el6fordulhat a
mar idézett LeVay féle fiasko [31].

3.1.2. A mintanagysag

Bizton allithatjuk, hogy e kérdés szakirodalma és e kérdésben elvégzett vizs-
galatok kell§ tampontot tudnak nydjtani barki szamara azon kérdés eldontésében,
hogy egyes paraméterek vizsgalata soran az adott paraméter és a kivalasztott minta
esetszama kozott milyen jellegii Gsszefliggések adodnak.

Els6 feltételezésiink az lehet, hogy a populacidonk, melyet vizsgalunk végtelen.
(Egészen mas a helyzet ugyanis, ha véges populaciokkal dolgozunk, errdl is lesz
még $70.)

A végtelen populiciok esetén az elmélet a konzisztens becslések biztonsagara
hivja fel a figyelmet, illetve azokat a becsléseket részesithetjiik elényben, melyekrsl
Osszefoglaloan azt mondhatjuk el: a mintaelemszam névelésével cskken a korabban
mér definialt hibajuk.

3.2. Példa. A mintanagysig dontéen befolyésolja a becsléseink pontossigat és
igy a belgliik levonhato kovetkeztetéseket is. Tegyiik fel, hogy az altalunk vizs-
galt populacioban a két nem magassagét szeretnénk Osszehasonlitani. A férfiak (1)
és ndk (2) testmagassaganak atlagara és korrigalt tapasztalati szérasara az alabbi
eredményeket kapjuk:
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X, = 180,001 c¢m  s; = 10cm,
Xo=180cm  s9 = 10cm.

A fenti adatok természetesen kitalaltak a probléma érzékeltetése érdekében.
Tegyiik fel, hogy els6 esetben a két minta nagysaga n1 = ne = 100. Ebben az
esetben a kétmintas t-proba prébastatisztikaja:

X - X -2
t = L2 mna (m 12 =2) g 07,
V(g —1) 87+ (ng — 1) 53 ni + ng

azaz nincsen szignifikans kiilénbség a két valtozo kozott, hiszen a szokésos 5%-os
szignifikancia-szint melletti kritikus érték 1,96 lenne.

Azonban ha a mintanagysagot drasztikusan megndveljiik, n; = no = 109
értékekre, ugy t = 2,236 adodik, ami mar szignifikins eltérést jelez. Azaz: a
mintanagysig novekedése — minden més paraméter fixen tartdsa mellett — auto-
matikusan csokkenti az els6faji hiba valdszintiségét, ennek kovetkeztében viszont
anomélidk adédhatnak. Egy ilyen anomalia a fenti: 0,001 cm-es eltérés tehat szig-
nifikans kiilénbségként jelentkezik e probaban — amit igen nehéz komoly eltérésként
értelmezni.

Cohen azt javasolja [12] konyvében, hogy az ilyen helyzetekre alkalmazzuk
kiegészit6 mutatoként az atlagok standardizalt kiilénbségét, mely nem mas, mint

Aconen = T2 = 0,001,
ahol s = 10, a teljes minta korrigélt tapasztalati szérésa.

Amennyiben ez az érték 0,3 alatti, ugy azt mondhatjuk, hogy (bar lehet szig-
nifikins az eltérés), az szakmailag gyenge hatast mutat. Amennyiben 0,7 feletti
A értéket tapasztalunk, gy szakmailag jelentGs eltérésre bukkantunk — a koztes
értékek szakmailag kozepes hatast jeleznek. Azaz: a becslésiink pontossaganak
javuldsa automatikusan eredményezi a stabilabb, pontosabb déntéshozatalt — am
ez nem feltétleniil jelent szakmailag is relevans eltéréseket.'®

Megjegyzés. Fontos kiemelni: a testmagassagokat ilyen modon Osszehasonlito
példankban a statisztikai déntéshozatal addig terjed, hogy megéllapitsuk a szigni-
fikans eltérések jelenlétét. A dontésiink szakmai ut6élete méar nem a statisztika,
hanem az adott, statisztikat alkalmazo tudoméanyteriilet feladata és felelGssége.

10A fenti példaval élve: azért, mert van egy teljes foldkerekséget feldlels becslésiink a fér-
fiak és n6k testmagassagarol, melybdl azt tapasztaljuk, hogy a férfiak magassiga szignifikansan
nagyobb 0,001 cm-rel, nem fogjuk minden épitészeti féiskolan és egyetemen azt tanitani, hogy az
4j tudomanyos eredményeinknek kdszonhetGen minden tjonnan épitends sportlétesitmény férfi-
aknak szant 6lt6z6jébe tegyenek egy kicsivel keskenyebb linéleumot, hogy a magassagbéli kiilonb-
ségeket mostantol korrigaljuk.
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Lehmann egyik, becsléselmélettel foglalkoz6 konyvében [29] szamos tételt talal-
hatunk arra vonatkozédan, hogy a véletlen valtoz6 bizonyos tulajdonsigai mellett
milyen hibahatérok érheték el'!. E koényv mésodik fejezetében egzisztencia allitaso-
kat taldlhatunk, tovabbé olyan feladatokat, problémékat targyal, melyben konkrét
becslésekre (pl. atlag, szoras, kovariancia) hol az tigynevezett riziko, hol pedig a
Fisher-informaci6 segitségével vizsgalja a becslések josagat, illetve elemzi a kivant
mintanagysagot.

Hasonléan ide kothetSk elméleti megkdzelitések alapjan a kiilonb6zé ,nagy
szamok torvényei”, illetve a kiillonbozs, becslésekre vonatkozd egyenl@tlenségek
(Markov, Csebisev).

Annak megvalaszolasara, hogy adott bizonytalansag eléréséhez milyen minta-
nagysagra van sziikségiink tobbféle modon is vélaszt kaphatunk, tobbek kézott:

— Amennyiben ismerjiik a becslésiink eloszlasat, igy meghatarozhaté segitségé-
vel a becslésiink ugynevezett konfidenciaintervalluma. Erre kozismert példa
a mintaatlag és annak standard hibaja [29], de ismert a szoras (mely Cochran
tétele értelmében az atlagtol fiiggetlen modon becsiilhets) konfidenciainter-
valluma is (pl. Cochran cikkében [11] megtaldlhato). Ezeket a formulakat
mar kordbban bemutattuk.

Fletcher és Webster cikkiikben [16] a ferdeség hatasat vizsgaltdk kiilonbozo
becslésekben, mig szintén a ferdeséggel, illetve az eloszlas cstucsossagaval
Osszefiiggésben, ezen két paraméter becslésének josagat vizsgaltdk Wright
és Herrington [47] tanulmanyukban, akik azt tapasztaltak, hogy méar kisebb
mintdk esetén is stabilabb becslés mondhaté e két paraméterre szimulacids
eljarasokkal (6k a bootstrap eljarast hasznaltak), mint a paraméterek ismert
standard hibajanak felhasznalasaval.

Mameli és munkatarsai tovibb is mennek alkalmazéisaikban ennél: 2012-ben
irt cikkiikben nagy mintés'? elemzéseken, orvosi alkalmazasokkal is kiegé-
szitve (illetve valos adatokon tesztelve), Gsszehasonlitjak modszeriiket a ha-
gyomanyos, illetve egy paraméteres bootstrap eljaras eredményeivel.

— Kis mintak esetén felmeriil6 anomalidk feloldasara adnak tdmpontot az ugy-
nevezett ,breakdown point” elemzések (lasd alabb). E témakor kutatasai arrol
adnak szamot, hogy egyes becslések, illetve beléliik szarmaztatott hipotézis-
vizsgalati eljarasok miként viselkednek a minta egyes elemeinek torzulasakor.

HGondoljunk itt arra az egyszerti feladatra, hogy példaul az dtlag standard hibaja a megismert

\im formulaval hatarozhat6 meg. Ha elGirjuk a hibahatart és ismert a szoras, akkor meg tudjuk

mondani, hogy adott széras mellett mekkora mintara van sziikségiink annak érdekében, hogy
varhatoan az el6re megadott hibahataron beliil tudjuk tartani a becslésiinket.

12 A kis és nagy mintak altalaban nem egzakt megfogalmazasok. Egy 20-30 elemszami mintéat
még kis mintdnak szokas nevezni, mig egy 80-100 esetet vizsgald realizacié mar tekintheté nagy
mintdnak. A mintank elemszdma, annak ,nagysaga” altaldban attol fligg, hogy mit is vizsgalunk,
vizsgalatunkban hasznalt probastatisztika mennyire érzékeny. Lasd példaul e fejezet kdvetkezd
pontjaban taladlhato ,breakdown point” analizist.
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Megjegyzés. Gondoljunk itt arra, hogy példaul az atlag szamitésat egyetlen
mintaelem megvaltoztatasa is tetszélegesen moédosithatja — mas megkozelitésben
a mintaatlag instabil paraméternek tekinthets e fent nevezett elmélet értelmében.

Ezzel szemben péld4ul a median lényegesen nagyobb tiréshatarral bir akar még
egészen kis mintak esetén is (példaul egyetlen mintaelem akar végtelenbe tartésa
esetén sem fog nagyfoki ingadozast mutatni).

A breakdown point” elemzés tehat az adott paraméterekre vonatkozoan a becs-
lés egy olyan értéket adja meg, hogy az adott mintanagysdgok mellett a minta
mekkora hanyada moédosithatéd dgy, hogy a minta egésze a becslésre vonatkozdan
ne valjon hasznélhatatlanna.

— Atlag: miutén az atlagot X = » formulaval hatirozhatjuk meg,
vilagos, hogy ha az els6 n — 1 értéket fixnek tekintjiik és X, — oo feltételt
nézziik, Ugy az egész atlagra is teljesiil, hogy X — oco.

X144 X
n

gy a véges ,breakdown point” %, mig asszimptotikusan 0.

— Medidn: az atlaggal szemben ha elképzeljiik, hogy az sorba rendezett minta
[%_IJ legkisebb elemet fixaljuk, ugy lathat6, hogy a felst, ugyanennyi elem
(mediannal nagyobbak) szabadon névelhetéek, a median értékét nem modo-
sitjak.

Igy a véges ,breakdown point” | %=L |, mig aszimptotikusan 1.

Azaz érzékenység szempontjabol a median lényegesen jobban viselkedik, mint
az atlag — hiszen az adataink kozel felét megvéltoztatva is stabilitdst mutat ez az
paramétere az eloszlasnak. Erre vonatkozoan a kévetkezSkben egy példaval is érzé-
keltetni fogjuk a két kozépérték kozotti kiillonbséget egy versenyhelyzet értékelése
kapcsan.

A | breakdown point” elemzésekrdl egy specialis esetben értekezik Camponovo
és Otsu 2012-ben megjelent cikkiikben [10], ahol a szerzGk a késSbbiekben még
szintén targyalt bootstrap eljaras viselkedését figyelték az extrém értékek megjele-
nésének fényében.

Az ezen téma irant érdeklsdd Olvasd szamara egy Osszefoglalo, a fenti példat
is tartalmazo, az egymintés t-proba esetét taglald jegyzetet ajanlhatunk kiindulé-
pontnak, melyet 2006-ban publikéalt Geyer [18] — és mely jegyzetben e téma néhany
alap eredményét foglalja Gssze, illetve ad tAmpontot tovabbi kutatasokhoz, szami-
tasokhoz.

Elmondhaté tehat, hogy bizonyos paraméterek esetén ismerjiik azok becslésé-
nek eloszlasat — igy tudjuk, hogy varhatdéan milyen hibat vétiink a becslési eljaras
alkalmazéisaval. Azonban kis mintak esetén, vagy olyan paraméterekre, melyek
eloszlasa nem ismert, ilyen informacioval nem rendelkeziink.

E helyzetek feloldasara tiinik elfogadhaté empirikus megoldasnak a korabbiak-
ban mar emlitetteken til a kiilénb6z6 szimuléaciés technikak alkalmazasa.
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3.1.3. Véges sokasagok esete

A véges sokasagokrol tobb helyen is szerezhetiink informéciokat, pl. Lehmann
becsléselméleti, tovabbiakban is még idézett konyvében részint a mintavételezési
problémékrol (3. fejezet 6. alfejezet), részint példaul M-becslésekrdl (5. fejezet,
6. alfejezet), melyekre vonatkozoan tapasztalati eredményeket is taldlhatunk az
idézett miben.

E fejezetben kiilon taldlhatunk szdmos informaciét a Huber-féle robusztus becs-
lési eljarasrol (Huber-féle simitott becslésnek is nevezik). A Huber-féle eljaras soran
lényegében kombinaljuk a medidn és az atlag informécioit, ennek segitségével alkot-
hatunk robusztus becslést az atlagra — azonban feltétele az eljardsnak az eloszlas
szimmetridja.

3.3. Példa. Legyen Xi,..., X, fliggetlen, azonosan P, , eloszlasbdl szarmazé

minta, ahol
1 T— U
fu,o’ Ca O’f( e )

alaka'®. Ekkor az M-becslés a u eltolds paraméterre azon t érték, melyre:

" X, —t
ng)( ) — min,
=1 g t

vagy mas megkdzelitésben:

- l’i—t
;w( - >—o,

ahol v = ¢'. Megjegyezziik, hogy a maximum-likelihood becslés esetén
o5 = —log(f), mig vy = —L.

Speciélis esetben a fenti simitési eljaras a kévetkezképpen modosithato, alkal-
mazhato. Adott k konstans mellett az tgynevezett Huber-féle becslés vagy transz-

formécié az alabbi:

k x>k,
Yr(x) =< o —k<zxz<k,
-k x<k.

Megjegyzés. A fenti fiiggveény egyfajta trimmelésként!? is felfoghaté. Azon-

ban mig a trimmelés esetén a kiugré értékektsl megszabadulunk — ezzel a minta

13Feltessziik, hogy az F' eloszlas szimmetrikus, tovabba feltehets, hogy o = 1. Az eljarasban
tehat az eloszlasfiiggvényt ismertnek tekintjiik, a két fenti paramétert pontbecslés segitségével
becstiljiik.

14A trimmelés azon statisztikai eljaras, melyben a kiugré vagy extrém értékeket levagjuk,
kihagyjuk a mintdbol — centralizdlva igy a mintankat, illetve cs6kkentve annak szabadasfokat.
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szabadséagfokat, esetszamaét is cstkkentve — addig itt az esetszam megmarad, csak
egy adott értéken tul a szdmunkra megvalasztott szint (k) keriil az adott szintnél
nagyobb és kisebb esetek helyére. Mas megkdzelitésben a kiugré értékeket egy szé-
munkra beallitott toleranciaszintre kényszeritjiik vissza, ha ugy tetszik centralunk.

Ezt az eljarast vizsgalta, illetve modositotta Hampel munkatarsaival, melyet
2011-ben publikaltak. E simitas azért is lehet fontos szamunkra, mert a simitas
a mintanagysag figyelembe vételével térténik. Tanulmanyukban kitérnek arra is,
hogy az eljarast mind a Huber-féle transzforméciéra, mind a maximum-likelihood
becslésre, mind pedig egyéb M-becslésekre alkalmazzak — raadasul a simitasi elja-
rasukat minden esetben Gssze is hasonlitjdk az eredeti eljarasokkal. Tapasztalataik
szerint a simitott eljaras minden esetben jobb (vagy legalabbis nem rosszabb) ered-
meényeket hozott, mint nem simitott valtozatuk.

3.1.4. A véletlen valtozo eloszlasa

A korabban, a bootstrap szimuldcié kapcsdn mar emlitettiik, hogy a becslés
eloszlasanak ismerete segitségével a bizonytalansig, az eljarasunk érzékenysége vizs-
gélhat6. Azonban azt is tudnunk kell, hogy a véletlen jelenség eloszlasa nagyban
befolyasolja a becslési eljarasunkat (egyaltalan, mar azt is befolyasolja, hogy mely
paraméterekre szeretnénk becslést mondani és mely paraméterek nem érdekesek
szamunkra).

Lehmann [29] t&bb eloszlas esetén is targyalja kiilonboz6 paraméterek becs-
lési tulajdonsagait, azok viselkedését konzisztencia, torzitatlansag szempontjabol,
illetve hatékonysagukat is vizsgélja. Sak és munkatérsai ennél tovabb is mennek
egészen friss kutatési riportjuk [41] tanisaga szerint, melyben azt vizsgaljak, hogy
kiilonb6zd eloszlasok ferdeségi mutatoja miként hat az atlag konfidenciaintervallu-
maéra, illetve ezt milyen empirikus modszerekkel lehet korrigalni. Azt tapasztaltak,
hogy Hall 1992-ben publikalt transzformacioja [20] hatékony eszkoznek bizonyul
annak érdekében, hogy az atlagra vonatkozé konfidenciaintervallumot tovabbra is
zart formula segitségével, szimulaciok nélkiil hatarozhassuk meg.

3.4. Példa. Mig az eredeti t-proba probastatisztikija

t= X —n

)

ﬁ
addig a Hall-féle transzformaécio:

1 1, 1 1 /1.,\°.
=t+—G (=t?+= | +— (=G| 3,
91(t) +\/ﬁ1<3 +6)+3n<3 1>
ahol G; a tapasztalati ferdeség, tehat ilyen szempontbol Hall transzforméacioja a
Johnson-féle, ferdeséget korrigal6 eljarassal rokon'.

15 A t-probanak, mint mar emlitettiik, feltétele, hogy a vizsgalt valtozé normélis eloszlast
legyen. Ennek egyik lehetséges ellendrzése is lehet, hogy a normélis eloszlas — szimmetrikus
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A t-proba korrekciojanak akkor van csak ilyen jellegii jelent&sége, ha a norma-
litas sériilése mellett tovabbra is a varhaté értéket (4tlagot) szeretnénk tesztelni.
A felmeriils probléma érzékeltetésére képzeljiik el a kiévetkezd esetet.

3.5. Példa. Adott két kozépiskolai osztaly, akik futdversenyt szeretnének ren-
dezni. Az OGsszehasonlitias alapja a két osztdly atlagos futésteljesitménye lesz.
Az egyik osztalyban csupa élsportolot talalunk: 27 atlétat és 3 szumobirkdzot.
A masik osztalyban sok atlagos didk mellett (29 {6) egyetlen nagyon tulstlyos didk
is tanul. Azonban e tulstlyos didk — megismerve az ellenfél adottsagait — cselt
eszel ki. A futoversenyt a Margitszigeten rendezik meg, egyetlen kort kell futni.
A didkok nekikezdenek — de tulstulyos egyediink csak sétal, mellette a 3 szumobir-
kézoval. Az atlétdk természetesen gond nélkiil gyorsabbak az atlagos kozépiskolas
didkoknal — de a csel még nem teljesedett ki. Hdsiink beszélgetést kezdeményez
a birkozokkal és a beszélgetést a gasztronémia irdnyéba tereli. Majd a sziget egy
céltol és rajttol egyarant tévoli pontjan lévs talpondllo biiféhez vezeti a gyantt-
lan birkézékat. Ott aztdn pénzt nem kimélve etetni kezdi Sket. A triikk ugyanis
a kovetkezs: a 3 birk6z6 — még akar az utolsdé par méteren le is hajrazhatjak
majd a tovabbra is sétélo, veliik tart6 egyetlen talsulyost — eredményei mar ugyis
olyannyira fogja az egész osztalyuk atlagat rontani, hogy barmely, atlagot 6sszeha-
sonlitoé eljarasban toronymagas gy&ztesként keriil majd ki a teljesen atlagos kdzép-
iskolai osztalyunk. Ez azonban nyilvan amiatt alakulhat ki, hogy az eloszlasaink,
melyek az osztélyokat jellemzik ferdék (példaul tal sok jo/atlagos és aranylag kevés
rossz futd van), tovabbéa az atlagot egyetlen extrém érték is barmilyen iranyba el
tudja mozgatni. Igy az atlag helyett mas mutatéval, eljarassal kellene dénteniink
a két osztaly Gsszehasonlitasaban (ahogy ezt a ,breakdown point” elemzésben méar
megallapithattuk). Ha azt a kisérletet végeznénk el, hogy paronként futtatjuk cket,
mely parokat véletlenszertien valogattuk ki egyik és masik osztalybol, ugy érzékel-
hets, hogy a sporttagozatos osztaly esetén csak minden 10. valasztéis lesz olyan,
ahol az atlagos kozépiskolabol valasztott didknak lenne valami esélye — feltéve,
ha onnan nem a tulsilyos egyedet valasztjuk. Ez utébbi kisérletet sztochasztikus
egyenlSség vizsgalatnak nevezziikk és Wilcox mar kordbban is idézett konyve [46]
tartalmaz ilyen — vagy hasonlé — helyzetekre alkalmazhat6é probakat, eljarasokat.

3.1.5. Osszefoglalé megallapitasok a becslésekhez

Megéallapithatjuk tehat az aldbbiakat:

— Amennyiben ismert az eljarasunkbol szarmazo becslés eloszlasa (pl. a minta-
atlag alkalmazasa ilyen), akkor zart formulék segitségével meghatarozhato az
eljaras standard hibaja (vagy altalanossagban hibaja), melynek segitségével
a becslésiink pontossaga, konfidenciaintervalluma meghatirozhaté. Ennek
segitségével tehat képet kaphatunk arrél, hogy a valészintiségi valtozé adott

lévén — G1 = 0 értékkel rendelkezik, azaz a ferdesége 0. Magyaran, ha azt tapasztaljuk, hogy az
eloszlasunk ferde — pozitiv vagy negativ iranyba ,eld6l”, akkor a ferdeségi egyiitthato segitségével
korrigaljuk a probastatisztikdnk értékeét.
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paraméterének becslése esetén milyen hibakat kévethetiink el: a véletlen jelen-
ségre mennyire érzékeny a becslésiink.

— Amennyiben nem ismert az eljarasunk eloszlisa, gy szimulacios eljarésok
bevetésével tudunk képet kapni arrél, hogy az adott minta sajatossagaibol
kovetkezGen milyen varhatd hibdkat kovetiink el az adott paraméter vagy
paraméterek becslése soran.

— A szimuléciok helyett — a kezdeti tapasztalatok sikeressége okdn — emlithet-
jik példdul Hampel és munkatérsai, 2011-ben publikalt simitasi eljarasat is
[21], mely szintén alkalmazhato lehet annak érdekében, hogy a becsléseink
bizonytalansidgat pontosabban meghatarozhassuk.

Megjegyzés. Fontos kiemelni, hogy a fenti felsorolds messze nem teljes. Példaul
nem széltunk a Bayes-becslések problématikajardl, illetve azok érzékenységérdl,
ezen keresztiil nem adtunk szamot azokrél az esetekrsl, amikor rizikd vagy infor-
maci6 (és nem kozvelteniil az eltérés) alapjan akarjuk véazolni a becslés josagat.
Bayes-becslések érzékenységérsl, annak vizsgalatarol és fliggésérdl pl. az a-priori
eloszlasok!® befolyasarol olvashatunk Lavine 1991-es cikkében [27].

Nem beszéltiink a hianyzo értékek probléméjarol vagy arrél, ha az adott val-
tozéval Gsszefliggd més valtozokroél is rendelkeziink informaciokrél. Errél példaul
Robins és munkatérsai értekeznek kényviikben [39], ahol hidnyzo értékek esetén
valé becslések érzékenységvizsgalatara talalhatunk modszereket, lehet&ségeket.

A témak szertedgazo volta miatt célunk nem is lehetett mindenre kiterjed§ —
tovabbra is a kérdések felvetését tartjuk inkabb fontosnak.

3.2. Hipotézisvizsgalatok

A hipotézisvizsgalatok nyilvan jelentés mértékben Gsszefiiggnek az elézd kér-
déskorrel: amennyiben van becslésiink és tudjuk annak megbizhatdsagat (konfiden-
ciaintervallumét), akkor lényegében hipotézisekrdl is tudunk dontéseket hozni.

Azonban a hipotézisvizsgalat soran tobb, egymastél funkcidéjaban is igen eltérd
hibat tudunk elk&vetni.

3.6. Példa. Tegyiik fel, hogy egy betegséget szeretnénk diagnosztizalni, melynél
az is gondot jelent, ha valakit betegnek mondunk a vizsgalatok alapjan — pedig nem
az, illetve akkor is gondban vagyunk, ha kiengedjiik kezelés nélkiil, pedig sziiksége
lenne ra.

Gondolhatunk itt egy rakos megbetegedésre, aminél a hibas diagnézis barmely
kimenetele veszélyeket rejt: ha nem kezeljiik, akkor esetleg menthetetlenné valik
a beteg, mig ha kezellink egy egészséges pécienset példaul kemoterapidval, ugy
kénnyen megbetegithetjiik.

16 A Bayes-féle becslésekben azt feltételezziik, hogy maga a vizsgalt paraméter is egy véletlen
valtozo, melynek az Ggynevezett a-priori (tapasztalas el6tti) eloszlasa adott. A vizsgalt paraméter
a-posteriori (tapasztalas utani) eloszlasa nem mas, mint az a-priori eloszlas minta esetén vizsgalt
feltételes eloszlasa. A Bayes-becslés pedig az a-posteriori eloszlasboél szamitott paraméterbecslés.
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Nyilvanvaléan vannak betegségek, melyeknél valamely kimenetel nem hordoz
ekkora kockazatot: ha megszirom a mutatoujjamat egy tiivel és a baleseti sebész
nem hajland6 egy teljes miitéstabot Osszehivni a problémam elharitasara, majd
hazakiild — nagy valészintiséggel nem kdvet el végzetes hibat. Maésik oldalrél, ha
egy egészséges embernek C-vitamint irok eld, varhatéan nem fog neki artani, igy
nagyobb gondot sem fogok vele okozni.

A statisztikai érzékenységvizsgalatokra a hipotézisvizsgalatok soran két teriile-
tet fogunk bemutatni.

3.2.1. A proéba erejének és szignifikanciajanak vizsgalata

A préba ereje, illetve a szignifikancia minden esetben az eljaras érzékenysége-
ként kezelhetd.

— A szignifikancia és a kordbban mar targyalt konfidencia, (megbizhatosag)
egymassal lényegében megegyezs fogalmak.

— A proba ereje egy bonyolultabb médon szamolhat6 paramétere a kivalasztott
hipotézisvizsgalati eljardsnak. A préba ereje a vizsgalat ugynevezett mésod-
faju hibajaval analdg fogalmak. A fenti példaval élve, ha a nullhipotézisiink
az, hogy a vizsgélt piciensiink egészséges, gy a masodfaju hibat akkor kévet-
jik el, amikor a betegeket nem részesitjiik kezelésben.

3.7. Példa. A hibak kummulalodasara az aldbbi, altaldban ismert példat em-
litjiik. Tobb atlag Osszehasonlitasat végezziik a varianciaanalizis sordan. Ekkor
hagyomanyosan azt teszteljiik, hogy tobb csoport dtlaga egyezik-e egymassal vagy
sem. Vilagos, hogy a tobb atlag egyidejt, paronkénti 6sszehasonlitdsa nem végez-
hets el fiiggetlen médon — és ilyen esetben az elséfaju hibdk valdszintségének
viselkedésérdl keveset tudunk.

A paros Gsszehasonlitiasok tgynevezett ,,Post Hoc” tesztjeinek szamos véltozata
ismert, ezekbdl a teljesség igénye nélkiil felsorolunk néhanyat. A képletekben min-
den esetben szerepelni fog az M S E-érték, ami nem més, mint a csoportokon beliili
atlagos négyzetes eltérés'”.

Tovabba édltalaban feltételezziik, hogy ha k darab csoport van, akkor minden
csoportban azonos, n esetszammal dolgozunk (mutatunk egy olyan formulat is,
ahol e feltételtdl eltérhetiink).

Ertelemszertien két atlagot akkor nem fogunk szigkifikansan kiilonbozének te-
kinteni, ha a kiilonbségiik konfidenciaintervalluma tartalmazza a 0-t.

— Bonferroni-eljaras: Bonferroni azt javasolta, hogy ha o megbizhatdséagi szinti
dontést szeretnénk hozni, de egymas utdn m darab tesztet kell végezniink, me-

17 Azaz a csoportok atlagaitol vessziik a csoportban 1évs egyedek, részmintak eltéréseinek négy-
zetOsszegét és atlagoljuk — bels6 variancia, vagy hibavariancia néven is ismert. Szabadsagfoka a
fenti jelolésekkel n — k, azaz a teljes létszdm és a csoportok szaménak kiilonbsége.
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lyek egymaéstol nem fiiggetlenek, akkor « szint helyett = szinten dontsiink!®.
Fontos azonban megjegyezniink, hogy ez altalaban feleslegesen szigoru elja-
rast jelent, igy ezt altalaban finomitani szokas.

— Atlagok Bonferroni-6sszehasonlitésa:

— - 2MSE
Xi,o _Xj,o iﬁ(lf%,u) T7
ahol & tehdt 55, ahol m az Gsszehasonlitdsok szama. X, o az i-edik

csoport atlagat jeloli, mig v az MSE szabadsagfoka.

— Atlagok Bonferroni-dsszehasonlitasanak Sidak-féle modositasa:

_ — [2MSFE
Xi,o —Xj), it(l—“Tm,V) T,

1
Ay 1=(1—c)m
ahol - = 3 .

— Atlagok Dunnett-féle 6sszehasonlitésa:

_ _ 2MSFE
Xie—Xjot Di—ak—1u) Y

ahol D az tgynevezett Dunnett-eloszlas'®

tovabbra is M SE szabadséigfoka.

, k a csoportok szama, mig v

— Atlagok Hsu-féle (MCB) 6sszehasonlitésa:

_ 2MSFE
Xie— m;lXXj,- +0D1 k-1
i#]

) n
ahol OD az egyoldali Dunnett-eloszlas.
— Atlagok Fisher-féle (LSD) 6sszehasonlitasa:

b'd ¥ 1 1
Xi,o - Xj@ it(lg,y)\/MSE ( —+ )7
n; ’flj

mely eljaras tehat alkalmazhaté kiilonb6z6 csoportlétszamok esetén is.

18]lyenkor tehat a korabban mar targyalt elsGfaju hiba valdszintiségét drasztikusan lecsék-
kentjiik.

9A Dunnett-eloszlasrol ltalaban tablazat segitségével dontenek [50]. A standard normélis
eloszlas esetén is az eloszlasfiiggvény inverzének tablazatat hasznaljak a statisztikai szamitasoknal,
hiszen az inverznek zart alakja nincsen — igy ez a tablazatos eljaras nem nevezhetd szokatlannak.
A tablazathoz hasznalt, a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényénél lényegesen bonyolultabb
formula megtalalhato példaul Dunlap és munkatérsai cikkében [14], mely cikkben raadasul t&bb
példat is bemutatnak ezen eloszlas alkalmazasara.
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Megfigyelhetd volt, hogy az atlagok egyenlGségének tesztelésekor a részminté-
ink szorasadnak egyenlGsége is feltételként szabhatd — vannak eljarasok, ahol ez nem
feltétel. Azonban a korabban mar emlitett Lee és munkatérsai is megfogalmazzak
2010-ben publikalt anyagukban [28], hogy a szdrasok Gsszehasonlitisa — helyeseb-
ben a részmintak szérdédési mutatdinak egyezése vagy kiilonbdzdsége — egyaltalan
nem trivialis kérdés. Raadasul t6bb tesztet is sszehasonlitanak egymassal szimula-
ciok segitségével, igy a kiilonbo6z6 tesztek numerikus eredményeit is attekinthetjiik
dolgozatukban.

3.8. Példa. Az alabbiakban Osszefoglalunk néhéany tesztet Lee és munkatérsa-
inak cikkébél. Mindezt azért tessziik, hogy jobban ravilagithasunk: amennyiben
a vizsgalt valtozénk normalitdsa sériil, ugy a mar korabban elmondottak alapjan
nem csak a kbzépértékek megvalasztasa lehet problematikus (4tlag helyett példaul
median, atlagok Osszehasonlitasa helyett sztochasztikus egyenl@ség vizsgalat, lasd
Wilcox kényvét [46]), hanem a szorodasi mutatok megvalasztéasa, vagy azok tesz-
telése sem egyértelm.

Két szoéras Osszehasonlitdsara a hagyoményos eljaras az dgynevezett F-proba
(a két variancia hanyadosa alapjan tesztel), melynek feltétele a normalitas és mely-
nek megsértésre kifejezetten érzékeny (lasd péeldaul Klotz és Johnson dolgozatat,
[26] akik — ahogyan a most idézett dolgozat is — az elGszbr ismertetendd tesztet,
mint alternativat ajanljak helyette).

Az aldbbi tesztek tehat mind a Hy : 07 = 03 = --- = o7 nullhipotézis eldénté-
sére szolgalnak.

— Levene-teszt: A Levene-teszt probastatisztikaja:

k S —
W= 1211 ’
(k=1)> (24— Zi)

i=1j

—

ahol N a teljes mintanagysdg, n; az d-edik részminta nagysiga,
Zij = |Yij = Yi|, Y; az i-edik részminta atlaga, Z; a Z;;-k csoportjainak
egyenkénti dtlaga, mig Z a Z;;-k foatlaga, azaz a Levene-teszt az atlagos

abszolut eltéréssel szamol az atlagos négyzetes eltérés helyett.

A fenti W-probastatisztika Hy fennalldsa esetén F-eloszlast kovet k& — 1 és
N — k szabadsagfokkal.

— Moédositott Levene-teszt: lényegében azonos a fenti tesztttel, csak atlagok
helyett mindenhol a medidnt kell hagznalni.

— Z-variancia teszt: Az Overall és Woodward altal 1974-ben publikalt [35]
eljaras a kovetkezs alakot Olti. A probastatisztika:
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F_z:l
E—1"
ci(n; —1)s? i
Z; = =y fei(ni—1) = -,
i MSE cni—1)—5

ahol ¢; = 2 + %, s? a korrigalt tapasztalati variancia, n; az adott részminta

mintanagysaga, M SE pedig a mar kordbban ismertetett négyzetes eltérés.

Ekkor Hj fennallasa esetén Z; eloszlasa standard normalis, tehat a fenti F-
probastatisztika eloszldsa F-eloszlas, k — 1 és oo szabadsagfokkal.

Az Overall-Woodward-féle médositott Z-variancia teszt: 1976-ban a
mér hivatkozott Overall és Woodward szerzéparos ijabb dolgozatukban [36]
modositottak az eredeti ¢; értékeket az alabbira:

1,6(n;—1,8K+14,7)

2,9+ 22\
S !

ahol n; tovabbra is az i-edik részcsoport mintanagysaga, tovabba:
/ Tlfnjl S?
4
> Zi;
7

ni72.

Zij =

K =

O’Brien-teszt: Az O’Brien altal publikilt proba [34] azt mondja, hogy a
hagyoméanyos F-probat médositsuk olymodon, hogy az eredeti probédban hasz-
nalt Y; ; értékeket modositjuk az alabbi modszerrel:

V N (’/L, - 175) n; ()/” —?2)2 - 075812 (nL - 1)
v (ni —1) (n; —2) ’

ahol az alabbi jeloléseket alkalmaztuk:

v, ==
1 nz b)
Z:‘ (Vi = %3)’
2 _ J=1
S, = —_—
¢ n; — 1
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a megfelel§ részcsoportatlagok és részcsoportvariancidk, tehat lényegében Y ;-
ket a fenti V;; értékekre cseréljiik, és ugy alkalmazzuk az eredeti F-probat.

Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy ilyenkor fennall az aldbbi egyenl@ség:
82 _ Vz _ Z 5] .

i ni

Megallapithatjuk, hogy amennyiben a normalitas nem teljesiil, ugy a szérodasi
mutatoknal sem feltétleniil a szérast kell valasztani, hiszen lathato, hogy a széras
nem feltétleniil a lehetséges legjobb, valamely kézépértéktsl vald atlagos eltérést
meérd, jol interpretalhaté mennyiség.

3.3. Egy biostatisztikai megkdozelités: ROC-gorbék alkalmazasa

A masik megkozelités a hipotézisvizsgalatok esetén a biostatisztika?® egyik
bevett eljardsa. A tovdabbiakban a kiévetkezd jeloléseket fogjuk alkalmazni:

Er Erzékenység

Fa Fajlagossag

N4, | Nem hibés, pozitiv tesztek szdma

Ny Hibéas pozitiv tesztek szama

N_, | Nem hibés, negativ tesztek szama

N_n Hibas negativ tesztek szdma

Megjegyzés. 'Tehdt N, , + N_ a betegek, mig Ni , + N_ , az egészséges
egyedek szama. Erzékenységnek (sensitivity) nevezik annak valoszintiségét, hogy

egy beteget a teszt valéban betegnek mutat. Mas megkozelitésben:

Er = L
Ny, +N_p
Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy egy mésik, ezzel analég fogalom is gyakran
hasznalatos a biostatisztikaban. A fajlagossag (specificity) megmutatja, hogy mi
a valdszintisége annak, hogy negativ tesztet kapunk abban az esetben, ha az illetd
tényleg egészséges. A fenti jelolésekkel:

N_,

Fo=—7-7—7.
New+ Ny

20Fontos megjegyezni, hogy az tigynevezett ,tulélési statisztikak” e bevett grafikus elemzési
eszkdzét szamos teriileten — igy nem csak a biostatisztikiban — alkalmazzak. Igy példaul a
pénziigyi statisztikai eljarasokban is szamos felhasznalasa ismert: egy betegségben val6 elhalalozas
a cégek szamara a cs6deljarasként foghato fel. A modellek ilyen szempontbol tehat rokonsagban
allnak egymaéssal.
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Az érzékenység és fajlagossag téméajaban is fontos mérniink, hogy e két mennyi-
ség milyen hibahataron beliil mozoghat. Ez lényegében nem mas, mint annak mé-
rése, hogy bizonyos statisztikai probak elsé és masodfaja hib4ja miként alakul.

E biostatisztikai témakorben szamos publikacié késziilt — melyek olykor pont
e teriilet érzékenységvizsgalatat nem érintik. Erre hozhat6é példaként Bender és
munkatarsainak elemzése [3] Brenner és Gefeller dolgozatarol [5], ahol a szamitéaso-
kat reprodukalva mutattak arra ra, hogy a becslésekben, melyeket a szerzok tettek,
szdmos megkérdjelezhetd pont van.

Az orvoslasban persze adott egy igen egyszeri — bar nem feltétlentl kolt-
séghatékony ellenszere a téves diagnozisok sziirésének. Ez pedig nem més, mint
amit Diepgen és Coenraads feszeget cikkiikben [13]: t6bb tesztet futtatnak egy-egy
diagnozis felallitaséra. A t6bb teszt futtatasa, Osszefliggéseinek matematika saja-
tossdgaira, statisztikai hibainak kummulalédasara vagy éppen sziikitésére hivjak
fel munkajukban a figyelmet egy igen konkrét diagnosztikai eljaras kapcséan.

Az orvosi alkalmazasok soran nyilvan nem csak ilyen helyzetek addédnak. Egyes
betegségek esetén a dontést és a becsléseket altalaban logisztikus regresszio?!
alkalmazasaval és ugynevezett ROC-gorbék elemzésével szoktédk megoldani.

3.1. Definicio. Tegyiik fel, hogy adott k darab, Xi,..., X) véletlen viltozo,
melyek segitségével az Y bindris valtozo lehetséges értékeinek bekovetkezési valo-
szinliségét szeretnénk meghatirozni adott =1, ...,z realizacié esetén.

Vilagos, hogy P(Y = 1) meghatarozasa elegendd, hiszen

PY=1)4+P(Y =0)=1.

A logisztikus regresszio modellje azt mondja, hogy

eBotB1 X1+ +Bk Xy

P =11X1,.., Xe) = 1 + eBotBi X1t +Bk Xk

alakban keresendd.

Innen is vildgosan latszik, hogy a logisztikus regresszio egyfajta lehetséges
modellje a bekdvetkezési valdsziniliség meghatarozésanak, adott realizacié mellett.
A labjegyzetben is olvashat6, Boros Endre és munkatéarsai altal jegyzett [8] cikk
éppen e helyzetek mésfajta megkozelitésére ajanl alternativat egy, a logiszitkus
regresszié modelljétsl teljesen mas megkozelités alkalmazasaval.

21 Jegyezziik meg, hogy nem csak logisztikus regressziot lehetne alkalmazni egy-egy ilyen oszta-
lyozéasi eljaras soran. Példaul Boros és munkatéarsainal kdnyvet is olvashatunk [7] a Logical Analy-
sis of Data (LAD) eljarasrol, mely szintén egy binaris osztalyozéas, ahol azonban nem statisztikai,
hanem optimalizalasi technikdk segitségével dolgoznak. Konkrét implementacioit is adjak Boros
és szerzétarsai dolgozatukban [8], ahol pszichometriai, miiszaki és gazdasagi adatokon egyarant
bemutatjak eljarasukat, numerikus eredményekkel alatamasztva. Erdemes tehat arrél is tudnunk,
hogy a logisztikus regresszié nem feltétleniil az egyetlen olyan eljaras, melynek segitségével binaris
valtozok eloszlasarol szerezhetiink informaciot — sét.
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Megjegyzés. A ROC-gorbékkel az egységnégyzetben abrazoljak a érzékenység
(sensitivity) és fajlagossag (specificity) kozotti Osszefliggéseket. Mig az x tengelyen
az 1 — Fa, addig az y tengelyen az Er érték (ardny) helyezkedik el.

Bar szamos helyen fellelhets e modszer (1asd példaul [43]), egy egyszertd példan
keresztiil kénnyen bemutathaté mind az alkalmazas, mind pedig a gorbe elkészi-
tésnek metddusa. A ROC-gorbéhez e feladat Buza Krisztian jegyzete [48] alapjan
késziilt.

3.9. Példa. Tegyik fel, hogy lazat szeretnénk mérni, 1az alapjan pedig valamely
betegséget diagnosztizalni, mely betegség altalaban lazzal jar — de persze nem
minden esetben, illetve nem minden lazas szenved ebben a betegségben.

A mintankat mar testhémérséklet szerint sorrendbe rendeztiik a jobb atlatha-
tosag kedveéért.

v, - | - -] - -] - B T I e
M | 36,4 | 36,4 |36,5| 36,6 |36,6 | 36,6 |36,7|368|37,5|37.6 | 39| 39,2

Azaz: a valosagban (V) a /7 jel azt mondja, hogy egészséges, nem szenved e
specifikus betegségben, mig a ,+” azt mondja, hogy beteg. A modellben (M) pedig
a testhdmeérsékletekkel modelleziink, tehat azzal szeretnénk meérni, diagnosztizalni.

A ROC-gorbéhez ki kell szamolnunk az igazi pozitiv (N4 ), a hamis pozitiv
(N4 1), igazi negativ (N_ ,) és hamis negativ (N_ ;) értékeket. Sziikségiink lesz
az igazi pozitivok (Er) és a fals pozitivok (1 — Fa) aranyara a betegek és az egész-
ségesek kozott a testhGmérséklet kiilonbozs, értelmes értékei esetén, hiszen az y és
z tengelyek rendre ezeket az ardnyokat mutatjak.

A testhémérséklet kiilonb6z6 szintjein kell hat eldonteni, hogy hany helyes és
hany helytelen diagnozis lenne a fent adott modellel a betegséget illetGen (tehat a
tablazat els6 4 sordban az adott moédon besorolt betegek szamat jeldljiik, az also
két sorban pedig az ardnyokat). A sorok elején a mar korabban definialt jeloléseket
hasznaljuk.

A tablazat els§ sordban az értelmes testhémérséklet vagopontokat tiintettiik
fel. Amely értékbdl tobb is volt, azt zarojelben szerepeltetjiik.

Homeérséklet | 36,4 (2) | 36,5 (36,6 (3) 36,7 | 36,8 | 37,5 | 37,6 | 39 | 39,2 |FIN
N, 3 3 3 313 (3| 22 0
Nip 9 7 6 3 21 [1]01] o010
N_, 0 2 3 6 | 7| 8 | 8 | 9 9
N_, 0 0 0 olo o | 1] 1] 2]s3
Er 1 1 1 1| 1|1 |2/3[23|1/3]0
1-Fa 1 7/9 1 6/9 |3/9[2/91/9/1/9] 0 | 0 |0

A tablazat kitoltésének modjara vegylink egy konkrét cellat. Az N, j sorban
tehat azt vizsgaljuk, hogy a testhGmérséklet adott értékének vagdpontként vald

Alkalmazott Matematikai Lapok (2012)



ERZEKENYSEGVIZSGALATOK A STATISZTIKAI ELJARASOKBAN 95

definislasaval hany darab fals, pozitiv eredményt kapnank. Igy példaul ha 36, 5C°-
os testhémérésékletet vagopontként kezelve, a 36, 4C°-0s pécienset nem tekintenénk
betegnek, azonban tovabbra is maradna 7 darab fals, valésaghan egészséges pacien-
stink, akiket betegnek jeleztiink (és lenne természetesen 3 darab, valdésagban beteg
paciensiink helyesen azonositva).

Altalanossagban: ha a gorbe dtmegy az egységnégyzet bal fels§ sarkan, akkor
téves diagnozis nélkiili eljarast sikeriilt alkotni. Minden gérbe esetén fontos tehat
annak alakja, hiszen minél jobban kozeliti a gorbe a bal fels6 sarkot, annal preci-
zebb, pontosabb diagnoézist lehet az eljarassal felallitani. Azonban a gorbe alakjan
kiviil a gorbe alatti teriiletnek is jelentése van: lényegében a tesztiink hatékony-
sadganak meérdszama (a bal els6 sarkon atmend esetben a teriilet 1, tehat ilyenkor
a leghatékonyabb, mig egy olyan gdrbe esetén, ami a négyzet bal als6 sarkat a
jobb fels6 sarokkal Gsszekots atlojat mutatja lényegében pénzt is dobalhatnénk
dontéshozatal helyett).

A példankhoz tartozd abrat az utolso két sor alapjan elkészitettiik, tehét az
als6 két sorban taldlhato értékek a goérbe koordinatéi:

0,8

0,6

0,4

0,2

1. Abra. ROC-gdrbe az igazi pozitiv és fals pozitiv aranyok szerint

Az abra elég jol kozeliti a bal felsg sarkot, tehat azt mondhatjuk, hogy a fenti
példaban egy kellGen jol viselked6 modellt tudtunk alkotni: a gorbe alatti teriilet
3—?, tehat a helyes diagnoézisok valészintsége magasnak mondhaté.

A dontéshozatalra, illetve alkalmazasukra szamos példa hozhatéd fel — pusz-
tan a moédszert és annak értelmezését lathatjuk Goldstein és munkatarsai, 1906
ongyilkossagot tulélteken elvégzett pszichidtria kutatésaban, illetve annak doku-
mentaciéjaban [19].

Egy elméleti, a ROC-gorbék elemzésében alkalmazott mennyiségek x2 statisz-
tikak segitségével vizsgalo cikk olvashato Bennettdl [4], aki teljesen elméleti megko-
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zelitésben targyalja — majd sajat vizsgilati eredményein teszteli is a diagnosztikai
eljarasok ilyedtén vald becslését, illetve becslésének josagat.

3.4. Megjegyzések a hipotézisvizsgalatokhoz

Nem érintettiik itt a hipotézisvizsgalatok soran az 6sszes létezs lehetGséget a
probak lehetséges hibainak tesztelésére. Vildgos, hogy minden statisztikai préba
csak bizonyos — szigoribb vagy kevésbé szigorin — feltételek mellett viselkedik opti-
maélisan. E feltételek sériilése esetében kiilonbozdé robusztus eljarasok valaszthatok
— azonban e valasztasok soran sem elhanyagolhaté, hogy a ,hagyoményos” eljaras
feltételei, mely eljaras helyett most e robusztusat valasztottuk, milyen mértékben
sériilnek.

A sériilés mértékének, mindségének kovetkezményeire ritkan talalhatunk egzakt
moédon is igazolhato, megbizhato és kalkuldlhato6 eljardsokat — azaz, amit példaul
a student-féle t-proba esetén jol koriiljarhato teriiletnek gondolunk.

A t-proba esetén a ferdeség, cstucsossig — vagy dltalanosabban a normalitas
hidnya esetén vilaszthato robusztus tesztek megbizhatosagara Vargha 2003-as cikke
[45], vagy a proba erejének vizsgalatira a normalitds sériilése esetén Srivastava
1958-as dolgozata [42] lehet példa. Ez mas hipotézisvizsgalati modszerek esetén
messze nem tilinik kérdések nélkiili teriiletnek, illetve elméleti hattere — a fellelhets
szakirodalmak alapjan — nem latszik ennyire koriiljartnak.

4. Osszefoglalas

E téméban tobb Gsszefoglalé mi is sziiletett, melyek tampontot, kiindulasi
alapot adhatnak a kiilénbo6z6 statisztikai tesztek, illetve azok robusztus valtozatai-
nak megismeréséhez (példaként emlithetjiik Gsszefoglalo anyagként Wilcox konyvét
[46], melybd] szamos hagyoméanyos modszert, és azok tobb robusztus valtozatat is
megismerhetjiik).

Megéallapithato, hogy a statisztikai vizsgalatok jelent&s hanyada a bemeneti
adatok valtozasait vagy valtozékonysigat — amiatt, hogy eleve valdszintiségi valto-
zokkal dolgozik, melyek sziikségszertien valtozékonyak kisebb-nagyobb mértékben
— kezelik valamilyen formaban. A leggyakrabban ez olymo6don jelenik meg, hogy az
eljarasok megfelels biztonsagi szinten valo alkalmazasat feltételekhez kotik (a vé-
letlen valtozé eloszlasanak pl. normalis volta, csoportok szérdsdnak homogenitasa,
stb). Amennyiben e feltételek sériilnek, tigy az adott eljaras valamely korrekcios
— robusztus — valtozatat javasoljak. Ezen esetben az eljarasokban mindenképpen
jelen 1év6 hibakat (hiszen véletlen jelenségek alapjan hozunk dontéseket) altalaban
megfelel§ szinten lehet tartani.

Mas esetekben viszont nem ismertek azok a matematikai alapok és vizsgalatok,
melyek biztositandk az eljarast alkalmazok szamara azokat a stabilitasi kritériumo-
kat, melyekkel a hibas doéntések valészintisége meghatarozhaté, uralhaté. Igy pl.
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empirikus eszkozok segitségével — szimulacios eljarasok — az adott tapasztalati el-
oszlasok vizsgalataval kimérhet6k az alkalmazott eljarasok hibai. Ha a hibdkat e
modszerekkel nem is tudjuk kikiiszobdlni, azok mértékével tisztaban lehetiink — és
igy tovabbra is megalapozott dontések hozhatok.

Szintén empirikusak, de nem feltétleniil igényelnek nagyobb gépigényt — illet-
ve a kezdeti tapasztalatok alapjan kis mintak esetén is miikodsképes alternativat
jelenthetnek — a simitasi eljarasok. Segitségiikkel robusztus becslések készithetsk
— stabilabba, kevésbé érzékennyé téve igy az eljarasunkat, illetve a segitségiikkel
meghozott dontéseinket.

Természetesen — ahogy jeleztiik, nem torekedtiink cikkiinkben a statisztika
minden teriiletének lefedésére. Nem beszéltiink példaul a kiillénb6z8 regresszids
technikdk megbizhatosagardl, a Bayes-becslések érzékenységérsl vagy az idGsorok
esetén alkalmazhat6 kiilonb6z8 technikikrol és felmeriilé problémakrol. Célunk
pusztan az volt, hogy két, egyszeribb teriiletet kiragadva, azok segitségével vazol-
juk a probléma &ltalanos mivoltat, nagysigat és fontossagat.
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SENSITIVITY ANALYSIS IN A STATISTICAL PROCESSES
SzaBoLcs TAKACS

An important aspect of many mathematical process is sensitivity analysis. In these analysis
we investigate the change of output data — result and behavior — when changes are made to the
input. It is of interest what type of changes in the input doesn’t affect the results — or which
type of modifications in the inputs results in larger or smaller scale changes to the output.

In the various fields of statistical processes, sensitivity has different a meaning. As an
example, it has different meaning in estimation or in hypothesis theory — or in the different
modelling processes.

In this paper we are not aiming to address all the various questions about sensitivity in
the fields of statistics — instead we embark on providing an insight to the wide spectrum of the
applications involved with sensitivity analysis, while also drawing attention to the importance of
these analysis.

The paper will not state new theorems — but rather it raises several open questions of interest
which have arisen in recent statistical research projects.
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