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ÉRZÉKENYSÉGVIZSGÁLATOK A STATISZTIKAI ELJÁRÁSOKBAN

TAKÁCS SZABOLCS

Bizonyos matematikai eljárások fontos, kihagyhatatlan része az úgyneve-
zett érzékenységvizsgálat. E vizsgálat során arra vagyunk els®sorban kíván-
csiak, hogy a különböz® inputadatok megváltozása következtében feladatunk
megoldása (eredménye) milyen mértékben változik − illetve milyen viselke-
dést mutat. Érdekes kérdés lehet az is, hogy milyen input változások esetén
nem módosul a megoldás, ahogyan az is, hogy mely input adatok lesznek
nagyobb, mely input adatok pedig kisebb hatással a kimeneti adatok válto-
zásaira.

A statisztikai kérdésfelvetések során más és más területeken eltér®
fogalmi háttérrel vizsgálhatjuk ezt a jelenséget. Ahogy majd látni fogjuk:
mást jelent az érzékenység a becsléselméletben, mást egyes hipotézisvizsgá-
lati módszereknél és megint mást jelent az els®sorban modellezésre használt
eljárások esetében.

Cikkünkben nem kívánunk teljes betekintést nyújtani e vizsgálati mód-
szerek széles tárházába és alkalmazásába − pusztán arra vállalkozunk, hogy
felvázoljuk e terület széles alkalmazási spektrumát. Szeretnénk továbbá fel-
hívni a �gyelmet ezen − általában kiegészít® − eljárások fontosságára.

A cikkben nem célunk új matematikai állítások megfogalmazása − sok-
kal inkább bizonyos kérdések felvetése, melyekre a cikk megírása során tett
kutatómunkánk kapcsán nem találtunk megnyugtató válaszokat.

1. Bevezet®

A statisztika az egyik leginkább alkalmazott területe a matematikának: számta-
lan területen jelen van kutatási eszközként, alkalmazói pedig nem feltétlenül mate-
matikusok. Például Prékopa [37] m¶szaki alkalmazásokat tartalmazó könyve is
segédanyagként szolgálhat azok számára, akik nem matematikusként, de m¶szaki
területeken kívánják a statisztikát alkalmazni. Azonban a könyv nem tartalmazza
(mert nem is tartalmazhatja) a tudományterület néhány olyan sajátosságát, me-
lyek az utóbbi évtizedekben kezdtek teret nyerni, hiszen jellemz®en mind számítás-
igényes eljárások.

Számos tudományterület foglalkozik azzal a kérdéssel, hogy egyes kísérletek
végeredménye milyen mértékben, illetve milyen módon függ a bemeneti adatoktól.
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Mely bemeneti adatok azok, melyekre nézve a kísérlet stabilitást mutat és melyek
azok, amelyek esetleg az egész kísérlet érvényességét veszélyeztetni tudják?

A kísérletek érvényessége, eredményessége − ha úgy tetszik, a kimeneti adatok
bemeneti adatoktól való érzékenysége − fontos kutatási sarokpont, melyre nem
minden kutatási folyamat során jut elég �gyelem, vagy ha úgy tetszik, nem is
feltétlenül vizsgálat tárgya egyes kísérletekben.

Egyre gyakrabban olvasni olyan tudományos, vagy tudományt népszer¶sít® cik-
keket, ahol a bemeneti adatokkal való, nem eléggé körültekint® bánásmód
téves, vagy legalábbis nem igazolható következtetések levonására adott okot. Erre
lehet példa LeVay, a Science folyóiratban megjelent tanulmánya [31] − melyet az-
óta többen is megkérd®jeleztek, illetve eredményeit cáfolták. A szerz® e cikkében
HIV-fert®zött homoszexuális és nem HIV-fert®zött, heteroszexuális fér�akat vizs-
gált haláluk után, és agyi struktúrájukban markáns eltérésekre bukkant. Azonban
a halál közvetlen okaként szolgáló betegséget �elfelejtette� vizsgálata tárgyává tenni
− kés®bb kiderült, hogy az eltérésekért nem a szexuális beállítottság, hanem maga
a HIV-vírus a felel®s (lásd pl. Bayne és társai tanulmányát, melyben kifejtik, hogy
többek között a HIV-vírus okozta elváltozások kisz¶rése után semmifajta hatását
nem tudták kimutatni a szexuális orientációnak).

A kérdés persze úgy is felvethet®, hogy ebben az esetben a �gyelmetlenség
okozta-e az adatokban való különbségek hibás értelmezését − vagy egy olyan szo-
kásjog esetleges megléte, mely a bemeneti adatok különbségeiben való alaposabb
vizsgálódás hiányát eredményezhette?

Ugyanis statisztikai oldalról persze úgy értelmezhet® a kérdés, hogy a HIV-
státusz �gyelmen kívül hagyása, vagy ha úgy tetszik, nem megfelel® kezelése olyan
különbségeket eredményezett a kimeneti adatokban, melyekb®l az azóta megjelent
tanulmányok szerint, téves következtetés sikerült levonni.

Így persze felvet®dik a kérdés: a statisztikai eljárásoknál az érzékenység
(a bemeneti adatok változékonyságának, vagy változásának a kimeneti adatok vizs-
gálatának fényében) maguknak a módszereknek sajátja, vagy külön is érdemes
rájuk kitérni?

Cikkünkben megpróbáljuk néhány statisztikai terület esetén az �érzékenység-
vizsgálat� analóg fogalmait bemutatni, illetve kitérni a fenti kérdésre: a statisztikai
eljárásoknak e vizsgálat sajátja kellene, hogy legyen? Vagy netán a különböz®
eljárásoknál − a bemeneti adatok bizonyos anomáliái vagy tulajdonságai esetén −
kiegészít® vizsgálatokra lenne szükség?

A cikkben három nagyobb egységet különíthetünk el. Az els® nagyobb fejezet-
ben az egész cikk során használt statisztikai módszerek rövid, áttekint® bemuta-
tását olvashatjuk. Külön kitérünk a becsléselmélet és a hipotézisvizsgálatok f®bb
pontjaira. A második rész az érzékenységvizsgálatokról szól a statisztikai módsze-
rek alkalmazása esetében. 3 nagyobb részfejezetre bontottuk a kérdést: érzékeny-
ségvizsgálatok a becsléselméletben, ahol a módszereket részint a mintanagyság,
részint pedig a vizsgált paraméterek esetére osztályoztuk. A második részfejezet-
ben a hipotézisvizsgálatok esetét tárgyaljuk, külön kitérve bizonyos speciális mód-
szerekre, nem hagyományos statisztikai eljárásokra. A harmadik részfejezetben
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egy biostatisztikai módszert mutatunk be − egy konkrét példán is végigvezetve az
olvasót.

2. Statisztikai bevezet®

E fejezetben bemutatjuk azokat a statisztikában használt de�níciókat, illetve
fogalmakat, melyekre a cikk olvasása során szükségünk lehet. Alapvet®en három
területre koncentrálva gy¶jtöttük össze ezeket a formulákat: egyik oldalról a becs-
léselmélethez kapcsolódó eljárásokra és elnevezésekre koncentrálunk, másik oldalról
pedig az ezzel er®sen összekapcsolható hipotézisvizsgálati fogalmakat is szeretnénk
bemutatni.

A harmadik terület valójában algoritmusok gy¶jteménye: szimulációs techni-
kák, melyeket statisztikai eljárások során alkalmazhatunk. Egy szimulációs mód-
szert mi is bemutatunk e fejezet végén.

2.1. Becsléselmélet

Az alább található bevezet® de�níciók lényegében bármely, bevezet® statiszti-
kai könyvben, jegyzetben megtalálhatók. Angol nyelven Lehmann pontbecslésekr®l
szóló könyve [29], magyarul akár Borovkov [9], akár Bolla és Krámli [6] frissebb ki-
adású könyvei említhet®k, illetve egyetemi jegyzetek formájában szintén magyar
nyelven Prékopa [37] vagy Mogyoródi [33] munkái lelhet®k fel.

A becsléselmélet alkalmazása során az alábbi statisztikai kérdésekre keressük a
választ.

Legyen adott egy X véletlen változó és egy (Ω,A, P ) valószín¶ségi mez®.
Az X : Ω → R valószín¶ségi változónk adott θ paraméterét szeretnénk megbe-

csülni. E kérdésfelvetésre azért is szükség lehet, mert a becslési eljárások számos
módon függhetnek vizsgálatunk tárgyát képez® paramétereinkt®l.

Amiben minden becslési eljárás megegyezik: veszünk egy X1, . . . , Xn, n elem¶
mintát, mely minta segítségével:

T (X1, . . . , Xn) : Rn → Θ

statisztika alapján becslést készítünk θ ∈ Θ paraméterre.
Becslésünk jóságát általánosságban a

d (T (X1, . . . , Xn) ; θ) ,

megfelel® d metrikában mért eltéréssel mérhetjük.

Megjegyzés. Gyakori a d (a, b) = (a− b)
2 négyzetes eltérés használata, alkal-

mazása.

Legyen E (T (X1, . . . , Xn)) = θ∗ és jelölje u = θ∗ − θ a statisztikai eljárásunk
torzításának mértékét.
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2.1. De�níció. Amennyiben u = 0, úgy a T (X1, . . . , Xn) becslést torzítatlan
becslésnek szokás hívni.

Megjegyzés. Általában nem ad félreértésre okot, de érdemes megjegyezni, hogy
θ∗ elméleti paraméter (pl. elméleti átlag, elméleti szórás, elméleti ferdeség, elméleti
csúcsosság).

A T (X1, . . . , Xn) statisztika konkrét értékére a tapasztalati paraméter (tapasz-
talati átlag, tapasztalati szórás stb.) elnevezéssel szokás élni.

Azaz, a véletlen változó eloszlásának elméleti jellemz®jét szeretnénk a tapasz-
talati, mintából számított paraméterek segítségével megbecsülni.

Legyen δ (T (X1, . . . , Xn)) a T (X1, . . . , Xn) becslés valamely szóródási muta-
tója.

Többnyire a szórást1 választjuk szóródási mutatónak, de érdemes azt is �gye-
lembe venni, hogy a δ szóródási mutatót a d metrikával összhangba hozzuk, illetve
akár vizsgálat tárgya is lehet a metrika és a szóródási mutató egymáshoz való viszo-
nya. Például ha d (a, b) = |a− b| választással élünk, akkor δ-ra az átlagos abszolút
eltérés bizonyos szempontból jobb (indokoltabb) választásnak látszik az átlagos
négyzetes eltérés (szórás) helyett.

A standard hiba így például az alábbi

H (X1, . . . , Xn) = u+ δ (X1, . . . , Xn)

összegként de�niálható. Ez felfogható úgy is, hogy az eljárás hibája nem más,
mint a becslés torzításának és − pusztán mert véletlen jelenségeket vizsgálunk −
az eredend® eltéréseknek az együttese.

2.2. De�níció. Amennyiben a becslés torzítatlan (tehát u = 0), úgy ha teljesül,
hogy

lim
n→∞

H (X1, . . . , Xn) = 0,

a becslést konzisztens becslésnek nevezzük. Tehát a konzisztens becslés egy olyan
torzítatlan becslés, melynek standard hibája a mintaelemszám növelésével tetsz®-
legesen csökkenthet®.

Megjegyzés. A két metrika, d és δ szerepe igen eltér®. Vegyük azt a példát, hogy
attól függetlenül hogy mit is szeretnénk becsülni, mi mindenképpen egy konstans
értéket mondunk: legyen ez 42. Így a δ = 0 esettel állunk szemben − azaz, hacsak
nem 42 a valódi paraméter, amit becsülni szeretnénk, úgy az eljárásunk �véletlen
vizsgálatából fakadó� hibáját kiiktattuk, csak a torzítás marad.

1A szórás a variancia négyzetgyöke, azaz az átlagtól való átlagos négyzetes eltérés négyzet-
gyöke. Azonban ennek viselkedése és így megbízhatósága er®sen függ a vizsgált változónk elosz-
lásától, ahogy ezt Lee és munkatársai dolgozatukban [28] megállapítják − err®l a kés®bbiekben,
részminták szórásának tesztelésekor részletesebben szót ejtünk.
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Így a statisztikánk jóságát mér® d metrikában a véletlen szerepét kiiktattuk −
de az eljárásunk valódi paramétert®l való eltérését ett®l még mérni fogjuk.

Amennyiben egyes paraméterekre több becslési eljárás is létezik (és általában
létezik), akkor a lehetséges becslések közül az alábbi módon szokás választani:

2.3. De�níció. Két becslés közül azt nevezzük hatékonyabbnak, melynek
kisebb a hibája adott mintanagyság mellett.

A fenti de�níciók értelmében egy adott paraméterre az elérhet® leghatékonyabb
becslést érdemes választanunk (amennyiben az létezik).

Léteznek más megközelítések is egy-egy becslés elkészítésének vizsgálatakor.
Világos, hogy az eddigiekben azt tekintettük alapnak, hogy a becslésünkb®l számí-
tott tapasztalati paraméter és elméleti paraméter várhatóan milyen távol lesznek
egymástól.

Becslést alkothatunk úgy is, ha mintában rejl® információnk vizsgálatából indu-
lunk ki:

2.4. De�níció. Legyen az X (X1, . . . , Xn) független azonos eloszlású minta az
X háttérváltozó eloszlásából, amely tehát a θ paramétert®l függ, θ ∈ Θ. Feltesszük
azt is, hogy dim(θ) = 1, és hogy Θ konvex. Ekkor a minta úgynevezett Fisher-féle
információja:

In(θ) = E

[(
∂

∂θ
lθ(x)

)2
]
> 0,

ahol az lθ(x) az úgynevezett loglikelihood függvény, azaz a tapasztalati s¶r¶ség-
függvény2 logaritmusa.

Ez vezet az úgynevezett maximum-likelihood becslésekhez, amikor is lényegében
arról van szó, hogy a minta alapján leginkább valószín¶ θ paramétert (eloszlást)
választjuk a Θ paramétertérb®l.

Megjegyzés. Megjegyezzük, hogy másfajta becslési eljárásokat találhatunk,
ha a

H (X1, . . . , Xn) = u+ δ (X1, . . . , Xn)

hibából elindulva úgy gondolkodunk, hogy az eltéréseket − annak mértékét®l füg-
g®en − más és más módokon büntetjük. Ezt a veszteséget nevezhetjük akár rizi-
kónak is (bizonyos határig nem érdekel minket az eltérés vagy a torzítás, míg egy

2A tapasztalati s¶r¶ségfüggvény lényegében egy oszlopdiagramként fogható fel (vagy annak
simításaként). Technikailag úgy kell elképzelni, hogy a valószín¶ségi változó értékkészletét ekvi-
disztáns módon felosztjuk (a változót diszkretizáljuk) − majd az adott intervallumok relatív
gyakoriságait ábrázoljuk. Az értékkészletet felosztó intervallumok számára általában

√
n értéket

választanak, ha n < 100, míg 1 + log2(n) értéket, amennyiben n ≥ 100.
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adott határt átlépve az eltérésekért például exponenciális módon �zetnünk kell).
Ilyenkor értelemszer¶en azt a θ ∈ Θ paramétert fogjuk választani, ahol a vesztesé-
günk (vagy rizikónk) minimális.

A becsléseinket sokszor az alábbi megközelítésben érdemes tárgyalni: tegyük
fel, hogy most rendelkezünk két, T1 (X1, . . . , Xn) és T2 (X1, . . . , Xn) statisztikával
(becsléssel) a θ∗ ∈ Θ paraméterre.

2.5. De�níció. Ekkor a (T1 (X) , T2 (X)) intervallum legalább 1− ε szint¶ kon-
�denciaintervallum a θ∗ paraméterre, ha

P (T1 (X) < θ∗ < T2 (X)) ≥ 1− ε,

ahol ε > 0. A 1− ε az úgynevezett kon�denciaszint.

Megjegyezzük, hogy általánosítható bármely f (θ∗) függvényére a paraméter-
nek e fenti felírása, ilyen esetben a

P (T1 (X) < f (θ∗) < T2 (X)) ≥ 1− ε

egyenl®tlenségnek kell fennállnia.

2.2. Hipotézisvizsgálat

Az el®z® fejezetben megalkottuk a kon�denciaintervallumokat, melyek azzal a
tulajdonsággal bírtak, hogy vagy a θ∗ ∈ Θ paramétert, vagy annak valamely függ-
vényét tartalmazták adott valószín¶séggel. Ilyenkor azonban döntéseket is tudunk
hozni − mely döntések átvezetnek minket a hipotézisvizsgálatok területére.

A hipotézisvizsgálatok során − igazodva most a becsléselméletben alkalmazott
jelöléseinkhez − az alábbi módon járunk el általában: legyen H0 : θ ∈ Θ0 és
H1 : θ ∈ Θ1, ahol Θ0

∩
Θ1 = ∅ és Θ0

∪
Θ1 = Θ.

Fontos feltétele a hipotézisvizsgálatoknak, hogy a T (X) statisztikánk eloszlását
H0 esetén ismernünk kell. A döntéshozatal felfogható olymódon, hogy e H0 felté-
telezés mellett megalkotunk egy − a korábbi fejezetben már ismertetett, ε szint¶
kon�denciaintervallumot.

Ez az intervallum az alábbi módon interpretálható: amennyiben H0 feltéte-
lezés igaz, úgy bármely, adott eloszlásból származó minta esetén számított T (X)
statisztika értékének legalább 1−ε valószín¶séggel az adott intervallumba kell esnie.

A kon�denciaintervallumot elfogadási tartománynak nevezzük, míg annak
komplementer halmazát kritikus tartománynak. Amennyiben a mintánkból szá-
mított T (X) az elfogadási tartományba esik, úgy a H0 nullhipotézis mellett dön-
tünk és azt mondhatjuk, hogy a minta nem mond ellent e feltételezésnek (adott
ε szinten). Míg ha a T (X) a kritikus tartományból vesz fel értéket, úgy a H1 ellen-
hipotézist választjuk és azt mondhatjuk, hogy az adott minta alapján a
H0 nullhipotézis teljesülése valószín¶tlen (adott ε szint mellett), így e hipotézist
elvetjük.
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Világos, hogy ilyen esetekben két hibát3 követhetünk el: ha a nullhipotézist
nem tartjuk meg, pedig igaz, akkor az úgynevezett els®fajú hibát követjük el − en-
nek valószín¶sége legfeljebb ε, így elmondható, hogy a kon�denciaszint segítségével
az els®fajú hiba becsülhet®. Szokás mind ε-t, mind 1− ε mennyiséget szigni�kan-
ciának, vagy szigni�kanciaszintnek nevezni − általában nem okoz félreértést egyik
vagy másik használata. Jelölésben hagyományosan α használatos a szigni�kancia-
szintre (nem a becsléselméletben használt ε).

A másikfajta hibát akkor követjük el, ha a nullhipotézist elfogadjuk, holott
az nem teljesül. Ezt a hibát másodfajú hibának nevezzük és a statisztikai eljárás
erejével becsülhet®. E hiba mértékét β-val szokás jelölni, és a próba erejét β vagy
1−β jelöli (és a szigni�kanciához hasonlóan itt sem szokott félreértést eredményezni
egyik vagy másik mennyiség használata).

Megjegyzés. Fontos kiemelnünk: míg az els®fajú hiba felülr®l becsülhet® a
szigni�kanciaszinttel, addig a másodfajú hibát nem tudjuk becsülni. A hipotézis-
vizsgálati eljárások (próbák) ereje így általában csak adott helyzetben, tapasztalati
úton az adott problémára vonatkoztatva kimérhet® mennyiségek.4

2.3. Egy szimulációs módszer

A szimulációs technikák általában nem találhatók meg bármely bevezet® sta-
tisztikai könyvben, azonban széles körben használtak, így a statisztikai bevezet®
fejezetben ezeket az eljárásokat is ismertetjük vázlatosan. A bevezet®ben − miu-
tán a továbbiakban is csak erre koncentrálunk − az úgynevezett bootstrap eljárást
ismertetjük, mely részletesen megtalálható például Efron e témában klasszikusnak
számító cikkében [15].

A becsléselméletben már de�niált hibát explicit formában a legritkább eset-
ben lehet megadni, így például Monte-Carlo-módszer segítségével, szimulációval
becsülhetjük.

� (1.) θ̂ (x1, . . . , xn) a statisztika értéke. (Egy adott X1 = x1, . . . , Xn = xn
realizáció mellett.)

Ekkor σ(θ) =
√
V arθ (X1, . . . , Xn) a statisztika valódi hibája.

Ezt többnyire lehetetlen zárt formában felírni.

� (2.) Miután F eloszlást nem ismerjük, ezért F̂ -pal, a tapasztali eloszlásfügg-

3Gondoljunk a farkast kiáltó pásztor�ú esetére. A farkaskiáltás tekinthet® az úgynevezett els®-
fajú hibának: nincsen gond a vizsgált rendszerben, mégis hibáról, problémáról teszünk jelentést.
A másodfajú hiba ennek ellentéte, nevezhetjük struccpolitikának − a mesében a harmadik farkas-
kiáltás után a falusiak viselkedése: gond van a rendszerben, és mégsem veszünk róla tudomást.

4Az els®fajú hiba mindig azt jelenti, hogy az adott, �x eloszlás mellett sikerült egy valószí-
n¶tlen mintát vennünk, melyb®l elutasítottuk a nullhipotézisben feltett eloszlásunkat. Azonban a
másodfajú hiba azt jelenti, hogy a nullhipotézis nem az, aminek gondoljuk − viszont ez számtalan
módon bekövetkezhet, ezért nem tudjuk egzakt módon megmondani e hiba valószín¶ségét, csak
például szimulációkat készíteni az adott, konkrét minta ismeretében. Úgy is fogalmazhatunk, hogy
a döntéshozatalunkhoz minden esetben az adott szigni�kancia-szinten dönt®, leger®sebb próbára
van szükségünk.
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vénnyel becsüljük. Ekkor σ̂B = σ
(
F̂
)
5 becsüli σ(F )-et.

Itt csak approximációról van szó, hiszen ezt sem tudjuk zárt alakban felírni.

Megjegyzés. A tapasztalati eloszlásfüggvény nem más, mint hogy a lehetsé-
ges realizációkból megmondjuk, hogy a véletlen változónak adott értékei mi-
lyen valószín¶séggel vétetnek fel (folytonos változó esetén adott értéknél nem
nagyobb értékeket, vagy milyen valószín¶séggel vesz fel a véletlen változó).
E technikával tehát egy lépcs®s függvényt nyerünk, mely a mintaelemek ér-
tékei esetén 1

n függvényértéket emelkedik.

A bootstrap eljárás ezek után egy független, azonos eloszlású, egyszer¶, vissza-
tevéses mintavételezés a tapasztalati eloszlásfüggvény alapján.

Ez tehát nem más, mint egy U (X1, . . . , Xn), X1, . . . , Xn pontokra koncent-
rált diszkrét egyenletes eloszlás szerint vett újabb és újabb véletlen mintavé-
telezés.

Így tehát egy approximációs eljárást kell végrehajtanunk, mely a következ®
lépésekb®l áll.

� (i) F̂ meghatározása.

� (ii) F̂ -ból független mintavétel segítségével X ,
1, . . . , X

,
k úgyne-

vezett bootstrap minta létrehozása. Itt be kell tartanunk, hogy
∀i : P (X ,

i = xj) = 1
n . (Minden mintaelem ugyanolyan valószín¶ség-

gel veheti fel a realizációban szerepl® különböz® értékeket). Azaz: a
mintából független módon választunk, visszatevéses mintavételezéssel k
darabot.

� (iii) θ̂, = θ (X ,
1, . . . , X

,
k) bootstrap másolatból származó statisztika ki-

számítása.

� (iv) az (ii) és (iii) lépések B számú ismétlése. Így el®állítunk egy
θ̂,1, . . . , θ̂

,
B független boostrap másolatból származó statisztika-becslés

mintát.

� (v) σ̂B approximáció kiszámítása az alábbi formula segítségével:

σ̂B =

√√√√√ B∑
b=1

(
θ̂,b − θ̂,•

)2
B − 1

,

ahol

θ̂,• =
1

B

B∑
b=1

(
θ̂,b

)
.

5σ̂B az approximációs eljárás utolsó lépésében formalizálásra kerül, mely tehát nem más, mint
a tapasztalati eloszlás szórása.
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Megjegyzés. Ekkor, ha B → ∞, úgy a σ̂B közelíti σ (F )-et. B optimális
megválasztásáról nincsenek különösebb viták: általában elegend® 100 és 500 közötti
bootstrap minta kiszámítása.

Más �lozó�a alapján folytatható addig az (ii)-(v) lépések egymásutánja,
ameddig a lépésenként kiszámított és korrigált θ̂,• valamilyen, el®re meghatározott,
min®séget el®író korlátnál kevesebbet változik 1 lépés alatt.

Fontos megjegyezni, hogy az approximáció konvergenciájához elégséges feltétel
a véges szórásnégyzet (közös eloszlást feltételezzünk fel itt is az Xi változókra
nézve), mely − mint azt már láttuk, a centrális határeloszlás tétel teljesülése miatt
szükséges.

A bootstrap algoritmus egyik el®nye az, hogy a tapasztalati eloszlásfüggvény-
b®l táplálkozva lehet®séget biztosít számunkra, hogy pl. a tapasztalati kvantilisek
becslésével tapasztalati kon�denciaintervallumokat is meghatározzunk.

3. Érzékenységvizsgálatok

A bevezet® fejezetek után rátérhetünk az érzékenységvizsgálatok kérdésére.
Már a két bevezet® fejezetb®l is érzékelhet®, hogy a statisztikában igen fontos −
de gyakran nem elég hangsúlyos − terület az adatok érzékenységének vizsgálata.

Más megközelítésben: a hagyományos eljárások sok helyen, sok formában el-
érhet®k, megtalálhatók − ezek alkalmazása azonban feltételekhez kötött. Annak
ismerete, vizsgálata, hogy e feltételek sérülése esetén mi történik a vizsgálatunk
kimeneti adataival, nem teljesen kidolgozott. Értjük ezalatt azt, hogy bár a mód-
szerek gondosan felsorolják az alkalmazhatóság feltételeit, nem szólnak arról, hogy
mit kellene tenni, ha egyes feltételek sérülnek. A könnyen elérhet® programcso-
magok nem feltétlenül tartalmazzák a feltételek vizsgálatait, ennek következtében
az alternatív eljárások végképp nem kerülnek bemutatásra.

3.1. Becslések érzékenységvizsgálata

Becsléseink elkészítésekor három olyan pont is megemlíthet®, mely garantáltan
befolyásolja a becslésünk min®ségét, jóságát.

1. A d metrika: különböz® metrikákban a becslésünk jóságát más és más elté-
rések fogják befolyásolni − így azt is megállapíthatjuk, hogy attól függ®en,
hogy mely eltérésekre vagyunk érzékenyebbek, esetleg eltér® becsléseket kell
majd alkalmaznunk.

2. A n mintanagyság: általánosan megfogalmazható az az elvárás, hogy egy vé-
letlen jelenséget vizsgálva a mintanagyság növelésével egyre jobb becsléseket
nyerjünk − de legalábbis ne romoljon a becslésünk min®sége.
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3. X véletlen változó eloszlása: e harmadik tulajdonság nem biztos, hogy els®re
szembet¶n®, de viszonylag könnyen elfogadható, ha arra gondolunk, hogy
egy olyan véletlen változó, mely pl. s¶r¶bben vesz fel extrém nagy, vagy
éppen extrém kicsi értékeket, ugyanazon T statisztikára nézve mer®ben más
viselkedést tud mutatni, mint pl. egy dichotóm véletlen változó.

Ezek után felmerül a kérdés: a becsléselméletben, egyes becslések alkalmazása
során e három kritérium közül melyekre rendelkezik a statisztika érzékenységvizs-
gálatra vonatkozó válaszokkal, illetve mely területekre kell még esetleg válaszokat
keresni?

E kérdéskört els® megközelítésben az úgynevezett standard hibák meghatáro-
zása jelenti. A standard hibát általában négyzetes módon határozzák meg − mi
ennél általánosabban, a becslési eljárás hibájáról fogunk szólni.

3.1.1. A metrikák

Jól felfogott érdekünkben használunk többesszámot e részfejezet címében: nem
mindegy ugyanis, hogy a becslési eljárás véletlent®l való függését mér® δ-t szeret-
nénk vizsgálni − vagy pedig a valódi paraméter és a becsült paraméter d-vel jelölt
várható eltérését.

Megjegyzés. Általánosságban az úgynevezett standard hibát szokás a becslé-
sek esetén meghatározni, mely az elméleti és a tapasztalati paraméter eltéréséb®l
származtatott átlagos eltérés.

A soron következ® példákhoz tartozó vizsgálatokat megtalálhatjuk például
Jones és Gill 1998-as cikkében [24].

Megjegyzés. Többször fogunk élni az alábbi jelöléssel: f (α; df). Ez azt jelenti,
hogy az adott f típusú eloszlás, df szabadsági fokhoz tartozó, α szigni�kanciaszint-
jének úgynevezett kvantilise.

Például 1, 89 = t(0, 05; 7) azt jelenti, hogy a 7 szabadsági fokhoz, α = 0, 05
szigni�kancia-szinthez tartozó kvantilise6 az úgynevezett t-eloszlásnak (vagy
Student-féle t-eloszlásnak).

3.1. Példa. Az els® négy tapasztalati momentum kon�denciaintervallumát az
alábbi módokon határozhatjuk meg:

� Átlag:

X ± t(α
2 ,n−1)

s2√
n
,

azaz az átlag esetén kis mintáknál (például n ≤ 100) a megfelel® szabad-
ságfokú és megbízhatósági szintet használó t-eloszlás kvantilisével dolgozunk,

6Ez a kvantilis az eloszlásnak az a pontja, melyre igaz, hogy a 7 szabadságfokú t-eloszlásból
származó véletlen változó 1,89-nél kisebb értéket 95, tehát ennél nagyobb értéket 5%-os valószí-
n¶séggel vesz fel.
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nagy mintáknál a standard normális eloszlás is használható a t-eloszlás he-
lyett.

Megjegyzés. Meg�gyelhet®, hogy az átlag becslése így konzisztens: a standard
hibája a minta végtelenbe tartása mellett 0-hoz konvergál − amennyiben
véges a szórása a vizsgált véletlen változónknak.

� Szórás: √√√√ (n− 1)s2

χ2

(α
2 ,n−1)

≤ σ ≤

√√√√ (n− 1)s2

χ2

(1−α
2 ,n−1)

.

� Ferdeség:

g1 =

n∑
i=1

(Xi−X)
3

n n∑
i=1

(Xi−X)
2

n

 3
2

, G1 =

√
n(n− 1)

n− 2
g1,

SES =

√
6n(n− 1)

(n− 2)(n+ 1)(n+ 3)
.

Innen a ferdeség kon�denciaintervalluma:

G1 ± z(α
2 )SES,

ahol z(α
2 ) nem más, mint a standard normális eloszlás eloszlásfüggvénye in-

verzének értéke az α
2 helyen. Ez utóbbi az alábbi módon is írható:

G1

SES
∼ Z,

azaz G1

SES eloszlása standard normális7.

� Csúcsosság:

a4 =

n∑
i=1

(Xi−X)
4

n n∑
i=1

(Xi−X)
2

n

2 , g2 = a4 − 3,

G2 =
n− 1

(n− 2)(n− 3)
((n+ 1)g2 + 6) .

7A standard normális eloszlást szokás Z-vel jelölni, az eloszlásban való viselkedést pedig ∼
segítségével.
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A csúcsosság standard hibája:

SEK = 2SES

√
n2 − 1

(n− 3)(n+ 5)
.

Így a csúcsosság kon�denciaintervalluma meghatározható, hiszen

G2

SEK
∼ Z.

E fenti kon�denciaintervallumok meghatározásakor felmerülhet a kérdés, hogy
az átlagra vonatkozó kon�denciaintervallum leggyakoribb alkalmazása, nevezetesen
az egymintás t-próba miként viselkedik abban az esetben, ha a normalitás feltételét
nem tudjuk garantálni.

Megjegyzés. Egy fontos megjegyzést kell itt tennünk. Majd a kés®bbiekben még
látni fogjuk, hogy a normalitás esetén nem feltétlenül az a legnagyobb problémánk,
hogy az átlagot miként tesztelhetjük, hanem már azon is el kell gondolkodnunk,
hogy az átlagot teszteljük-e egyáltalán?

Gondoljunk itt arra, hogy az átlagnak van egy olyan, szükségszer¶ háttérjelen-
tése, melyet az elméleti paraméter okán hordoz: nevezetesen a várható érték miatt
az átlag interpretációjához hozzá tartozik, hogy �ezt az értéket várjuk�. Azonban
ha például társasjátékot játszunk egy hatoldalú dobókockával, akkor egészen bizto-
san lehetünk abban, hogy − bár a várható értéke a dobásainknak 3, 5 − a játékot
játszók közül senki sem várja, hogy 3, 5-et dobjon. Azt azonban mindenki elfo-
gadja, hogy a dobások fele 3, 5 alatt, míg másik fele 3, 5 felett lesz. Ez azonban a
medián, tehát ilyen esetben indokoltabbnak látszik ezt tesztelni − még ha meg is
egyezik az értéke szimmetrikus eloszlások esetén az átlaggal.

Ebben a témában számos publikáció látott napvilágot, a teljesség igénye nél-
kül: a közelmúltban jelent meg magyar nyelven Vargha összefoglaló cikke [45] a
Statisztikai Szemlében, illetve idézhet® két klasszikusnak számító, t-próba próba-
statisztikáján módosítást javasló cikk: Johnson 1978-as cikke [23], illetve egy ko-
rábbi, 1949-es cikk Gayent®l [17]. E két utóbbi cikkben az alábbi módosításokat
javasolják a t-próba8 próbastatisztikáján:

tJOHNSON = t+G1

√
n

(
1

6n
+

(
X − µ0

)2
3s2

)
,

8A t-próba (vagy student-próba) egy ismert, klasszikus statisztikai próba. Ennek során a

vizsgált nullhipotézisünk: H0 : E(X) = µ0, próbafüggvénye t =
X−µ0

s√
n

, ahol X és s megegyezik a

korábbi jelölésekkel. A t próbastatisztika tehát a mintából számított próbastatisztika (így maga is
véletlen), melynek eloszlása az úgynevezett t-eloszlás − amennyiben X véletlen változó eloszlása
normális, illetve teljesül a nullhipotézis.
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míg Gayen azt mondja, hogy a szokásos ϕ(x) = 1√
2π
e−

1
2x

2

helyett az alábbi függ-

vényt9 használjuk:

f(x) = ϕ(x)− G1

3!
ϕ(3)(x) +

G2

4!
ϕ(4) +

G2
1

72
ϕ(6)(x),

ahol ϕ(r) az r-edik deriváltat jelenti, míg G1 és G2 a fent már de�niált tapasztalati
ferdeség és csúcsosság.

Innen azt is láthatjuk, hogy Johnson módosítása a ferde eloszlások esetén nyújt
segítséget számunkra, míg Gayen mind a ferdeséget, mind a csúcsosságot korrigálja
módosításában.

E fenti paraméterek viselkedésér®l és tulajdonságairól, illetve a standard hibák
viselkedésér®l széles körben lehet még további szakirodalmat találni, többek között:

� A különböz® változók, véletlen jelenségek bizonyos paramétereinek (általában
átlag) standard hibáinak összefoglaló táblázata több helyen is megtalálható,
erre példa lehet [49]. E táblázatokból arra vonatkozóan kaphatunk informáci-
ókat, hogy jól speci�kált véletlen jelenségek esetén, azok elméleti paraméterét
milyen pontossággal lehetett megbecsülni − adott mintanagyság mellett.

� Efron és Tibshirani Statistical Science folyóiratban megjelent cikkükben [15]
empirikus és elméleti eredményeket foglalnak össze a bootstrap metódus kap-
csán. Ezt az eljárást alkalmazhatjuk különböz® paraméterekre vonatkozó
standard hibák és kon�denciaintervallumok meghatározására, illetve vizsgál-
ják e módszer általános statisztikai tulajdonságait is (például különböz® becs-
lési eljárásokban való viselkedését).

� Belia és munkatársai cikkükben [2] felhívják a �gyelmet az általunk is feltett
egyik kérdésre, illetve tapasztalatra. E témakörben ugyanis számos anomália
van jelen: rosszul interpretált adatokkal és következtetésekkel találkozhatunk
e szerz®k szerint (tételesen megneveznek idézett cikkükben tanulmányokat),
és az általuk idézett tanulmányokban a tanulmányt jegyz®k kon�denciainter-
vallumok és/vagy standard hibák helytelen meghatározása, ábrázolása vagy
értelmezése után vonnak le hibás vagy megkérd®jelezhet® következtetéseket.

� Végül − egyáltalán nem utolsó sorban, átvezetend® a mintanagyság problé-
májához e kérdéskört − a Judkins által vizsgált, Fay-féle eljárásban [25] arról
van szó, hogy becslésünk megbízhatósága drasztikus mértékben romlik, ha a
mintavételezési eljárásunk során nem tudtuk a mintaelemeink függetlenségét

9A hagyományos t-próbába kisebb elemszámok esetén a t-eloszlást használjuk, míg nagyobb
elemszám esetén (gyakorlatban például 150-nél nagyobb mintáknál) a standard normális elosz-
lást. Gayen azt javasolja, hogy a normalitás sérülése esetén e két, általánosan használt eloszlás
helyett e módosítottat alkalmazzuk inkább. Hangsúlyozzuk, hogy Johnson és Gayen módosításait
akkor használjuk, ha szakmailag még mindig indokolt az átlag bárminem¶ tesztelése a norma-
litás sérülése esetén. Ellenkez® esetben − ahogy már említettük − más középértékek tesztelése
indokolt.
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garantálni (ez könnyedén el®fordulhat többek között szociológiai vizsgála-
toknál, hiszen például az egy munkahelyen dolgozók, vagy az egy iskolában
tanulók semmiképpen sem tekinthet®k függetlennek). Ennek hatásvizsgá-
latát egy korábbi cikkünkben [44] mutatjuk be esettanulmányként, ahol az
OECD által szervezett oktatáspolitikai felmérés adatainak elemzésén a külön-
böz® módszerek hatásmechanizmusát elemezzük. A Fay-féle eljárás egy másik
aspektusát − a már említett, Efronék [15] által is vizsgált szimulációs eljá-
rással való kapcsolatát − taglalja Saavedra egy el®adásában [40].

Megjegyzés. Ez utóbbi tanulmánnyal rá is világíthatunk e kérdéskör egy újabb
problémájára: ha úgy találjuk, hogy valamely eljárás biztonságát szimulációs tech-
nikák segítségével szeretnénk vagy tudjuk vizsgálni, még akkor sem egyértelm¶,
hogy mely szimulációs eljárást válasszuk.

Felmerülhet e felsorolás után a kérdés: a hibás döntések e kérdéskör (az érzé-
kenységvizsgálat) elhanyagoltsága, nem kell®en fontosnak tartott mivolta miatt
keletkeznek − vagy valójában az alkalmazott eljárásoknak kellene olyan biztonsági
hálót tartalmazniuk, melyek a hibás döntéseket is kell®en megsz¶rik?

Ez alatt érthetjük például azt, hogy az alkalmazók számára könnyen elér-
het® statisztikai programcsomagokban az eljárások nem feltétlenül tartalmazzák
az adott eljárások feltételeinek teljes vizsgálatát − és ha bizonyosakat tartalmaz-
nak, úgy nem feltétlenül azokat, melyek miatt a tapasztalatok szerint leginkább
instabillá válhatnak az eljárások. Egészen pontosan: a programcsomagok általá-
ban képesek a feltételek ellen®rzésére − csak azok nem feltétlenül képezik egy-egy
eljárás szerves részét. Ne felejtsük el megemlíteni, hogy akár így is el®fordulhat a
már idézett LeVay féle �askó [31].

3.1.2. A mintanagyság

Bizton állíthatjuk, hogy e kérdés szakirodalma és e kérdésben elvégzett vizs-
gálatok kell® támpontot tudnak nyújtani bárki számára azon kérdés eldöntésében,
hogy egyes paraméterek vizsgálata során az adott paraméter és a kiválasztott minta
esetszáma között milyen jelleg¶ összefüggések adódnak.

Els® feltételezésünk az lehet, hogy a populációnk, melyet vizsgálunk végtelen.
(Egészen más a helyzet ugyanis, ha véges populációkkal dolgozunk, err®l is lesz
még szó.)

A végtelen populációk esetén az elmélet a konzisztens becslések biztonságára
hívja fel a �gyelmet, illetve azokat a becsléseket részesíthetjük el®nyben, melyekr®l
összefoglalóan azt mondhatjuk el: a mintaelemszám növelésével csökken a korábban
már de�niált hibájuk.

3.2. Példa. A mintanagyság dönt®en befolyásolja a becsléseink pontosságát és
így a bel®lük levonható következtetéseket is. Tegyük fel, hogy az általunk vizs-
gált populációban a két nem magasságát szeretnénk összehasonlítani. A fér�ak (1)
és n®k (2) testmagasságának átlagára és korrigált tapasztalati szórására az alábbi
eredményeket kapjuk:
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X1 = 180, 001 cm s1 = 10 cm,

X2 = 180 cm s2 = 10 cm.

A fenti adatok természetesen kitaláltak a probléma érzékeltetése érdekében.
Tegyük fel, hogy els® esetben a két minta nagysága n1 = n2 = 100. Ebben az

esetben a kétmintás t-próba próbastatisztikája:

t =
X1 −X2√

(n1 − 1) s21 + (n2 − 1) s22

√
n1n2 (n1 + n2 − 2)

n1 + n2
= 0, 0007,

azaz nincsen szigni�káns különbség a két változó között, hiszen a szokásos 5%-os
szigni�kancia-szint melletti kritikus érték 1, 96 lenne.

Azonban ha a mintanagyságot drasztikusan megnöveljük, n1 = n2 = 109

értékekre, úgy t = 2, 236 adódik, ami már szigni�káns eltérést jelez. Azaz: a
mintanagyság növekedése − minden más paraméter �xen tartása mellett − auto-
matikusan csökkenti az els®fajú hiba valószín¶ségét, ennek következtében viszont
anomáliák adódhatnak. Egy ilyen anomália a fenti: 0, 001 cm-es eltérés tehát szig-
ni�káns különbségként jelentkezik e próbában − amit igen nehéz komoly eltérésként
értelmezni.

Cohen azt javasolja [12] könyvében, hogy az ilyen helyzetekre alkalmazzuk
kiegészít® mutatóként az átlagok standardizált különbségét, mely nem más, mint

∆Cohen =
X1 −X2

s
= 0, 0001,

ahol s = 10, a teljes minta korrigált tapasztalati szórása.
Amennyiben ez az érték 0,3 alatti, úgy azt mondhatjuk, hogy (bár lehet szig-

ni�káns az eltérés), az szakmailag gyenge hatást mutat. Amennyiben 0,7 feletti
∆ értéket tapasztalunk, úgy szakmailag jelent®s eltérésre bukkantunk − a köztes
értékek szakmailag közepes hatást jeleznek. Azaz: a becslésünk pontosságának
javulása automatikusan eredményezi a stabilabb, pontosabb döntéshozatalt − ám
ez nem feltétlenül jelent szakmailag is releváns eltéréseket.10

Megjegyzés. Fontos kiemelni: a testmagasságokat ilyen módon összehasonlító
példánkban a statisztikai döntéshozatal addig terjed, hogy megállapítsuk a szigni-
�káns eltérések jelenlétét. A döntésünk szakmai utóélete már nem a statisztika,
hanem az adott, statisztikát alkalmazó tudományterület feladata és felel®ssége.

10A fenti példával élve: azért, mert van egy teljes földkerekséget felölel® becslésünk a fér-
�ak és n®k testmagasságáról, melyb®l azt tapasztaljuk, hogy a fér�ak magassága szigni�kánsan
nagyobb 0, 001 cm-rel, nem fogjuk minden építészeti f®iskolán és egyetemen azt tanítani, hogy az
új tudományos eredményeinknek köszönhet®en minden újonnan építend® sportlétesítmény fér�-
aknak szánt öltöz®jébe tegyenek egy kicsivel keskenyebb linóleumot, hogy a magasságbéli különb-
ségeket mostantól korrigáljuk.
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Lehmann egyik, becsléselmélettel foglalkozó könyvében [29] számos tételt talál-
hatunk arra vonatkozóan, hogy a véletlen változó bizonyos tulajdonságai mellett
milyen hibahatárok érhet®k el11. E könyv második fejezetében egzisztencia állításo-
kat találhatunk, továbbá olyan feladatokat, problémákat tárgyal, melyben konkrét
becslésekre (pl. átlag, szórás, kovariancia) hol az úgynevezett rizikó, hol pedig a
Fisher-információ segítségével vizsgálja a becslések jóságát, illetve elemzi a kívánt
mintanagyságot.

Hasonlóan ide köthet®k elméleti megközelítések alapján a különböz® �nagy
számok törvényei�, illetve a különböz®, becslésekre vonatkozó egyenl®tlenségek
(Markov, Csebisev).

Annak megválaszolására, hogy adott bizonytalanság eléréséhez milyen minta-
nagyságra van szükségünk többféle módon is választ kaphatunk, többek között:

� Amennyiben ismerjük a becslésünk eloszlását, úgy meghatározható segítségé-
vel a becslésünk úgynevezett kon�denciaintervalluma. Erre közismert példa
a mintaátlag és annak standard hibája [29], de ismert a szórás (mely Cochran
tétele értelmében az átlagtól független módon becsülhet®) kon�denciainter-
valluma is (pl. Cochran cikkében [11] megtalálható). Ezeket a formulákat
már korábban bemutattuk.

Fletcher és Webster cikkükben [16] a ferdeség hatását vizsgálták különböz®
becslésekben, míg szintén a ferdeséggel, illetve az eloszlás csúcsosságával
összefüggésben, ezen két paraméter becslésének jóságát vizsgálták Wright
és Herrington [47] tanulmányukban, akik azt tapasztalták, hogy már kisebb
minták esetén is stabilabb becslés mondható e két paraméterre szimulációs
eljárásokkal (®k a bootstrap eljárást használták), mint a paraméterek ismert
standard hibájának felhasználásával.

Mameli és munkatársai tovább is mennek alkalmazásaikban ennél: 2012-ben
írt cikkükben nagy mintás12 elemzéseken, orvosi alkalmazásokkal is kiegé-
szítve (illetve valós adatokon tesztelve), összehasonlítják módszerüket a ha-
gyományos, illetve egy paraméteres bootstrap eljárás eredményeivel.

� Kis minták esetén felmerül® anomáliák feloldására adnak támpontot az úgy-
nevezett �breakdown point� elemzések (lásd alább). E témakör kutatásai arról
adnak számot, hogy egyes becslések, illetve bel®lük származtatott hipotézis-
vizsgálati eljárások miként viselkednek a minta egyes elemeinek torzulásakor.

11Gondoljunk itt arra az egyszer¶ feladatra, hogy például az átlag standard hibája a megismert
s√
n
formulával határozható meg. Ha el®írjuk a hibahatárt és ismert a szórás, akkor meg tudjuk

mondani, hogy adott szórás mellett mekkora mintára van szükségünk annak érdekében, hogy
várhatóan az el®re megadott hibahatáron belül tudjuk tartani a becslésünket.

12A kis és nagy minták általában nem egzakt megfogalmazások. Egy 20-30 elemszámú mintát
még kis mintának szokás nevezni, míg egy 80-100 esetet vizsgáló realizáció már tekinthet® nagy
mintának. A mintánk elemszáma, annak �nagysága� általában attól függ, hogy mit is vizsgálunk,
vizsgálatunkban használt próbastatisztika mennyire érzékeny. Lásd például e fejezet következ®
pontjában található �breakdown point� analízist.
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Megjegyzés. Gondoljunk itt arra, hogy például az átlag számítását egyetlen
mintaelem megváltoztatása is tetsz®legesen módosíthatja − más megközelítésben
a mintaátlag instabil paraméternek tekinthet® e fent nevezett elmélet értelmében.

Ezzel szemben például a medián lényegesen nagyobb t¶réshatárral bír akár még
egészen kis minták esetén is (például egyetlen mintaelem akár végtelenbe tartása
esetén sem fog nagyfokú ingadozást mutatni).

A �breakdown point� elemzés tehát az adott paraméterekre vonatkozóan a becs-
lés egy olyan értéket adja meg, hogy az adott mintanagyságok mellett a minta
mekkora hányada módosítható úgy, hogy a minta egésze a becslésre vonatkozóan
ne váljon használhatatlanná.

� Átlag: miután az átlagot X = X1+···+Xn

n formulával határozhatjuk meg,
világos, hogy ha az els® n − 1 értéket �xnek tekintjük és Xn → ∞ feltételt
nézzük, úgy az egész átlagra is teljesül, hogy X → ∞.

Így a véges �breakdown point� 1
n , míg asszimptotikusan 0.

� Medián: az átlaggal szemben ha elképzeljük, hogy az sorba rendezett minta⌊
n−1
2

⌋
legkisebb elemet �xáljuk, úgy látható, hogy a fels®, ugyanennyi elem

(mediánnál nagyobbak) szabadon növelhet®ek, a medián értékét nem módo-
sítják.

Így a véges �breakdown point�
⌊
n−1
2n

⌋
, míg aszimptotikusan 1

2 .

Azaz érzékenység szempontjából a medián lényegesen jobban viselkedik, mint
az átlag − hiszen az adataink közel felét megváltoztatva is stabilitást mutat ez az
paramétere az eloszlásnak. Erre vonatkozóan a következ®kben egy példával is érzé-
keltetni fogjuk a két középérték közötti különbséget egy versenyhelyzet értékelése
kapcsán.

A �breakdown point� elemzésekr®l egy speciális esetben értekezik Camponovo
és Otsu 2012-ben megjelent cikkükben [10], ahol a szerz®k a kés®bbiekben még
szintén tárgyalt bootstrap eljárás viselkedését �gyelték az extrém értékek megjele-
nésének fényében.

Az ezen téma iránt érdekl®d® Olvasó számára egy összefoglaló, a fenti példát
is tartalmazó, az egymintás t-próba esetét taglaló jegyzetet ajánlhatunk kiinduló-
pontnak, melyet 2006-ban publikált Geyer [18] − és mely jegyzetben e téma néhány
alap eredményét foglalja össze, illetve ad támpontot további kutatásokhoz, számí-
tásokhoz.

Elmondható tehát, hogy bizonyos paraméterek esetén ismerjük azok becslésé-
nek eloszlását − így tudjuk, hogy várhatóan milyen hibát vétünk a becslési eljárás
alkalmazásával. Azonban kis minták esetén, vagy olyan paraméterekre, melyek
eloszlása nem ismert, ilyen információval nem rendelkezünk.

E helyzetek feloldására t¶nik elfogadható empirikus megoldásnak a korábbiak-
ban már említetteken túl a különböz® szimulációs technikák alkalmazása.
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3.1.3. Véges sokaságok esete

A véges sokaságokról több helyen is szerezhetünk információkat, pl. Lehmann
becsléselméleti, továbbiakban is még idézett könyvében részint a mintavételezési
problémákról (3. fejezet 6. alfejezet), részint például M-becslésekr®l (5. fejezet,
6. alfejezet), melyekre vonatkozóan tapasztalati eredményeket is találhatunk az
idézett m¶ben.

E fejezetben külön találhatunk számos információt a Huber-féle robusztus becs-
lési eljárásról (Huber-féle simított becslésnek is nevezik). A Huber-féle eljárás során
lényegében kombináljuk a medián és az átlag információit, ennek segítségével alkot-
hatunk robusztus becslést az átlagra − azonban feltétele az eljárásnak az eloszlás
szimmetriája.

3.3. Példa. Legyen X1, . . . , Xn független, azonosan Pµ,σ eloszlásból származó
minta, ahol

fµ,σ :=
1

σ
f

(
x− µ

σ

)
alakú13. Ekkor az M-becslés a µ eltolás paraméterre azon t érték, melyre:

n∑
i=1

ϕ

(
Xi − t

σ

)
→ min

t
,

vagy más megközelítésben:

n∑
i=1

ψ

(
xi − t

σ

)
= 0,

ahol ψ = ϕ′. Megjegyezzük, hogy a maximum-likelihood becslés esetén
ϕf = −log(f), míg ψf = − f ′

f .
Speciális esetben a fenti simítási eljárás a következ®képpen módosítható, alkal-

mazható. Adott k konstans mellett az úgynevezett Huber-féle becslés vagy transz-
formáció az alábbi:

ψk(x) =


k x > k,

x −k ≤ x ≤ k,

−k x < k.

Megjegyzés. A fenti függvény egyfajta trimmelésként14 is felfogható. Azon-
ban míg a trimmelés esetén a kiugró értékekt®l megszabadulunk − ezzel a minta

13Feltesszük, hogy az F eloszlás szimmetrikus, továbbá feltehet®, hogy σ = 1. Az eljárásban
tehát az eloszlásfüggvényt ismertnek tekintjük, a két fenti paramétert pontbecslés segítségével
becsüljük.

14A trimmelés azon statisztikai eljárás, melyben a kiugró vagy extrém értékeket levágjuk,
kihagyjuk a mintából − centralizálva így a mintánkat, illetve csökkentve annak szabadásfokát.
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szabadságfokát, esetszámát is csökkentve − addig itt az esetszám megmarad, csak
egy adott értéken túl a számunkra megválasztott szint (k) kerül az adott szintnél
nagyobb és kisebb esetek helyére. Más megközelítésben a kiugró értékeket egy szá-
munkra beállított toleranciaszintre kényszerítjük vissza, ha úgy tetszik centrálunk.

Ezt az eljárást vizsgálta, illetve módosította Hampel munkatársaival, melyet
2011-ben publikáltak. E simítás azért is lehet fontos számunkra, mert a simítás
a mintanagyság �gyelembe vételével történik. Tanulmányukban kitérnek arra is,
hogy az eljárást mind a Huber-féle transzformációra, mind a maximum-likelihood
becslésre, mind pedig egyéb M-becslésekre alkalmazzák − ráadásul a simítási eljá-
rásukat minden esetben össze is hasonlítják az eredeti eljárásokkal. Tapasztalataik
szerint a simított eljárás minden esetben jobb (vagy legalábbis nem rosszabb) ered-
ményeket hozott, mint nem simított változatuk.

3.1.4. A véletlen változó eloszlása

A korábban, a bootstrap szimuláció kapcsán már említettük, hogy a becslés
eloszlásának ismerete segítségével a bizonytalanság, az eljárásunk érzékenysége vizs-
gálható. Azonban azt is tudnunk kell, hogy a véletlen jelenség eloszlása nagyban
befolyásolja a becslési eljárásunkat (egyáltalán, már azt is befolyásolja, hogy mely
paraméterekre szeretnénk becslést mondani és mely paraméterek nem érdekesek
számunkra).

Lehmann [29] több eloszlás esetén is tárgyalja különböz® paraméterek becs-
lési tulajdonságait, azok viselkedését konzisztencia, torzítatlanság szempontjából,
illetve hatékonyságukat is vizsgálja. Sak és munkatársai ennél tovább is mennek
egészen friss kutatási riportjuk [41] tanúsága szerint, melyben azt vizsgálják, hogy
különböz® eloszlások ferdeségi mutatója miként hat az átlag kon�denciaintervallu-
mára, illetve ezt milyen empirikus módszerekkel lehet korrigálni. Azt tapasztalták,
hogy Hall 1992-ben publikált transzformációja [20] hatékony eszköznek bizonyul
annak érdekében, hogy az átlagra vonatkozó kon�denciaintervallumot továbbra is
zárt formula segítségével, szimulációk nélkül határozhassuk meg.

3.4. Példa. Míg az eredeti t-próba próbastatisztikája

t =
X − µ

s√
n

,

addig a Hall-féle transzformáció:

g1(t) = t+
1√
n
G1

(
1

3
t2 +

1

6

)
+

1

3n

(
1

3
G1

)2

t3,

ahol G1 a tapasztalati ferdeség, tehát ilyen szempontból Hall transzformációja a
Johnson-féle, ferdeséget korrigáló eljárással rokon15.

15A t-próbának, mint már említettük, feltétele, hogy a vizsgált változó normális eloszlású
legyen. Ennek egyik lehetséges ellen®rzése is lehet, hogy a normális eloszlás � szimmetrikus
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A t-próba korrekciójának akkor van csak ilyen jelleg¶ jelent®sége, ha a norma-
litás sérülése mellett továbbra is a várható értéket (átlagot) szeretnénk tesztelni.
A felmerül® probléma érzékeltetésére képzeljük el a következ® esetet.

3.5. Példa. Adott két középiskolai osztály, akik futóversenyt szeretnének ren-
dezni. Az összehasonlítás alapja a két osztály átlagos futásteljesítménye lesz.
Az egyik osztályban csupa élsportolót találunk: 27 atlétát és 3 szumóbirkózót.
A másik osztályban sok átlagos diák mellett (29 f®) egyetlen nagyon túlsúlyos diák
is tanul. Azonban e túlsúlyos diák − megismerve az ellenfél adottságait − cselt
eszel ki. A futóversenyt a Margitszigeten rendezik meg, egyetlen kört kell futni.
A diákok nekikezdenek − de túlsúlyos egyedünk csak sétál, mellette a 3 szumóbir-
kózóval. Az atléták természetesen gond nélkül gyorsabbak az átlagos középiskolás
diákoknál − de a csel még nem teljesedett ki. H®sünk beszélgetést kezdeményez
a birkózókkal és a beszélgetést a gasztronómia irányába tereli. Majd a sziget egy
céltól és rajttól egyaránt távoli pontján lév® talponálló büféhez vezeti a gyanút-
lan birkózókat. Ott aztán pénzt nem kímélve etetni kezdi ®ket. A trükk ugyanis
a következ®: a 3 birkózó − még akár az utolsó pár méteren le is hajrázhatják
majd a továbbra is sétáló, velük tartó egyetlen túlsúlyost − eredményei már úgyis
olyannyira fogja az egész osztályuk átlagát rontani, hogy bármely, átlagot összeha-
sonlító eljárásban toronymagas gy®ztesként kerül majd ki a teljesen átlagos közép-
iskolai osztályunk. Ez azonban nyilván amiatt alakulhat ki, hogy az eloszlásaink,
melyek az osztályokat jellemzik ferdék (például túl sok jó/átlagos és aránylag kevés
rossz futó van), továbbá az átlagot egyetlen extrém érték is bármilyen irányba el
tudja mozgatni. Így az átlag helyett más mutatóval, eljárással kellene döntenünk
a két osztály összehasonlításában (ahogy ezt a �breakdown point� elemzésben már
megállapíthattuk). Ha azt a kísérletet végeznénk el, hogy páronként futtatjuk ®ket,
mely párokat véletlenszer¶en válogattuk ki egyik és másik osztályból, úgy érzékel-
het®, hogy a sporttagozatos osztály esetén csak minden 10. választás lesz olyan,
ahol az átlagos középiskolából választott diáknak lenne valami esélye − feltéve,
ha onnan nem a túlsúlyos egyedet választjuk. Ez utóbbi kísérletet sztochasztikus
egyenl®ség vizsgálatnak nevezzük és Wilcox már korábban is idézett könyve [46]
tartalmaz ilyen − vagy hasonló − helyzetekre alkalmazható próbákat, eljárásokat.

3.1.5. Összefoglaló megállapítások a becslésekhez

Megállapíthatjuk tehát az alábbiakat:
� Amennyiben ismert az eljárásunkból származó becslés eloszlása (pl. a minta-
átlag alkalmazása ilyen), akkor zárt formulák segítségével meghatározható az
eljárás standard hibája (vagy általánosságban hibája), melynek segítségével
a becslésünk pontossága, kon�denciaintervalluma meghatározható. Ennek
segítségével tehát képet kaphatunk arról, hogy a valószín¶ségi változó adott

lévén � G1 = 0 értékkel rendelkezik, azaz a ferdesége 0. Magyarán, ha azt tapasztaljuk, hogy az
eloszlásunk ferde − pozitív vagy negatív irányba �eld®l�, akkor a ferdeségi együttható segítségével
korrigáljuk a próbastatisztikánk értékét.
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paraméterének becslése esetén milyen hibákat követhetünk el: a véletlen jelen-
ségre mennyire érzékeny a becslésünk.

� Amennyiben nem ismert az eljárásunk eloszlása, úgy szimulációs eljárások
bevetésével tudunk képet kapni arról, hogy az adott minta sajátosságaiból
következ®en milyen várható hibákat követünk el az adott paraméter vagy
paraméterek becslése során.

� A szimulációk helyett − a kezdeti tapasztalatok sikeressége okán − említhet-
jük például Hampel és munkatársai, 2011-ben publikált simítási eljárását is
[21], mely szintén alkalmazható lehet annak érdekében, hogy a becsléseink
bizonytalanságát pontosabban meghatározhassuk.

Megjegyzés. Fontos kiemelni, hogy a fenti felsorolás messze nem teljes. Például
nem szóltunk a Bayes-becslések problématikájáról, illetve azok érzékenységér®l,
ezen keresztül nem adtunk számot azokról az esetekr®l, amikor rizikó vagy infor-
máció (és nem közveltenül az eltérés) alapján akarjuk vázolni a becslés jóságát.
Bayes-becslések érzékenységér®l, annak vizsgálatáról és függésér®l pl. az a-priori
eloszlások16 befolyásáról olvashatunk Lavine 1991-es cikkében [27].

Nem beszéltünk a hiányzó értékek problémájáról vagy arról, ha az adott vál-
tozóval összefügg® más változókról is rendelkezünk információkról. Err®l például
Robins és munkatársai értekeznek könyvükben [39], ahol hiányzó értékek esetén
való becslések érzékenységvizsgálatára találhatunk módszereket, lehet®ségeket.

A témák szerteágazó volta miatt célunk nem is lehetett mindenre kiterjed® −
továbbra is a kérdések felvetését tartjuk inkább fontosnak.

3.2. Hipotézisvizsgálatok

A hipotézisvizsgálatok nyilván jelent®s mértékben összefüggnek az el®z® kér-
déskörrel: amennyiben van becslésünk és tudjuk annak megbízhatóságát (kon�den-
ciaintervallumát), akkor lényegében hipotézisekr®l is tudunk döntéseket hozni.

Azonban a hipotézisvizsgálat során több, egymástól funkciójában is igen eltér®
hibát tudunk elkövetni.

3.6. Példa. Tegyük fel, hogy egy betegséget szeretnénk diagnosztizálni, melynél
az is gondot jelent, ha valakit betegnek mondunk a vizsgálatok alapján− pedig nem
az, illetve akkor is gondban vagyunk, ha kiengedjük kezelés nélkül, pedig szüksége
lenne rá.

Gondolhatunk itt egy rákos megbetegedésre, aminél a hibás diagnózis bármely
kimenetele veszélyeket rejt: ha nem kezeljük, akkor esetleg menthetetlenné válik
a beteg, míg ha kezelünk egy egészséges pácienset például kemoterápiával, úgy
könnyen megbetegíthetjük.

16A Bayes-féle becslésekben azt feltételezzük, hogy maga a vizsgált paraméter is egy véletlen
változó, melynek az úgynevezett a-priori (tapasztalás el®tti) eloszlása adott. A vizsgált paraméter
a-posteriori (tapasztalás utáni) eloszlása nem más, mint az a-priori eloszlás minta esetén vizsgált
feltételes eloszlása. A Bayes-becslés pedig az a-posteriori eloszlásból számított paraméterbecslés.
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Nyilvánvalóan vannak betegségek, melyeknél valamely kimenetel nem hordoz
ekkora kockázatot: ha megszúrom a mutatóujjamat egy t¶vel és a baleseti sebész
nem hajlandó egy teljes m¶t®stábot összehívni a problémám elhárítására, majd
hazaküld − nagy valószín¶séggel nem követ el végzetes hibát. Másik oldalról, ha
egy egészséges embernek C-vitamint írok el®, várhatóan nem fog neki ártani, így
nagyobb gondot sem fogok vele okozni.

A statisztikai érzékenységvizsgálatokra a hipotézisvizsgálatok során két terüle-
tet fogunk bemutatni.

3.2.1. A próba erejének és szigni�kanciájának vizsgálata

A próba ereje, illetve a szigni�kancia minden esetben az eljárás érzékenysége-
ként kezelhet®.

� A szigni�kancia és a korábban már tárgyalt kon�dencia, (megbízhatóság)
egymással lényegében megegyez® fogalmak.

� A próba ereje egy bonyolultabb módon számolható paramétere a kiválasztott
hipotézisvizsgálati eljárásnak. A próba ereje a vizsgálat úgynevezett másod-
fajú hibájával analóg fogalmak. A fenti példával élve, ha a nullhipotézisünk
az, hogy a vizsgált páciensünk egészséges, úgy a másodfajú hibát akkor követ-
jük el, amikor a betegeket nem részesítjük kezelésben.

3.7. Példa. A hibák kummulálódására az alábbi, általában ismert példát em-
lítjük. Több átlag összehasonlítását végezzük a varianciaanalízis során. Ekkor
hagyományosan azt teszteljük, hogy több csoport átlaga egyezik-e egymással vagy
sem. Világos, hogy a több átlag egyidej¶, páronkénti összehasonlítása nem végez-
het® el független módon − és ilyen esetben az els®fajú hibák valószín¶ségének
viselkedésér®l keveset tudunk.

A páros összehasonlítások úgynevezett �Post Hoc� tesztjeinek számos változata
ismert, ezekb®l a teljesség igénye nélkül felsorolunk néhányat. A képletekben min-
den esetben szerepelni fog az MSE-érték, ami nem más, mint a csoportokon belüli
átlagos négyzetes eltérés17.

Továbbá általában feltételezzük, hogy ha k darab csoport van, akkor minden
csoportban azonos, n esetszámmal dolgozunk (mutatunk egy olyan formulát is,
ahol e feltételt®l eltérhetünk).

Értelemszer¶en két átlagot akkor nem fogunk szigki�kánsan különböz®nek te-
kinteni, ha a különbségük kon�denciaintervalluma tartalmazza a 0-t.

� Bonferroni-eljárás: Bonferroni azt javasolta, hogy ha α megbízhatósági szint¶
döntést szeretnénk hozni, de egymás utánm darab tesztet kell végeznünk, me-

17Azaz a csoportok átlagaitól vesszük a csoportban lév® egyedek, részminták eltéréseinek négy-
zetösszegét és átlagoljuk − bels® variancia, vagy hibavariancia néven is ismert. Szabadságfoka a
fenti jelölésekkel n− k, azaz a teljes létszám és a csoportok számának különbsége.
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lyek egymástól nem függetlenek, akkor α szint helyett α
m szinten döntsünk18.

Fontos azonban megjegyeznünk, hogy ez általában feleslegesen szigorú eljá-
rást jelent, így ezt általában �nomítani szokás.

� Átlagok Bonferroni-összehasonlítása:

Xi,• −Xj,• ± t(1−α,

2 ,ν)

√
2MSE

n
,

ahol α,

2 tehát α
2(m−1) , ahol m az összehasonlítások száma. Xi,• az i-edik

csoport átlagát jelöli, míg ν az MSE szabadságfoka.

� Átlagok Bonferroni-összehasonlításának Sidák-féle módosítása:

Xi,• −Xj,• ± t(1−αm
2 ,ν)

√
2MSE

n
,

ahol αm

2 = 1−(1−α)
1
m

2 .

� Átlagok Dunnett-féle összehasonlítása:

Xi,• −Xj,• ±D(1−α,k−1,ν)

√
2MSE

n
,

ahol D az úgynevezett Dunnett-eloszlás19, k a csoportok száma, míg ν
továbbra is MSE szabadságfoka.

� Átlagok Hsu-féle (MCB) összehasonlítása:

Xi,• −max
i ̸=j

Xj,• ±OD(1−α,k−1,ν)

√
2MSE

n
,

ahol OD az egyoldali Dunnett-eloszlás.

� Átlagok Fisher-féle (LSD) összehasonlítása:

Xi,• −Xj,• ± t(1−α
2 ,ν)

√
MSE

(
1

ni
+

1

nj

)
,

mely eljárás tehát alkalmazható különböz® csoportlétszámok esetén is.

18Ilyenkor tehát a korábban már tárgyalt els®fajú hiba valószín¶ségét drasztikusan lecsök-
kentjük.

19A Dunnett-eloszlásról általában táblázat segítségével döntenek [50]. A standard normális
eloszlás esetén is az eloszlásfüggvény inverzének táblázatát használják a statisztikai számításoknál,
hiszen az inverznek zárt alakja nincsen − így ez a táblázatos eljárás nem nevezhet® szokatlannak.
A táblázathoz használt, a standard normális eloszlás eloszlásfüggvényénél lényegesen bonyolultabb
formula megtalálható például Dunlap és munkatársai cikkében [14], mely cikkben ráadásul több
példát is bemutatnak ezen eloszlás alkalmazására.
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Meg�gyelhet® volt, hogy az átlagok egyenl®ségének tesztelésekor a részmintá-
ink szórásának egyenl®sége is feltételként szabható − vannak eljárások, ahol ez nem
feltétel. Azonban a korábban már említett Lee és munkatársai is megfogalmazzák
2010-ben publikált anyagukban [28], hogy a szórások összehasonlítása − helyeseb-
ben a részminták szóródási mutatóinak egyezése vagy különböz®sége − egyáltalán
nem triviális kérdés. Ráadásul több tesztet is összehasonlítanak egymással szimulá-
ciók segítségével, így a különböz® tesztek numerikus eredményeit is áttekinthetjük
dolgozatukban.

3.8. Példa. Az alábbiakban összefoglalunk néhány tesztet Lee és munkatársa-
inak cikkéb®l. Mindezt azért tesszük, hogy jobban rávilágíthasunk: amennyiben
a vizsgált változónk normalitása sérül, úgy a már korábban elmondottak alapján
nem csak a középértékek megválasztása lehet problematikus (átlag helyett például
medián, átlagok összehasonlítása helyett sztochasztikus egyenl®ség vizsgálat, lásd
Wilcox könyvét [46]), hanem a szóródási mutatók megválasztása, vagy azok tesz-
telése sem egyértelm¶.

Két szórás összehasonlítására a hagyományos eljárás az úgynevezett F -próba
(a két variancia hányadosa alapján tesztel), melynek feltétele a normalitás és mely-
nek megsértésre kifejezetten érzékeny (lásd például Klotz és Johnson dolgozatát,
[26] akik − ahogyan a most idézett dolgozat is − az el®ször ismertetend® tesztet,
mint alternatívát ajánlják helyette).

Az alábbi tesztek tehát mind a H0 : σ2
1 = σ2

2 = · · · = σ2
k nullhipotézis eldönté-

sére szolgálnak.

� Levene-teszt: A Levene-teszt próbastatisztikája:

W =

(N − k)
k∑

i=1

ni
(
Zi − Z

)2
(k − 1)

k∑
i=1

ni∑
j=1

(
Zij − Zi

)2 ,
ahol N a teljes mintanagyság, ni az i-edik részminta nagysága,
Zi,j =

∣∣Yij − Y i

∣∣, Y i az i-edik részminta átlaga, Zi a Zij-k csoportjainak
egyenkénti átlaga, míg Z a Zij-k f®átlaga, azaz a Levene-teszt az átlagos
abszolút eltéréssel számol az átlagos négyzetes eltérés helyett.

A fenti W -próbastatisztika H0 fennállása esetén F -eloszlást követ k − 1 és
N − k szabadságfokkal.

� Módosított Levene-teszt: lényegében azonos a fenti tesztttel, csak átlagok
helyett mindenhol a mediánt kell használni.

� Z-variancia teszt: Az Overall és Woodward által 1974-ben publikált [35]
eljárás a következ® alakot ölti. A próbastatisztika:
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F =

k∑
i=1

Z2
i

k − 1
,

Zi =

√
ci (ni − 1) s2i

MSE
−
√
ci (ni − 1)− ci

2
,

ahol ci = 2 + 1
ni
, s2i a korrigált tapasztalati variancia, ni az adott részminta

mintanagysága, MSE pedig a már korábban ismertetett négyzetes eltérés.

Ekkor H0 fennállása esetén Zi eloszlása standard normális, tehát a fenti F -
próbastatisztika eloszlása F-eloszlás, k − 1 és ∞ szabadságfokkal.

� Az Overall�Woodward-féle módosított Z-variancia teszt: 1976-ban a
már hivatkozott Overall és Woodward szerz®páros újabb dolgozatukban [36]
módosították az eredeti ci értékeket az alábbira:

ci = 2

(
2, 9 + 0,2

ni

K

) 1,6(ni−1,8K+14,7)
ni

,

ahol ni továbbra is az i-edik részcsoport mintanagysága, továbbá:

Zi,j =
Xi,j −Xi√

ni−1
ni

s2i

,

K =

∑
i,j

Z4
i,j

ni − 2
.

� O'Brien-teszt: Az O'Brien által publikált próba [34] azt mondja, hogy a
hagyományos F-próbát módosítsuk olymódon, hogy az eredeti próbában hasz-
nált Yi,j értékeket módosítjuk az alábbi módszerrel:

Vij =
(ni − 1, 5)ni

(
Yij − Y 2

)2 − 0, 5s2i (ni − 1)

(ni − 1) (ni − 2)
,

ahol az alábbi jelöléseket alkalmaztuk:

Y i =

ni∑
j=1

Yij

ni
,

s2i =

ni∑
j=1

(
Yij − Yi

)2
ni − 1

,
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a megfelel® részcsoportátlagok és részcsoportvarianciák, tehát lényegében Yij-
ket a fenti Vij értékekre cseréljük, és úgy alkalmazzuk az eredeti F -próbát.

Megjegyzés. Megjegyezzük, hogy ilyenkor fennáll az alábbi egyenl®ség:

s2i = V i =

∑
Vi,j
ni

.

Megállapíthatjuk, hogy amennyiben a normalitás nem teljesül, úgy a szóródási
mutatóknál sem feltétlenül a szórást kell választani, hiszen látható, hogy a szórás
nem feltétlenül a lehetséges legjobb, valamely középértékt®l való átlagos eltérést
mér®, jól interpretálható mennyiség.

3.3. Egy biostatisztikai megközelítés: ROC-görbék alkalmazása

A másik megközelítés a hipotézisvizsgálatok esetén a biostatisztika20 egyik
bevett eljárása. A továbbiakban a következ® jelöléseket fogjuk alkalmazni:

Er Érzékenység

Fa Fajlagosság

N+,v Nem hibás, pozitív tesztek száma

N+,h Hibás pozitív tesztek száma

N−,v Nem hibás, negatív tesztek száma

N−,h Hibás negatív tesztek száma

Megjegyzés. Tehát N+,v + N−,h a betegek, míg N+,h + N−,v az egészséges
egyedek száma. Érzékenységnek (sensitivity) nevezik annak valószín¶ségét, hogy

egy beteget a teszt valóban betegnek mutat. Más megközelítésben:

Er =
N+,v

N+,v +N−,h
.

Megjegyzés. Megjegyezzük, hogy egy másik, ezzel analóg fogalom is gyakran
használatos a biostatisztikában. A fajlagosság (speci�city) megmutatja, hogy mi
a valószín¶sége annak, hogy negatív tesztet kapunk abban az esetben, ha az illet®
tényleg egészséges. A fenti jelölésekkel:

Fa =
N−,v

N−,v +N+,h
.

20Fontos megjegyezni, hogy az úgynevezett �túlélési statisztikák� e bevett gra�kus elemzési
eszközét számos területen − így nem csak a biostatisztikában − alkalmazzák. Így például a
pénzügyi statisztikai eljárásokban is számos felhasználása ismert: egy betegségben való elhalálozás
a cégek számára a cs®deljárásként fogható fel. A modellek ilyen szempontból tehát rokonságban
állnak egymással.
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Az érzékenység és fajlagosság témájában is fontos mérnünk, hogy e két mennyi-
ség milyen hibahatáron belül mozoghat. Ez lényegében nem más, mint annak mé-
rése, hogy bizonyos statisztikai próbák els® és másodfajú hibája miként alakul.

E biostatisztikai témakörben számos publikáció készült − melyek olykor pont
e terület érzékenységvizsgálatát nem érintik. Erre hozható példaként Bender és
munkatársainak elemzése [3] Brenner és Gefeller dolgozatáról [5], ahol a számításo-
kat reprodukálva mutattak arra rá, hogy a becslésekben, melyeket a szerz®k tettek,
számos megkérd®jelezhet® pont van.

Az orvoslásban persze adott egy igen egyszer¶ − bár nem feltétlenül költ-
séghatékony ellenszere a téves diagnózisok sz¶résének. Ez pedig nem más, mint
amit Diepgen és Coenraads feszeget cikkükben [13]: több tesztet futtatnak egy-egy
diagnózis felállítására. A több teszt futtatása, összefüggéseinek matematika sajá-
tosságaira, statisztikai hibáinak kummulálódására vagy éppen sz¶kítésére hívják
fel munkájukban a �gyelmet egy igen konkrét diagnosztikai eljárás kapcsán.

Az orvosi alkalmazások során nyilván nem csak ilyen helyzetek adódnak. Egyes
betegségek esetén a döntést és a becsléseket általában logisztikus regresszió21

alkalmazásával és úgynevezett ROC-görbék elemzésével szokták megoldani.

3.1. De�níció. Tegyük fel, hogy adott k darab, X1, . . . , Xk véletlen változó,
melyek segítségével az Y bináris változó lehetséges értékeinek bekövetkezési való-
szín¶ségét szeretnénk meghatározni adott x1, . . . , xk realizáció esetén.

Világos, hogy P (Y = 1) meghatározása elegend®, hiszen

P (Y = 1) + P (Y = 0) = 1.

A logisztikus regresszió modellje azt mondja, hogy

P (Y = 1|X1, . . . , Xk) =
eβ0+β1X1+···+βkXk

1 + eβ0+β1X1+···+βkXk

alakban keresend®.

Innen is világosan látszik, hogy a logisztikus regresszió egyfajta lehetséges
modellje a bekövetkezési valószín¶ség meghatározásának, adott realizáció mellett.
A lábjegyzetben is olvasható, Boros Endre és munkatársai által jegyzett [8] cikk
éppen e helyzetek másfajta megközelítésére ajánl alternatívát egy, a logiszitkus
regresszió modelljét®l teljesen más megközelítés alkalmazásával.

21Jegyezzük meg, hogy nem csak logisztikus regressziót lehetne alkalmazni egy-egy ilyen osztá-
lyozási eljárás során. Például Boros és munkatársainál könyvet is olvashatunk [7] a Logical Analy-
sis of Data (LAD) eljárásról, mely szintén egy bináris osztályozás, ahol azonban nem statisztikai,
hanem optimalizálási technikák segítségével dolgoznak. Konkrét implementációit is adják Boros
és szerz®társai dolgozatukban [8], ahol pszichometriai, m¶szaki és gazdasági adatokon egyaránt
bemutatják eljárásukat, numerikus eredményekkel alátámasztva. Érdemes tehát arról is tudnunk,
hogy a logisztikus regresszió nem feltétlenül az egyetlen olyan eljárás, melynek segítségével bináris
változók eloszlásáról szerezhetünk információt � s®t.
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Megjegyzés. A ROC-görbékkel az egységnégyzetben ábrázolják a érzékenység
(sensitivity) és fajlagosság (speci�city) közötti összefüggéseket. Míg az x tengelyen
az 1− Fa, addig az y tengelyen az Er érték (arány) helyezkedik el.

Bár számos helyen fellelhet® e módszer (lásd például [43]), egy egyszer¶ példán
keresztül könnyen bemutatható mind az alkalmazás, mind pedig a görbe elkészí-
tésnek metódusa. A ROC-görbéhez e feladat Buza Krisztián jegyzete [48] alapján
készült.

3.9. Példa. Tegyük fel, hogy lázat szeretnénk mérni, láz alapján pedig valamely
betegséget diagnosztizálni, mely betegség általában lázzal jár − de persze nem
minden esetben, illetve nem minden lázas szenved ebben a betegségben.

A mintánkat már testh®mérséklet szerint sorrendbe rendeztük a jobb átlátha-
tóság kedvéért.

V - - - - - - - - + - + +

M 36,4 36,4 36,5 36,6 36,6 36,6 36,7 36,8 37,5 37,6 39 39,2

Azaz: a valóságban (V) a �-� jel azt mondja, hogy egészséges, nem szenved e
speci�kus betegségben, míg a �+� azt mondja, hogy beteg. A modellben (M) pedig
a testh®mérsékletekkel modellezünk, tehát azzal szeretnénk mérni, diagnosztizálni.

A ROC-görbéhez ki kell számolnunk az igazi pozitív (N+,v), a hamis pozitív
(N+,h), igazi negatív (N−,v) és hamis negatív (N−,h) értékeket. Szükségünk lesz
az igazi pozitívok (Er) és a fals pozitívok (1−Fa) arányára a betegek és az egész-
ségesek között a testh®mérséklet különböz®, értelmes értékei esetén, hiszen az y és
x tengelyek rendre ezeket az arányokat mutatják.

A testh®mérséklet különböz® szintjein kell hát eldönteni, hogy hány helyes és
hány helytelen diagnózis lenne a fent adott modellel a betegséget illet®en (tehát a
táblázat els® 4 sorában az adott módon besorolt betegek számát jelöljük, az alsó
két sorban pedig az arányokat). A sorok elején a már korábban de�niált jelöléseket
használjuk.

A táblázat els® sorában az értelmes testh®mérséklet vágópontokat tüntettük
fel. Amely értékb®l több is volt, azt zárójelben szerepeltetjük.

H®mérséklet 36,4 (2) 36,5 36,6 (3) 36,7 36,8 37,5 37,6 39 39,2 FIN

N+,v 3 3 3 3 3 3 2 2 1 0

N+,h 9 7 6 3 2 1 1 0 0 0

N−,v 0 2 3 6 7 8 8 9 9 9

N−,h 0 0 0 0 0 0 1 1 2 3

Er 1 1 1 1 1 1 2/3 2/3 1/3 0

1− Fa 1 7/9 6/9 3/9 2/9 1/9 1/9 0 0 0

A táblázat kitöltésének módjára vegyünk egy konkrét cellát. Az N+,h sorban
tehát azt vizsgáljuk, hogy a testh®mérséklet adott értékének vágópontként való
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de�niálásával hány darab fals, pozitív eredményt kapnánk. Így például ha 36, 5C◦-
os testh®mérésékletet vágópontként kezelve, a 36, 4C◦-os pácienset nem tekintenénk
betegnek, azonban továbbra is maradna 7 darab fals, valóságban egészséges pácien-
sünk, akiket betegnek jeleztünk (és lenne természetesen 3 darab, valóságban beteg
páciensünk helyesen azonosítva).

Általánosságban: ha a görbe átmegy az egységnégyzet bal fels® sarkán, akkor
téves diagnózis nélküli eljárást sikerült alkotni. Minden görbe esetén fontos tehát
annak alakja, hiszen minél jobban közelíti a görbe a bal fels® sarkot, annál precí-
zebb, pontosabb diagnózist lehet az eljárással felállítani. Azonban a görbe alakján
kívül a görbe alatti területnek is jelentése van: lényegében a tesztünk hatékony-
ságának mér®száma (a bal els® sarkon átmen® esetben a terület 1, tehát ilyenkor
a leghatékonyabb, míg egy olyan görbe esetén, ami a négyzet bal alsó sarkát a
jobb fels® sarokkal összeköt® átlóját mutatja lényegében pénzt is dobálhatnánk
döntéshozatal helyett).

A példánkhoz tartozó ábrát az utolsó két sor alapján elkészítettük, tehát az
alsó két sorban található értékek a görbe koordinátái:

1. ábra. ROC-görbe az igazi pozitív és fals pozitív arányok szerint

Az ábra elég jól közelíti a bal fels® sarkot, tehát azt mondhatjuk, hogy a fenti
példában egy kell®en jól viselked® modellt tudtunk alkotni: a görbe alatti terület
26
27 , tehát a helyes diagnózisok valószín¶sége magasnak mondható.

A döntéshozatalra, illetve alkalmazásukra számos példa hozható fel − pusz-
tán a módszert és annak értelmezését láthatjuk Goldstein és munkatársai, 1906
öngyilkosságot túlélteken elvégzett pszichiátria kutatásában, illetve annak doku-
mentációjában [19].

Egy elméleti, a ROC-görbék elemzésében alkalmazott mennyiségek χ2 statisz-
tikák segítségével vizsgáló cikk olvasható Bennett®l [4], aki teljesen elméleti megkö-
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zelítésben tárgyalja − majd saját vizsgálati eredményein teszteli is a diagnosztikai
eljárások ilyedtén való becslését, illetve becslésének jóságát.

3.4. Megjegyzések a hipotézisvizsgálatokhoz

Nem érintettük itt a hipotézisvizsgálatok során az összes létez® lehet®séget a
próbák lehetséges hibáinak tesztelésére. Világos, hogy minden statisztikai próba
csak bizonyos − szigorúbb vagy kevésbé szigorú − feltételek mellett viselkedik opti-
málisan. E feltételek sérülése esetében különböz® robusztus eljárások választhatók
− azonban e választások során sem elhanyagolható, hogy a �hagyományos� eljárás
feltételei, mely eljárás helyett most e robusztusat választottuk, milyen mértékben
sérülnek.

A sérülés mértékének, min®ségének következményeire ritkán találhatunk egzakt
módon is igazolható, megbízható és kalkulálható eljárásokat − azaz, amit például
a student-féle t-próba esetén jól körüljárható területnek gondolunk.

A t-próba esetén a ferdeség, csúcsosság − vagy általánosabban a normalitás
hiánya esetén választható robusztus tesztek megbízhatóságára Vargha 2003-as cikke
[45], vagy a próba erejének vizsgálatára a normalitás sérülése esetén Srivastava
1958-as dolgozata [42] lehet példa. Ez más hipotézisvizsgálati módszerek esetén
messze nem t¶nik kérdések nélküli területnek, illetve elméleti háttere − a fellelhet®
szakirodalmak alapján − nem látszik ennyire körüljártnak.

4. Összefoglalás

E témában több összefoglaló m¶ is született, melyek támpontot, kiindulási
alapot adhatnak a különböz® statisztikai tesztek, illetve azok robusztus változatai-
nak megismeréséhez (példaként említhetjük összefoglaló anyagként Wilcox könyvét
[46], melyb®l számos hagyományos módszert, és azok több robusztus változatát is
megismerhetjük).

Megállapítható, hogy a statisztikai vizsgálatok jelent®s hányada a bemeneti
adatok változásait vagy változékonyságát − amiatt, hogy eleve valószín¶ségi válto-
zókkal dolgozik, melyek szükségszer¶en változékonyak kisebb-nagyobb mértékben
− kezelik valamilyen formában. A leggyakrabban ez olymódon jelenik meg, hogy az
eljárások megfelel® biztonsági szinten való alkalmazását feltételekhez kötik (a vé-
letlen változó eloszlásának pl. normális volta, csoportok szórásának homogenitása,
stb). Amennyiben e feltételek sérülnek, úgy az adott eljárás valamely korrekciós
− robusztus − változatát javasolják. Ezen esetben az eljárásokban mindenképpen
jelen lév® hibákat (hiszen véletlen jelenségek alapján hozunk döntéseket) általában
megfelel® szinten lehet tartani.

Más esetekben viszont nem ismertek azok a matematikai alapok és vizsgálatok,
melyek biztosítanák az eljárást alkalmazók számára azokat a stabilitási kritériumo-
kat, melyekkel a hibás döntések valószín¶sége meghatározható, uralható. Így pl.
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empirikus eszközök segítségével − szimulációs eljárások − az adott tapasztalati el-
oszlások vizsgálatával kimérhet®k az alkalmazott eljárások hibái. Ha a hibákat e
módszerekkel nem is tudjuk kiküszöbölni, azok mértékével tisztában lehetünk − és
így továbbra is megalapozott döntések hozhatók.

Szintén empirikusak, de nem feltétlenül igényelnek nagyobb gépigényt − illet-
ve a kezdeti tapasztalatok alapján kis minták esetén is m¶köd®képes alternatívát
jelenthetnek − a simítási eljárások. Segítségükkel robusztus becslések készíthet®k
− stabilabbá, kevésbé érzékennyé téve így az eljárásunkat, illetve a segítségükkel
meghozott döntéseinket.

Természetesen − ahogy jeleztük, nem törekedtünk cikkünkben a statisztika
minden területének lefedésére. Nem beszéltünk például a különböz® regressziós
technikák megbízhatóságáról, a Bayes-becslések érzékenységér®l vagy az id®sorok
esetén alkalmazható különböz® technikákról és felmerül® problémákról. Célunk
pusztán az volt, hogy két, egyszer¶bb területet kiragadva, azok segítségével vázol-
juk a probléma általános mivoltát, nagyságát és fontosságát.
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SENSITIVITY ANALYSIS IN A STATISTICAL PROCESSES

Szabolcs Takács

An important aspect of many mathematical process is sensitivity analysis. In these analysis
we investigate the change of output data − result and behavior − when changes are made to the
input. It is of interest what type of changes in the input doesn't a�ect the results − or which
type of modi�cations in the inputs results in larger or smaller scale changes to the output.

In the various �elds of statistical processes, sensitivity has di�erent a meaning. As an
example, it has di�erent meaning in estimation or in hypothesis theory − or in the di�erent
modelling processes.

In this paper we are not aiming to address all the various questions about sensitivity in
the �elds of statistics − instead we embark on providing an insight to the wide spectrum of the
applications involved with sensitivity analysis, while also drawing attention to the importance of
these analysis.

The paper will not state new theorems − but rather it raises several open questions of interest
which have arisen in recent statistical research projects.
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