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KOZOSSEGEK ES SZEREPUK A KISVILAG GRAFOKBAN

BARTALOS ISTVAN ES PLUHAR ANDRAS

Osszefoglalé irasunkban kisérletet tesziink a grafokra kifejlesztett kozosség-
keres§ algoritmusok attekintésére, egységesitésére és kiértékelésére. Bemu-
tatjuk az eredményként elGallo kozOsségi informécio felhasznalasat a gra-
fos adatbanyaszatban és a grafok segitségével végrehajthat6 modellezésben,
melyeknek sikeres gyakorlati alkalmazasai vannak.

1. Bevezetés

A kisvildg grifok felfedezése jelentGsen megvéltoztatta, kibGvitette a grafelmé-
leti kutatasok iranyat, lasd Barabasi és Albert [2, 3]. Nemcsak ezek a grafok kiilon-
béznek a korabban vizsgalt grafoktoél, hanem a veliikk kapcsolatban megfogalmazott
kérdések és problémék is.

Nem kénnyti feladat egy kisvilag graf felépitéséhez sziikséges informaciok Gssze-
gyljtése, vagy éppen annak eldéntése, hogyan készitsiink a rendelkezésre all6 ada-
tokbol grafot, lasd Csernenszky és tarsai, illetve Hidalgo és tarsai [13, 23]. Ugyan-
igy, bar szamos prébélkozas tortént, nincs minden igénynek eleget tevé modell
véletlen kisvilag grafok generélasara sem, lasd Cami és Deo [11].

A valos alkalmazasokban fellépd méretek miatt idGigényes algoritmusok nem-
igen hasznalhatok, igy jobbara meg kell elégedni egyszertibb heurisztikakkal,
melyek sokszor a fizikabol kolcsonzott intuiciobol erednek, lasd Barabasi, Bollo-
bas, Newman cikkei [3, 5, 28]. A szokasos jelolést kovetve egy G graf ponthalmazét
V(G)-vel, élhalmazat pedig E(G)-vel jeloljik. Ha az utobbi rendezett parokat tar-
talmaz, akkor G irdnyitott, és az élek sulyozottak is lehetnek.

A legt6bb tovabbi vizsgalat egyik alapvetd feltétele a graf pontjainak klasszifi-
kacioja, csoportokba rendezése. Ez torténhet osztilyozassal, azaz V (G)-t felbont-
juk {C;}™, halmazok, tn. klaszterek diszjunkt unidjara. A masik megkozelités-
ben nem kivanjuk meg sem a csoportjaink diszjunktsagat, sem azt, hogy egyiitt
kiadjak V(G)-t. Ezeket az entitasokat szokas kozosségeknek hivni; mi itt kdzdsség
alatt mindig ezeket értjiik, mig az osztalyozas elemeit klasztereknek hivjuk. Renge-
teg erdfeszités tortént a klaszterek elGallitasara, vizsgalatara, illetve alkalmazésara,
részletesen lasd pl. Newman [28]. Annyit megjegyeznénk, hogy a klaszterek els-
allitasara mind an. top down (feliilrdl lefelé) és bottom up (alulrol felfele) épitkezs

Alkalmazott Matematikai Lapok (2012)



54 BARTALOS ISTVAN ES PLUHAR ANDRAS

algoritmusokat javasoltak. Ezzel szemben a kozosségek keresésére szolgalo algorit-
musok jobbara az alulrél épitkezést hasznaljak, azaz kisebb kozdsségek novelésével
probalnak megfelelg eredményhez jutni.

A klaszterezés (és igy a kozOsségkeresés is) elméletileg megalapozhatatlan Klein-
berg [25] eredménye szerint, ezért, a sokszor kivetett pragmatikus megoldas marad:
vesziink egy ésszertinek ting algoritmust, az eredményét definidljuk klaszterek-
nek/kozossegeknek, és megnézziik hasznalhatosagat.

2. Néhany algoritmus

Harom tipikus kozosségkeresd algoritmust tekintiink, melyek hasonlé elven ala-
pulnak. Az egyik elsd, ténylegesen hasznélt algoritmus az NTT, Csizmadia és
téarsai, ill. Pluhar [8, 15, 31, 32]. A k-klikk perkolacios algoritmus, a CPM, az
elsG széles kérben ismert modszer, melyet Palla és tarsai [29] szintén valos felada-
tokra alkalmaztak. Az élek klaszterezése a harmadik — f6ként elméleti érdekességii
Pluhar, Evans és Lambiote [31, 17].

2.1. Az NTT algoritmus
[32, 15] Ez egy generikus algoritmus egy tetszéleges
f:2Y@xv@E) - R
és ¢ : N — R fliggvénnyel, ahol f(A,x) jelenti az A kozdsség és az x csucs kapcso-
latanak erésségét. Csatoljuk z-et A-hoz, ha f(A,x) > c(|4]).

A Build szubrutin lentrdl felfelé épitkezve megadja a kdzdsségek K halmazanak
elsg kozelitését.

Algorithm 2.1 A BUILD PSZEUDO KODJA
1. begin(Build)

2. input G, k, ¢ //max k-elemi c-kozosségeket kerestink
3. let £ :=V(G) / /kezdetben a cstcsok a kozosségek L =0
a. fori=1tok
5. VAe K, x € V(G) ha f(A,z) > c(|4]),

akkor tegyik AU {z}-t K-ba.
6. Toroljiik az Osszes olyan A € K-t,

amelyre A C Be K és A+# B.
7. print K, .G legfeljebb k-elemi c-kozosségei”.

s. end(Build)
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A Build végrehajtasa utan a Merge-t hasznaljuk a majdnem azonos kozosségek
Osszeolvasztasara. Legyen C olyan graf, amelyben V(C) = K és (A, B) € E(C), ha
AN B ,elég nagy”. Cseréljiik ilyenkor K-t (K \ {4, B}) U{AU B}-ra. Ezutan a C
elemei legyenek a kozosségek. A tapasztalat az alabbi értékeket javasolja. Jelentse
anagy a 60%-at a kisebb halmaz elemszamanak. Az f(A, ) értéke az = és A kozotti
egy és kettd hosszuisdgu utak szamétoél fiigg. Tehat ahhoz, hogy megkapjuk az a-
et tartalmazo kozosségeket, elegendd keresni az N+ (z) := N(N(z)) halmazban,
azaz legfeljebb a mésodik szomszédok kozott.

Néhéany hasonlé modszert sorol Fortunato [18].

2.2. k-klikkek perkolacioja

Roviden CPM modszer, [29]. Itt k € N adott, mint az algoritmus paramétere.
Miutan megtalaltuk az 6sszes k-klikket G-ben, tekintjiik azt a @ grafot, melynek
csicsai ezen klikkek és (A, B) € E(Qy) pontosan akkor, ha |[AN B| = k — 1.
A kozosségek Q. Osszefiiggd komponensei klikkjeinek egyesitései lesznek.

2.3. Elek klaszterezése

[31, 17] Klaszterezziik valamilyen modon az élek halmazat. Az egyes klaszterek
éleinek végpontjai lesznek a kozosségek.

Ezek a modszerek kiilonboznek a talalt kozosségek tipusaiban és a szamitasi
koltségeikben is. Jollehet az élek klaszterezését konnyd végrehajtani, hasznalata
mégis jelentSs hatranyokkal jar (pl. a kapott kozOsségek atfedése legfeljebb egy
csticspont mélységi).

Az NTT és a CPM a legigéretesebb algoritmusok; persze az implementaciok
mindsége lényeges szempont. Kisvilag grafokon mindketts majdnem lineéris idében
fut, ami természetes kovetelmeény, ha valodi feladatokkal foglalkozunk.!

2.4. Egységes szemlélet

Vegyiik észre, hogy a harom felsorolt algoritmus csalad végrehajtasa két 1épés-
bdl all. Elsszor egy F = (V,H) hipergrafot hataroznak meg, ahol V = V(G)
és H C 2¥V. A H elemei lesznek a kozosségek épitdkovei. A masodik 1épésben
H-t alkalmas d tavolsagfiiggvénnyel ellatva M = (H, d) metrikus teret készitiink.
Ezutan valamilyen klaszterez6 algoritmussal M klasztereinek egy C halmazat kap-
juk. Veégiil a keletkezett klasztereket V' részhalmazaival azonositjuk agy, hogy egy
Ci € C-re K; :=Upec, H, ahol K; koztsség megfelel C; klaszternek.

A fenti algoritmusoknal H elemei (az épitSkovek) rendre kis striségd rész-
grafok, k-klikkek, illetve élhalmazok. A koztiik levs kapcsolatot leird D grafban
pontosan akkor van él, ha a kapcsolat szoros. Az elsg esetben (K;, K;) € D, ha

1z csticsok millibit jelenti. Az N1 elérhet§ a Sixtep szoftverrel, mig a klikk-perkolaciot
a CFinderrel probaltuk ki. Ezennel megk6szonjiik a programok készitGinek, hogy tudoményos
célokra elérhet6vé tették a szoftveriiket.
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|K; N K| elég nagy, a masodikban, ha |K; N K| = k — 1, mig a harmadik esetben
ez parameéter.

2.5. Kozpontisag alapii k6zosségkeresések

Az el6zd alfejezet paradigmajaba bele nem ill§ megoldasok is lehetségesek.
Costa [12] a nagy rangi pontok koziil valaszt egy fiiggetlen halmazt; ezek lesznek
a kozosségek kozepei, majd p sugara gombdoket képez koriilottiik. Tavolsagfiige-
vénynek a G természetes metrikijat hasznélja, amely a p paraméter értékétsl fiig-
g@en atfedésekhez vezet(het). Egy masik megkozelitésben Kovacs és tarsai [26]
elGszor egy kifinomult hatasfiiggvényt szamolnak ki, amely a pontok kézpontisa-
ganak mértéke. Ennek alapjan nivofeliiletet képeznek, és a feliilet kiemelkedéseit
azonositjak mint kdzosségeket.

3. Kiértékelés

Mivel a kozbsségek (vagy klaszterek) definicioi tobbé-keveésbé tetszilegesek,
Kleinberg [25], hasznossaguk mérésére is sokféle elgondolas sziiletett. Jollehet ez
alapvets kérdés, a kutatok nézdpontjai természetesen eltéréek. Az alabbiakban
vazoljuk, hogvan lehet egy-egy kozosség fogalom hasznalhatésigat megéllapitani.
Egy direkt mddszer kozvetleniil hasonlitja 6ssze az adodo kozosségeket és a grafrol
meglevs egyéb informacionkat, mig az indirekt médszerek egy modell valtozojaként
kezelik a kozOsségi informdaciot, és az elGrejelzés pontositasdnak mértékén mérik
ennek hasznossagat.

3.1. Tapasztalatok és paraméterezés

Elgszor futtatni kell az algoritmusokat, meg kell kapni az eredményeket és
esetleg matematikai kovetkeztetéseket levonni bizonyos grafosztélyokrol. Nagyon
fontos az algoritmusok sebessége. Valddi sebességiiket nem konnyt 6sszehasonli-
tani, mivel ez erdsen fiigg az implementaciojuktol és a tesztgrafoktol (gyakorlati
graf avagy elméleti konstrukeio).

Mindharom algoritmus gyors, és altaldban is a alfejezetben leirt csaldd al-
goritmusai hatalmas méretd problémak megoldésara képesek. A pontban még
visszatériink erre a kérdésre, és kozliink néhany eredményt a futési idSkrél és a
megoldasok josagarol, részletesen 1asd Griechisch és Pluhar [22].

A klikk-perkolécios modszer figyelemre mélté mind elméleti, mind gyakorlati
szemszogb6l nézve. Az Erdds-Rényi random grafok kapcsan alaposan megvizs-
galtak, Bollobas és Riordan [6], és a gyakorlatban is hasznalhaténak bizonyult,
Adamcsek és tarsai [1]. Mindazonaltal a CPM néha tal nagy kozosségeket ad, és a
paraméterezése is rejtélyes, hiszen hogyan dontjiik el, milyen értéke legyen k-nak?

Az NTT algoritmus meglehetSsen heurisztikus, elméleti vizsgédlata nem kivite-
lezhets. F6 el6nye a sebesség, a kozosségek kis dtmérdSje és a megbizhatésag.

Az élklaszterezé modszereket még kevéssé vizsgaltak. Nyilvanvalé hatranyuk,
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hogy az altaluk kapott kozosségeknek legfeljebb egy kozos elemiik lehet. Valodi
grafoknél ez tul szoros feltétel.

Néhany benchmark grafon kiprobaltunk a CPM és az N1+ algoritmusokat, a
tapasztalatokat Zachary hires grafjan illusztraljuk, lasd Zachary [35]. Ez a graf a
barati kapcsolatokat irja le egy karate klubban, amely éppen a vizsgalt idGszakban
valt ketté. Az egyik rész (A) a japan mesterrel maradt, mig a masik (B) az amerikai
helyettesével tartott. A CPM k = 3 esetén harom kozosséget ad, rendre 3, 6 és
24 mérettel, mig k = 4-re szintén harom kozosség keletkezik, melyek mérete 4, 4
és 7. k = 5 esetén egyetlen 6 pontu kozosség lesz. Itt a k = 3 és k = 4 esetek
kozosségeinek kombinélasa tiinik jo megoldasnak, és a k6zGsségek ekkor az A és
B halmazok belsejében htizodnak. Az N+ algoritmus 12 kozdsséget ad, rendre a
darabszamok /méretek: 4/3, 5/4, 1/6 és 2/7. Egyet kivéve a kozosségek A, vagy
B belsejében vannak. A szakadas egy lehetséges magyarazata igy éppen az A-t és
B-t 6sszekotd kozosség felbomlasa lehet.

3.2. Grafikus

A korai publikiciok altaldban a graf valamilyen vizuélis formaja alapjan haté-
rozzdk meg a kozosségeket. A szem éltal végzett klaszterezések jonak bizonyultak.
Az atlapolodo kozosségek meghatarozasa méar nehezebb, mert a vizualizdcié mar
nem annyira kézenfekvd.

Egy lehet&ség a kiilonb6zs klaszterezések, kozosségek Gsszehasonlitdsara a graf
lerajzolasa és a tetszés szerinti értékelése. A tapasztalat szerint a jo klasztere-
zések a szem szamadra is kellemesek, az egy klaszterbe keriil6 pontok tébbnyire
kozel vannak egymashoz. A kozosségek vizsgalatara mar nem olyan egyszert ilyen
moédon. Néhany oOtlet segithet, pl. a kozosségek metszetgrafjanak a megjelenitése.
Az I(G) metszetgrafban G kozosségel a pontok, és két pont akkor 6sszekotott, ha
a kozosségek metszete nem {ires, azaz I(G) = (V(H), E(H)), ahol V(H) = K és
(Ci,Cj) € E(H), ha |C; N Cj| > 0. Hatranya ennek a megkozelitésnek, hogy csak
kis grafokon hasznalhatd, és a klaszterek meghatarozasa mindig szubjektiv.?

Ismét a Zachary-grafot tekintve, lasd Griechisch és Pluhar [22], a CPM egy
nem osszefiiged H grafot ad. Az NT7T altal adott H metszetgraf informativabb.
Két stirt részgrafbol all, melyeknek egy k6z0s = pontja van, amely vagépont
H-ban. Az z-nek megfelel egy négy pontbol allo Cy kozosség, amely a japan mestert
(1), a helyettesét (33) és a 3, illetve 9 szdmokkal cimkézett embereket tartalmazza.
(Ez a kozosség kiilonben az egyetlen, amelynek nem {ires a metszete A-val és B-vel
is.) Co = K4 \ e, az egyetlen hianyzo6 él éppen az (1,33), ami érthets. Amikor a
klub szakadasa megtortént, az elszakitotta a 3 és a 9 pontot, és ezzel megsziint a
Cy kozosség, amely addig kapocs lehetett a klubban. Kis fantaziaval feltételezhetd,
mér nem viselte el a fesziiltséget, és megszakadt, akkor az a klub végét is jelentette
egyben.

2@rafok vizualizalasara a force directed algoritmus bizonyult a legjobbnak. Azonban ez O(n?)
id6t igényel, ami megakadalyozza hasznalatat, ha n millibs nagysagu.
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3.3. Véletlen kisvilag grafok

Sokféle modon lehet véletlen grafokat generalni, melyek megragadjak a kisvilag
grafok egy-egy lényeges tulajdonsagat, lasd Barabasi és Albert, Cami és Deo [2, 11].
Ezek kozill a Preferential Attachment (PA) és a Vertex Copy (VC) modellekrdl
szolunk részletesebben. Megjegyezziik, hogy masfajta megkdzelitések is vannak,
pl. a véletlen metszetgraf modellt vizsgélja Stark [34].3

Mindkét modell rekurzivan definidlt; egy mar meglévé részgrathoz vesz hozza
egy Uj x pontot, de az x szomszédsigat masképp generaljak. A PA-modellben az x
pont k 4j élt hoz, ezeket egymastol fiiggetleniil és véletleniil k6tjiik a régi pontokhoz,
egy y-hoz a d(y) fokszammal aranyos valoszintiséggel. A VC-modellben egy régi
s pontot valasztunk egyenletes eloszlassal, és az 0j = ponttal az N(s) pontjait p
valészintiséggel, egyméastol fliggetleniil 6sszekotjiik.

A tapasztalatok vegyesek, és tobbet mondanak a modellekrsl, mint a CPM,
vagy az NTT algoritmusokrél. Az alabbiakban illusztraljuk a futdsi eredményeket
két, nagyjabol egy kategoriaba tartozo grathalmazon, részletesen [22]. A grafok 100
pontiak, a Gy és H; grafokat a PA-modell adja, |E(G1)| = 192, |E(Hy)| = 358,
mig a G és Hy grafokat, amelyekre |E(G2)| = 151 és |E(H2)| = 378, a VC-modell
szerint éllitottuk el6. A #C és #CO a klaszterek, illetve a kozosségek szamat
jelenti, mig a k fejlécti oszlop a k méretd kdzosségek szama. A CPM esetében a
k fejlécd oszlop viszont az algoritmus k paraméterére utal, amely szerint a futas
tortént. A klasztereket Newman modularitds maximalizalé heurisztikaja allitotta
el6, lasd a kovetkez§ alfejezetben.

graf / algoritmus H#C | #CO |3 |4 |5 |6 |7 |>7
G; / CPM 10 |7 7

Gy / N*tt 10 |9 51001211
Gy / CPM 9 |17 [13]4

Gy / Nt 9 22 8 |72 |41 10
H, / CPM 6 |10 |73

Hy /| NT*t 6 37 5121319 |7 |12
H, / CPM 6 24 4 |8 6

Hy, | N*+ 6 |26 [s8|3]2]5]1]7

3.4. Modularitas

A Newman-modularitas [28] a G graf és komponenseinek alabbi fiiggvénye:

1 ik;
Q - % %: |:AZ] - Qm] 5(Ciacj)7

3A metszetgrafokra a CPM hajlamos tul nagy kozosségeket adni. A lehetséges javitas erre
maximélni a kdzosségek atméréjét az Nt+-hoz hasonloan.
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ahol m = |E(G)|, A;; a G adjacencia méatrixa, k; az i-edik csucs fokszama, ¢; a kom-
ponense és §(c;, ¢;) a Kronecker-szimbélum. A klaszterez6 algoritmusok alapulhat-
nak valamilyen matematikai vagy fizikai heurisztikan, mint pl. edge-betweenness
(EB), eigenvectors (EV), label propagation (LP), spin glass (SG), walk trap (WT),
vagy megprobaljaik maximalizalni a modularitasi fiiggvényt az 6sszes komponensek
halmazan valamilyen moho algoritmussal.

A modularitasra adott formula altalanosithat6é kozodsségekre, Népusz és tarsai
[27], ha s;;-t irunk &(c;, ¢;) helyett, ahol s;; valamilyen ¢ és j kozotti hasonlosagi
mérték. (Jelen esetben u; az i-edik pont valoszintiségi eloszlasa a kozossegek folott,
és s;; = (uj, u;), de lehetne barmely |lu; — ;|| norma is.)

Masrészt a kozosségek kdzvetlendil is megkaphatok a modularitasi fliggvény érté-
kének maximalizalasaval is, lasd [22]. Mivel egy kvadratikus célfiiggvény maxima-
lizalasat kell elvégezni, ez a megkozelités csak kis grafok esetén lehetséges, bar
igy is hasznos benchmarkokat ad. Egy masik ut az optimum heurisztikdkkal valé
megkozelitése, csakigy, mint a klaszterezés esetén. Egy mésik tanulsag, hogy a
klaszterek és a kozosségek szerkezete nem mérhetd ugyanazzal a mértékkel, ezért
tovabbi stulyozést kell hasznélni. Az algoritmusok tesztelésének eredményeit a mar
jol ismert Zachary-grafon mutatjuk be. A klaszterezést klikk-perkolacio (CPM)
koveti, a klikkek mérete k = 3 és k = 4, az algoritmus N7, A futasi id6k masod-
percben adottak, #C mutatja a klaszterek, vagy kozosségek szamat (amelyik adott
esetben értelmezett).

algoritmus | modularitas | futasids #C
EB 0.4013 0.0100 5
EV 0.3727 0.0000 3
Gr 0.3807 0.0000 3
LP 0.4020 0.0000 3
SP 0.4063 1.1500 6
wT 0.4198 0.0000 4
CPM 3 0.2438 0.012 3
CPM 4 0.2557 3
N+t+ 0.1947 0.6690 12

Algoritmusaink hasznalhatésagéat olyan hélozatokon ellendrizhetjiik, amelyek
kozosségei ismertek. MegfigyelhetSk a kiilonféle kozosségi halozatok (telekommuni-
kacios, ismeretségi, Erasmus-kapcsolatok gréafja stb.) miikodése kozotti hasonlosa-
gok, és majdnem minden algoritmus hasznos észrevételeket eredményez. Megalla-
pithato, hogy a kozosségeket hasznald algoritmusok sokkal jobbak, mint a csak
klasztereket hasznalok.

3.5. Finomitasok, idé és rendezések

Végezhetiink a grafikus moédszerhez hasonlé tanulméanyokat is, ha van valami-
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lyen, az éleken vagy a csticsokon értelmezett fiiggvényiink. Latunk néhiny nagyon
szubjektiv, de mégis emlitésre méltod jelenséget.

i.  Mindenekel6tt a klaszterek rendszerint joval nagyobbak, mint a kézosségek,
és a szamuk is kevesebb.

ii. A kozosségek szama akir a hatvanytOrvényt is kovetheti/koveti, bar ezt
ellendrizni nem lehetséges.

iii. A kozosségek rendszerint a klasztereken beliil vannak, és ezeknek egy
finom szerkezetét mutatjak. A forditott irdny is el6fordul, ilyenkor a klasz-
terek adnak informaciot a kozosségekrol. Azaz a legérdekesebb kozosségek
azok, amelyek elemei t6bb klaszterhez tartoznak.

iv. A szocialis grafokban meggyézddtiink a gyenge kapcsolatok szerepérdl,
Granovetter [20], és vizsgaltunk is néhany algoritmust. Az N1 altal
kapott kozosségeken beliil szinte kizarolag csak erds élek vannak, mig a
gyenge élek a kozOsségek kozott vannak. A kisvilag grafok masik tipusanal
az 1n. technikai grafoknal? ilyet nem tapasztaltunk. Adatainkat Hidalgo
és téarsai [23] cikkébdl vettitk. (A CPM nem adott j6 eredményt semmi-
lyen k-ra, talan azért, mert tal érzékeny a mérési hibakra és a hianyzo
adatokra.)

v. Srzocidlis grafokban a csticsoknak természetes attributuma lehet az az ids-
pont, amikor a csics csatlakozott a halézathoz. Ez a sorrend nem mutat-
haté ki, ha az egész halozat klasztereit nézziik, de figyelemre méltd az
egybeesés, ha csak egy kivalasztott csiics szomszédsagat tekintjiik. Ebben
az esetben a klaszterek néha jellemezhetSk valamilyen idSintervallummal,
vagy térbeli korlattal. Megjegyzendd, hogy a kozodsségek atnyulhatnak a
klaszterek hatarain.

3.6. Dinamikus grafok

Az alkalmazasokban felléps grafok fligghetnek az id6tol, igy esetleg eldéntendd
kérdés, melyik formajukat hasznaljuk.> Az egyik alapvets feladat a kozosségek
nyomonkdvetése, a valtozasanak a lefrasa. Ezt Palla és tarsai [30], illetve Bota és
tarsai [9] kisérelték meg. A megallapitasok hasonld és eltérs elemeket egyarant
tartalmaznak; az utobbinak sok forrasa lehet. Az egyik, hogy mig a [30] kisérletei
a CPM, a [9] szerz6i az N1 algoritmust hasznaltak. Kiilonboztek az adatbézisok,
a [30] az Gn. co-authorship grafot és egy (amerikai) telefonhivasi grafot, mig a [9]
egy banki tranzakcios grafot és egy (magyar) telefonhivési grafot elemzett. Végiil
a metodika is kiilonbo6zott, a [30] szerzdi egyszert axiomatikus feltételekkel éltek a
kozosségekkel torténhets elemi eseményekre (valtozatlan marad, elttinik, kettévalik,

4 A szocialis grafoknal az (z,y) és (z, 2) élek megléte megndveli az (y, 2) él letezésének feltételes
valoszintiségét, mig a technikai grafokban ilyenkor ez a valdszintiség cstkken.

5peéldaul a két egymas utani honapban a telefonhivasokbol elSallitott grafok élhalmaza csak
kb. 30%-ban egyezik meg.
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egyesiil, ng, zsugorodik), addig a [9] kisérletei megmutattak, hogy az esetek egy
jelentSs része nem fér bele ebbe a keretbe. Nyitott kérdés, hogy az élek erdssége
Osszefiigg-e azzal, mennyire valtozé kozosségekben huzddnak az élek, ldsd még az
el6z6 alfejezet iv. pontjat.

3.7. Sialyozas

Sulyozott grafokkal nehéz foglalkozni. Jollehet az indirekt moédszerek numeri-
kus eredményei megbizhatébbak, de ha ezeket kiterjesztjiik stulyozott grafokra, az
eredmények még kevéssé ismertek, Bota [7].

Az alabbiakban az indirekt kiértékelés egy modelljét vazoljuk.® Az infekcios
modellek a valédi grafok alkalmazasinak kdzéppontjaban dllnak, Boguna és Pastor-
Satorras [4], de alkalmasat konstrudlni nehéz. F6 szempontjai: (i) melyik modellt
valasszuk, (ii) mik a lényeges valtozok, és (iii) hogyan hatarozzuk meg a paramé-
terek értékét. Vizsgélataink a banki szféra két probléméjara koncentralodtak: 90
napot meghalad6 nem fizetés, az un. hitel default, és dltaldban a késedelmes fizetés,
Csernenszky és tarsai [13, 14]. Hangstlyozzuk, hogy bar a két probléma hasonlo,
mégis vannak koztiik 1ényeges kiilonbségek.

A {6 hasonlésag a fenti két folyamatban, hogy mindkettd ragilyos, azaz az
iizleti partnereket is megfertézheti. Mindazonéltal nagy gondossaggal kell vizsgélni
a jelenségeket, hiszen az iizleti nehézségek nem pusztan a kérnyezetbsl adédhatnak,
belss okai is vannak.” Tehat a feladatunk az, ha egy probléméra, pl. a hitel default
esetén, adottak egy-egy cég apriori valészintségei, akkor becsiiljiik meg az a poste-
riori default valoszinlségeket, amelyek egy fertézési folyamat utan értelmezettek.
A valbsziniiségek kiilonbségét tekinthetjiik az adott problémaban felléps hdlozati
hatdsnak. A probléma jellege miatt (azaz nincs felépiilés, a fertézés valosziniisége
nem konstans az éleken) kizarjuk az epidemiologidban amugy sikeres SIR vagy SIS
modellek hasznalatat. A célunknak legjobban a fiiggetlen kaszkdd modell felel meg.

3.8. Fiiggetlen kaszkad modell (IC)

A fiiggetlen kaszkadrdl, vagy megalkot6i alapjan a Domingos—Richardson-mo-
dellrsl 1lasd b&vebben Domingos és Richardson, Kempe és tarsai [16, 24]. Megje-
gyezziik, hogy a modell egy ekvivalens valtozatat vizsgalta kordbban Granovetter
[21].

Adott egy G élstlyozott graf, ahol a (v, w) élhez a p,, ., valosziniséget tarsitjuk.
Az infekcié az alabbi modon torténik.

Az els6 lépésben a fertdzott cstcsok Fp halmazét tekintjiik aktivnak, azaz
F1 = Al.

6Mas megkozelitéssel egy esettanulmanyt vizsgalunk, amely bizonyitotta a halézati modellek
és a kozosségek hasznéalhatosagat.

7A gazdasag altalanos allapota figyelembe vehetd egy fiktiv ponttal, amely mindenkivel Gssze
van kotve.
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Altalanosan a w € V(G) \ F;_; cstics p = HveAifl Do, valoszintséggel fer-
t6z6dik meg az i-edik lépésben, és ekkor w € F;. A frissen fert6z6tt pontok a
rakiovetkezd lépésben fertézhetnek csupan, azaz A; = F; \ F;_1. Ha valamely i-re
F; = F;_4, akkor leall a folyamat.

Megjegyezziik, hogy a pontok fertézési valdszintiségének kiszamitasa nehéz
probléma, jobbira szimulacidkon alapul, lasd Kempe és tarsai, Csernenszky és
téarsai [24, 13].

3.9. Sulyozas és optimalizalas

A megfelels modellhez az IC-modellt médositanunk kell. Mivel az a posteriori
fertézési valoszintiségeket tgyis szimulacidkkal becsiiljiik, kézenfekvs a szimulécio
részévé tenni az a priori fertzési valoszintiségeket [14]. Ezzel a kezdeti fert&zés
0-1 értékei helyett teszdleges eloszlast hasznalhatunk. Nagyobb problémat okoz a
Do, Elfertdzési valoszintségek becslése, ezt az irdnyt a fenti cikk mellett az aldbbi
publikaciokban kisérelték meg: Goyal és tarsai, Saito és tarsai [19, 33]; sajnos
alapvetGen kiilénb6z6 feltevésekkel dolgozva.

A megoldas a kévetkezSképpen torténhet. A szokdsos modon tanuld és teszt
adatbézist vesziink fel. A p, . valoszintiségeket a tanuldhalmaz segitségével
becsiiljiik, majd a teszthalmazzal mérjiik vissza. A masik probléma, hogy a py .,
valoszindségek becslése alulhatarozott problémahoz vezet; itt azt feltételezzik, p,
a v,w pontok és a (v,w) élhez tartoz6 attributumoknak valamilyen (szamunkra
ismeretlen) fiiggvénye. Ezt néhany paraméter segitségével fejezziik ki, majd a para-
métereket optimalizaljuk, hogy minél jobban kdzelitse a tanulohalmazban megadott
tényleges fertGzési folyamatot. Végil meg kell vilasztanunk a célfiiggvényt, amely a
becsléseink josdgat méri. A Bota és tarsai [10] kutatasaiban ez a szokasos normakat
jelenti, mig az alkalmazas jellege miatt a [14] az tn. gain curve megkozelitést hasz-
nalta. Ebben a graf pontjait a modell altal (a teszthalmazon) szamitott fert&zési
valOsziniiség szerinti forditott sorrendbe allitjuk. Legyenek ezek a valoszintségek
w1 >,...,> wy. Definidljuk a nyereség (gain) fliggvényt a

gain(z) = %fﬂc &

i=1 Wi

formuléval, és maximalizaljuk a

/ l gain(x)dx

z=1
értéket.

A py . élfertézési valoszintiségek az alabb részletezendd attribitumokbél lettek
felépitve. Szisztematikus kereséssel lettek kiprobalva a fiiggvények?®, illetve a para-
méterezésiik. A végss aggregalasa a traszformalt értékeknek hasonloan tértént, mig
a legjobb paraméter értékek keresése grid search altal tortént.”

8 Az alapfiiggvények: linearis, kvadratikus, logaritmus, exponenciélis és szigmoid.
9A tapasztalat szerint nagyobb feladatok megoldasat adhatja a numerikus derivilas és a gra-
diens modszer megfelel§ kombinacidja, lasd [10].
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3.10. Eredmények

Itt egyetlen kisérletet emelnénk ki a sok lehetséges modell koziil. A részletes
tanulmanyt, amely az OTP KKV szektor adatbézisan alapult, lasd [14]. A tranz-
akcios adatbézis 2008 augusztus és 2009 aprilis (6 honapos) idéintervallumaban
rogzitett adatin alapult a tranzakciés graf, mig a fert6zési folyamat 2009 februar
és aprilis (3 havi) adatait hasznalta. A default események felvétele az alabbi két
intervallumban tortént: egy hosszabb 2009 méjus és 2010 aprilis k6zott (12 honap),
egy rovidebb pedig 2009 majus és 2009 jalius kézott (3 honap).

A kovetkezd tapasztalatok addédtak:

1. A révidebb (3 honapos) default monitoron alapulé modellek jobban telje-

sitenek, mint a hosszabbon.

2. Az élek iranyitésa lényegés vevi-eladd formaban kell felvenni, azaz ha z

utal pénzt y-nak, akkor (z,y) € F(G).1°

3. Indirekt élek. Ha van = — z és z — y tranzakcio, de z nem ismert (pl. nem

kliense az OTP-nek), a fertézési modellben szerepet kaphat (z,y) élként
elszamolva, ahol az attributumokra a IV/ii hasznalando.

4. A lényegesnek bizonyult valtozok, illetve a rajuk vonatkozé tapasztalatok:
(i) A kozosségi informécio. (Adott él tartozik-e kozosségbe?)
(il) Az (z,y) él 6rokli az « valtozoit (de y-ét nem).
(iii) A relativ forgalom szamit, azaz az élen kiild6tt transzfer és a traszfer
Osszegének hanyadosa.
(iv) A kliens életkora. (Milyen 6reg egy vallalat?)
(v) Viselkedés tipusa véltozok (queuing, overdraft stb.).

Mindazonaltal a legerdsebb véltozok az (i) és (iii) pontban emlitettek.

A modellek altal adott javitas az an. lift segitségével értelmezhetSk. A [14] sze-
rint, a defaultba esé kliensek megtalaldsaban a szektortol fliggden 3-4, egyes szekto-
rokban (a legkockézatosabb tigyfelek esetén) 10-12-szeres lift adodik. A kozosségi
hatas erds, ha (z,y) egy kozbsségen beliil futé él, akkor kb. haromszoros ferts-
zési valoszintiséggel szdmolandd, a hasonld, de kbzosségen kiviil futo élhez képest.
Hasonlo eredményekrdl szamol be a [13] dolgozat.

4. K6szonetnyilvanitas

A kutatasokat az OTKA és a Magyar kormany és az Europai Uni6é "Social
Renewal Operational Programme" keretében miikods TAMOP palydzat tamogatta.

10A modell iranyitatlan élekkel is javitast hoz a halézatot nem hasznalé modellekhez képest;
ezt egyfajta halozati hatas okozza, hisz a gazdasag szerepldi kolesonss fiiggésben vannak, illetve
a hélozat a szektort is megragadja.
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Az elsS szerzét a TAMOP-4.2.1/B-09/1/KONV-2010-0005, mig a masodik szerzt
az OTKA K76099 és futurICT.hu nevti, TAMOP-4.2.2.C-11/1/KONV-2012-0013
azonositoszamu projekt tamogatta az Furdpai Unid és az Eurdpai Szocidlis Alap
tarsfinanszirozisa mellett.
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COMMUNITIES AND THEIR ROLE IN SMALL WORLD GRAPHS

IsTVAN BARTALOS AND ANDRAS PLUHAR

We survey and unify the methods developed for finding overlapping communities in Small
World graphs and make some attempt to evaluate those. We also demonstrate how these com-
munity information help in graph mining or in the investigation of complex graph models that
have succesful applications.
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