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ATPAKOLAST HASZNALO SZEMI-ON-LINE LADAPAKOLASI
ALGORITMUSOK

BALOGH JANOS, GALAMBOS GABOR

A cikkben az egydimenzids szemi-on-line ladapakolasi feladattal foglalkozunk.
Ennél a feladatnal az elemek on-line elpakolasaval egyidejtileg megengediink bizonyos
miiveleteket a mar elpakolt elemeken is. Minden pozitiv egész k értékre definidlunk
egy algoritmust, amely minden lépésben legfeljebb k elemet pakol 4t. Bebizonyitjuk,

hogy az algoritmus-sorozat aszimptotikus versenyképessége % + i1

1. Bevezetés

A ladapakolasi feladat jol ismert kombinatorikus optimalizalasi probléma.
Ennek egydimenziés esetében adott méretitk szerint a (0,1] intervallumba esd
targyak (elemek) egy L = {x1,x2,...,2,} listaja, és rendelkezésre 4ll végtelen sok,
egység kapacitasiu lada. A feladat minden x; elemet hozzarendelni pontosan egy
ladahoz gy, hogy a ladabeli elemek méreteinek 6sszege nem haladhatja meg a lada
kapacitasat. A cél minimalizalni a felhasznalt ladak szaméat (azon ladakét, ame-
lyekben legalabb egy elem van a teljes lista elpakoldsa utén). Jol ismert tény, hogy
optimaélis pakolast talalni NP-nehéz feladat [5]. Ezért indokolt polinomialis idejt,
elfogadhato kozelitést ado algoritmusok vizsgalata. Ezek egy osztalyat alkotjak az
on-line algoritmusok, amelyek végrehajtasakor az elemeket érkezésiik sorrendjében
pakoljuk el gy, hogy semmit nem tudunk a lista tovabbi elemeirsl. (Sem az elemek
szama, sem a késébb érkezs elemek mérete sem ismert.) Az egyszer elpakolt elemek
az algoritmus soran tGbbet nem mozgathatok. Az off-line algoritmusok teljes infor-
maciéval rendelkeznek a listarél, amelyet a stratégidjuk kialakitasanal figyelembe is
vesznek. Az tgynevezett szemi-on-line algoritmusok az on-line és az off-line kozott
helyezkednek el [1]. Ezen algoritmusoknal a kiovetkezd miveletek legaldbb egyike
megengedett:

— elemek atpakolasa [3, 4, 8, 9],
— mnéhany kovetkezs elem megvizsgalasa ("elGrenézése", [6, 7]),

— vagy néhany elem (elg)rendezése [2].
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A ladapakolasi algoritmusok hatékonysiga kiilénb6z6 modszerekkel mérhetd.
Jelen cikkiinkben az aszimptotikus versenyképességi vizsgalatra szoritkozunk.
Jelolje A(L) egy A algoritmus éaltal valamely L lista elemeinek elpakolasanél felhasz-
nalt ladak szamat, és OPT (L) egy optimalis pakolas altal felhasznaltakét. Legyen

R,,(A) := max {A(L)|OPT(L) — m} .
m
Ekkor
R (A) :=limsup,, Ra(m)

— amit R(A)-val fogunk jeldlni — mutatja az A algoritmus aszimptotikus verseny-
képességét (AVK). Az on-line ladapakolési algoritmusok AVK-jara ismert legjobb
als6 korlat 1,5401 [13], mig a legjobb ismert AVK-ju algoritmus, a Harmonic++
Seiden nevéhez fiz6dik [12]. Az altala elemzett algoritmusra bebizonyitotta, hogy:
R(Harmonic+ +) < 1,58889.

Idérendi sorrendben az els§ szemi-on-line ladapakolasi algoritmust Galambos
adta meg [2] az on-line ladapakolasi feladat azon megszoritasara, amikor csak kor-
latos szamu lada lehet egyszerre nyitva. (Egy lada lezéart, ha mar nem pakolhatunk
bele kés6bb.) Ez az algoritmus két bufferladat hasznél az elemek atmeneti tarola-
sara. Ezt javitva Galambos és Woeginger [3] definialt egy, 3 bufferladat hasznalé
algoritmust, amelynek AVK-ja 1,6910.

Atpakolast hasznalé szemi-on-line ladapakolasi algoritmusokat vizsgaltak
Gambosi és szerzitarsai [4]-ben. Megadtak egy linearis ideji és 1, 5-es AVK-ju,
valamint egy O(nlogn) id6komplexitasa 4/3-os AVK-ju algoritmust. Utobbi ered-
mény javitasa Ivkovi¢ és Lloyd 5/4-os AVK-ju algoritmusa [9]. Nagyon fontos
azonban megjegyezni, hogy mindegyik emlitett szemi-on-line algoritmusban lépé-
senként nem csak konstans szama elem elpakolasa torténik. Valamennyi, [4]-beli
és [9]-beli algoritmusnal ,paranyi” elemek ,kitegeinek” atpakolasa egységnyi kolt-
ségili miiveletnek van definidlva, azaz olyan elemek atpakolasat engedik meg egy
lépésben, amelyekre a targyak méreteinek Osszege egy adott korlat alatt marad.

Jelen dolgozatban is olyan szemi-on-line ladapakolasi algoritmusokkal foglalko-
zunk, amelyek megengedik az atpakolast. Az &dltalunk vizsgalt algoritmusokban
barmely elem minden egyes atpakolasa (Gjrapakolisa) egységnyi koltségd, és a
listaelemenként atpakolhato elemek maximalis szima egy el6re megadott k értékkel
korlatozhato. Ezek a k-dtpakoldsos szemi-on-line ladapakoldsi algoritmusok.

A ladapakolés irodalma irant érdekl§ds olvasonak pl. Coffmann és szerzétar-
sainak 1999-es attekinté tanulmanya ajénlhato [1], amely tovabbi szemi-on-line
ladapakolési algoritmusokat is targyal.

A kovetkezSkben k-atpakoldsos szemi-on-line ladapakolasi algoritmusok egy
sorozatit adjuk meg. Minden k € N*t-re definidlunk algoritmust, amelyet angol
nevének roviditésével — Uniform Fit with k-repacking — UF-k jeloljik, és amelyre
R(UF-k) = % + Gk%l teljestil. Az algoritmus versenyképessége a k=1 és k=2
esetekre irrelevans, mivel a legjobb ismert on-line algoritmus jobb AVK-val ren-
delkezik. Az elsé érdekes eredmény a k = 3 paraméterhez tartozik, mivel erre
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R(UF-3) = 1,5588. .. teljesiil, amely jobb, mint a ma ismert legjobb on-line algo-
ritmus [12] AVK-ja. Ennek masik értéke, hogy alatta van az igynevezett Harmo-
nikus Fit tipusi on-line ladapakolési algoritmusok 1, 583...-as als6 korlatjanak [11].
A k=5 eset szintén javitas, mivel az UF-5 algoritmus jobb AVK-val rendelke-
zik, mint a legjobb ma ismert on-line als6 korlat (R(UF-5) = 1,53448...). Ez az
els6 eredmény, amely azt bizonyitja, hogy egy lépésenként konstans szdmi elem
atpakolasat megengedd, szemi-on-line algoritmus versenyképessége jobb lehet béar-
mely on-line algoritmusénal. Ez lényegében azt jelenti, hogy a rendelkezésiinkre allo
informéciét jol ki lehet hasznélni szemi-on-line algoritmusok versenyképességének
javitasara.

2. Az UF-k algoritmus és bonyolultsaga

Ezt a fejezetet néhany jeloléssel és definicioval kezdjiikk. Ha x az input lista
egy tetszGleges elemét jeldli, akkor szintén z-szel hivatkozunk ennek méretére ott,
ahol a szovegkornyezetben ez nem érthets félre, kiilonben s(z)-szel. Egy megnyi-
tott B ldda szintje szint(B)-vel jelolt, és a tartalmazott elemek méreteinek Gsszege,
0 < szint(B) < 1. Egy elemet kis elemnek neveziink, ha mérete a (0, 1| interval-
lumba esik, ha = € (%, 1], akkor nagy elemnek. Nagy ldddnak mondunk egy B
ladat, ha tartalmaz egy nagy elemet.

Legyen k egy tetszoleges, rogzitett pozitiv egész szam. Osszuk fel a (0, 1] inter-
vallumot 3k + 2 diszjunkt részintervallumra a kévetkez6 méddon:

1 Jj=13
— = —_— = I
(0’6} , U ( 6k ’6/4 , U 1
j=1 k 7j=1,....,k

,,,,,,

11
Sl =
(6’3} 2

11 %4j—1 2k+j
— —| = =: Iopy s
(3’2} , p k( 6k ' 6k } U Lo

Jj=1,..., j=1,...k
12 3k+j—1 3k+j
55l = =: I3pys
(2’3} , U ( 6k ' 6k } , U Lo,
Jj=1,...k j=1,...k

2
—, 1| =: Igg.
(37 :| 6k

Minden egyes intervallumhoz egy-egy ladaosztalyt rendeliink hozza, amelyet
rendre Bj-vel jeldlink. Egy B lada a B; ladaosztalyba keriil, ha a megnyita-
sakor benne elhelyezett els§ elem mérete az I; intervallumba esik. Ha B € Bj,
3k +1 < j <4k, akkor a B lada az algoritmus futésa alatt atkeriilhet egy maésik
ladaosztalyba is. Az atsorolas akkor toérténik meg, ha olyan lépés hajtodik végre,
amelynek soran a lista éppen feldolgozés alatt 1&v6 kis elemét, vagy ha korabban
sajat osztalyaba elpakolt kis elemet pakolunk &t a B; ladaosztalyba tartozd nagy
B ladaba, és ezutan mar szint(B) ¢ I;.
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Ennek az a kdvetkezménye, hogy egy lista elpakolasa soran az egyidében nyi-
tott ladak szama maximum 3k + 2, de ez a szam dinamikusan viltozhat: ladakat
nyithatunk meg, és ladak tiresedhetnek ki. A(L) szamitasakor csak azokat a ladakat
tekintjiik megnyitottnak, amelyekben a teljes lista elpakoldsa utan is maradt elem.

Két ladaosztalyt, B; és By (1 < j < 3k és 3k < | < 6k), komplemenseknek
neveziink, ha az osztalyokhoz rendelt I; és I; intervallumok tetszéleges elemei-
nek Osszege nem nagyobb, mint 1. Egy B; ladaosztily komplemenseinek halmazat
C(B;)-vel jeloljiik (1 < i < 6k). Vegyiik észre, hogy C(Bsi) = 0 és C(Bgr) = 0.
Tovébba, egy B; (1 < j <3k —1), illetve egy B; (3k +1 <[ < 4k) ladaosztaly leg-
kisebb indexii komplemense Bsy, illetve By, legnagyobb indext komplemense B;«,
ahol I* = min{4k, 6k — j}, illetve Bgj—;.

A kovetkezSkben vazlatosan ismertetjiik algoritmusunkat: az UF-k alapvets-
en a Harmonikus Fit (HF) tipusa algoritmusoknal alkalmazott szabaly szerint [10]
pakolja el minden osztaly elemeit. Az egy osztalyba esé elemeken beliil ez Next Fit
(NF) szabaly szerinti pakolast jelent. Ez konkrétan azt jelenti, hogy ha az érkezs
elem mérete x € I; és az utoljara megnyitott B;-beli B ladara szint(B) +x < 1,
akkor z-et elpakoljuk B-be. Kiilénben nyitunk egy 6j B; osztalybeli ladat, és x-et
ebben a ladaban helyezziik el. Fontos, hogy a fenti, HF eljarasnal alkalmazott sza-
balytél annyiban tériink el, hogy az 4j ldda megnyitdsakor nem zarunk be ladat
az adott osztalyban, tehat azok tartalma késébb is hozzaférhets lesz. Az algorit-
musunk alapvetGen ugyan egy Harmonikus Fit tipusi szabalyt alkalmaz, de oszto6-
pontjaink a [0, 1] intervallum egy ekvidisztans (uniform) beosztésabol szarmaznak.

A HF szabaly alkalmazasaval minden olyan ladat, amely a B;, i < 3k, lada-
osztalyokba esik — legfeljebb az osztalyok utoljara megnyitott 1ladaitél eltekintve —
egészen biztos, hogy legalabb 2/3 szintig telepakolunk. Igy, ha a lista nem tartal-
maz méas intervallumbol elemeket, akkor a célként kitiizott 3/2-es aszimptotikus
versenyképességet mar el is érnénk. Mivel azonban a Bsg1, ..., Bay osztalyba tar-
tozd ladakba a HF szabaly egyetlen nagy elemet helyez, ezért ezekre a lddakra
finomitanunk kell az algoritmust: ha a lista elemeinek méretei ezt lehet&vé teszik,
akkor gondoskodnunk kell arrél, hogy ezek is fel legyenek toltve a megfelels szintig.
Két esetben tériink el a HF szabalytol.

2.1. Algoritmus. UF-k algoritmus

while van még elem az L listdban do input a kévetkezd x;
if x € I}, 3k <1 < 6k then
xnr — Bi;
if x ¢ I, and = ¢ I3, then
call Atpakolas(j, 6k — j);
endif ;
endif ;
else if z € I;, hogy 1 < j < 3k — 1 then
call Feltoltés(x);
endelse ;

endwhile ;
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— 1. Szabaly (Feltoltés): Ha egy olyan = € I; kis elem érkezik, amelyre
1 < j < 3k — 1 teljesiil, akkor megvizsgaljuk B; komplemens osztélyait
indexeik szerint névekvs sorrendben oly médon, hogy az els§ nem iires B;
osztaly esetében annak utoljara megnyitott B ladajaba elhelyezziik z-et.
Legyen ez a lada B. Az vilagos, hogy z elpakolasa el6tt szint(B) € I.
Ha az elpakolas utan szint(B) 4+ x ¢ I, akkor B-t atsoroljuk abba a B;
ladaosztalyba, amelyre szint(B) + x € I;.

Ha a komplemensek mindegyike iires, akkor a kis elem elhelyezésére az NF
szabalyt hasznaljuk.

2.1. Eljards. Procedure Feltoltés(x)

j = [6k - z]; comment: x az aktuélisan elpakolando6 elem mérete, j annak az
osztalynak az indexe, melyre x € Ij;
I* = min{4k, 6k — j}; (B, legnagyobb indexd komplemense B;)
dol=3k+1tol*
if B; # () then
T — By;
if szint(B) € I, p # | then
B — By;
if p <6k then
call Atpakolas(p,6k — p);
endif ;
endif ;
return ; (nincs osztalyvaltas vagy Atpakolasbol tértiink vissza)
endif ;
enddo ;
r —nr Bj osztaly 1adajaba; (nem talalt komplemenst)

— 2. Szabaly (Atpakolas): Ha egy olyan nagy elem érkezik, amelyre z € I,
ahol 3k + 1 <[ < 4k teljesiil, akkor az elem elpakolasdhoz elGszor nyitunk
egy B; osztalybeli nagy ladat, és abban elpakoljuk z-et. Ezutan indexeik
szerint csokkend sorrendben megvizsgéljuk, hogy van-e olyan Bj-beli lada,
amely nem fiires, ahol B; € C(B;). Ha talalunk ilyen ladat, akkor ebbél a
ladabol egy elemet athelyeziink a nagy ladaba. Amennyiben a nagy lada
szintje az elpakolas utan intervallumot valt, akkor a Feltoltési szabalyban
leirtakhoz hasonléan jarunk el. Figyelniink kell arra, hogy ebben az esetben
az a lada, amely a kis elemet tartalmazta, kiiiriilhet.

2.2. Eljdrds. Procedure Atpakolas(l, 7)

comment: Megprobalunk atpakolni egy kis elemet egy C(B;) osztalybeli 14-
dabol B; utolsé ladajaba (I > 3k + 1). j adja meg azt, hogy a
C(B;) melyik elemétdl kell kezdeni a keresést.
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dot=jtol
if B, 7"é 0 then
reBeB;— B
if szint(B) € I, 1+ 1 < s < 6k then
B — Bs;
if s < 6k then
call Atpakolas(p, s);
endif ;
endif ;
endif ;
enddo ;

Az algoritmus és a két fenti szabaly pontos leirdsat a téblazatokban taladlhato
pszeudokodok tartalmazzak. A leiras sordn az xyp — By, illetve x — B; jelolést
hasznéljuk akkor, ha az aktualis téargyat a Next Fit szaballyal pakoljuk el a B,
ladaosztalyba, illetve ha berakjuk a B; ladaosztaly utolsé ladajaba. Hasonléan, a
B — B, jelolést hasznaljuk annak roviditésére, hogy a B ladat atsoroljuk a B
ladaosztalyba.

A kovetkezs harom allitas az algoritmus bonyolultsaganak vizsgalatdhoz nytjt
segitséget.

2.1. LEMMA. Az UF-k algoritmus véges.

Bizonyitds. A f6program pontosan n-szer fut le és a Feltoltés eljaras listaele-
menként legfeljebb egyszer hajtodik végre.

A féprogrambol vagy a Feltoltés eljarasbol hivott Atpakolas eljaras ugyan
rekurzivan meghivhatja onmagat, de a rekurziv hivas csak akkor kovetkezik be,
ha az aktuélisan hasznalt ldda szintje intervallumot valt. Ennek kovetkezménye,
hogy egy Atpakolés eljarasban a ladamagassag intervallumat jelzé (elsé) paramé-
tere, [, a rekurziéban egymast kovets Atpakolas eljarasok soran szigoriian monoton
né. A rekurziot indité Atpakolas eljarasban [ > 3k + 1, az utolsénak hivottban
legfeljebb 4k. Ezért a rekurziv hivasok szdma listalemenként legfeljebb k& — 1, ami
adja, hogy az Atpakolas eljaras legfeljebb k-szor hivodik meg listalemenként.

Mivel az Atpakolas eljaras listaelemenként csak a foprogram és a Feltoltés
eljarasok legfeljebb egyikébdl hivodik meg, igy allitasunk bizonyitott. a

2.1. KOVETKEZMENY. Ha k egy régzitett, pozitiv egész szam, akkor az UF-k
algoritmus legfeljebb k elemet pakol at lépésenként.

2.2. LEMMA. Az UF-k algoritmus futdsa soran ladaosztalyok tartalmanak vizs-
galata (B; # () dsszehasonlitas) dsszesen legfeljebb 3kn-szer torténik meg.

Bizonyitds. Azt fogjuk belatni, hogy listalemenként legfeljebb 3k-szor torténik
meg az allitdsban emlitett 0sszehasonlitas.
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A f6éprogramban nincs, a Feltoltés eljarasban egy listaelem elhelyezésekor leg-
feljebb k-szor torténhet ilyen vizsgalat.

A féprogrambol vagy a Feltoltés eljarasbol hivott Atpakolas eljaras elsé para-
métere, [, masodik paramétere 6k —[. [ = 3k 41 alakd, ahol 1 <i < k. A 6k —[-nél
nem nagyobb indext ladaosztalyok szama 2k + 1 —i. Az Atpakolas eljarasok egy-
mast kovets rekurziv hivasai sordn a masodik paraméterek alkotta sorozat — nem
szigoru értelemben ugyan, de — monoton csékkend sorozatot alkot. Mivel egy adott
listelem elhelyezésekor az Atpakolés eljaras legfeljebb k + 1 — i-szer hivodik (bele-
értve a rekurziv hivasokat is), igy — multiplicitasokkal szamolva — ezekben Gsszesen
legfeljebb (2k +1 — i)+ (k+ 1 — i) = 3k + 2 — 2i kérdéses vizsgalat torténik.

Ha az adott listaelemnél az elsé Atpakolas eljarashivas Feltoltés eljarasbol tor-
tént, akkor ¢ > 2 (hiszen ott a nagy lada ekkor osztalyt is kellett, hogy valtson),
és a Feltoltés eljardsban legfeljebb ¢ — 1 darab ilyen vizsgalat volt, Gsszesen tehat
legfeljebb 3k — 1.

Ha az Atpakolas a féprogrambél hivodott, akkor a féprogramban egyetlen kér-
déses Osszehasonlitas sem tortént, ebben az esetben @ > 1, igy a kérdéses vizsgalatok
szama Osszesen legfeljebb 3k. O

A harom allitas kévetkezményeként kimondhato az alabbi tétel:

2.1. TETEL. Az UF-k algoritmus id6bonyolultsaga mind az input elemek mind
az atpakolhat6 elemek szamaban linedris, pontosan T(UF-k) = O(kn).

3. Az UF-k algoritmus aszimptotikus versenyképessége

Az UF-k algoritmus AVK-janak vizsgélatakor két esetet kiilonboztetiink meg
attol fiiggden, hogy az algoritmusnak egy konkrét L listainputon vald lefuttatisa
utan

- A.: aBsgy1,- .., By ladaosztalyok mindegyike iires,
— B.: a Bskt1, .- -, By 1adaosztélyok valamelyike nem iires.

Az A. esetre a kovetkezd allitds mondhato ki:

3.1. LEMMA. Ha egy L listainputon az UF-k algoritmus ledllasakor a B3k,
i € {1,...k} lddaosztalyok mindegyike iires, akkor UF-k(L) < 2OPT(L)+ (2k+1).

Bizonyitds. Ebben az esethen minden lada legalabb % szintig tele van, a csak kis
elemeket tartalmazo ladaosztalyok (By, . . ., Bsy) legfeljebb 1—1 14d4jatol eltekintve.
Az ilyen ladaosztéilyok szama pedig maximum 2k + 1. Ebbdl a tétel allitdsa azonnal
kovetkezik. a

A B. eset vizsgalatdhoz az irodalombdl jol ismert eszkozt, az ugynevezett
sulyfiiggvény-technikat alkalmazzuk (lasd pl. [3]). A sulyfiiggvény definidlasakor az
algoritmus AVK-janak elemzésében a kévetkezd éllitas fontos szerepet fog jatszani.
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3.2. LEMMA. Ha az UF-k algoritmus egy L inputon val6 lefutdsa utin a B3y,
1€ {1,...k} legalabb egyike nem iires, és i* a minimalis ilyen tulajdonsdgu index,
akkor a B3y« Osszes komplemens osztalya, kivéve Bi-et, iires.

Bizonyitds. A bizonyitas indirekt médon torténhet. Tegylik f6l, hogy algorit-
musunk elpakolta az adott listat, Bsgy;+-nak valamely komplemens osztalya nem
iires, és az nem a B; osztaly. Legyen x a legnagyobb indext ilyen komplemens osz-
taly utolso ladajanak legfelss eleme. Mivel Bsy+ nem iires, igy tartalmaz legaldbb
egy nemiires ladat. Legyen ez B.

Két eset lehetséges. Vagy az = érkezett hamarabb, mint ahogy B-be utoljara
elemet pakoltunk, vagy forditva. Legyen y a B legfels6 eleme, azaz az utoljara
B-be helyezett elem. (Azaz az z kis elem vagy a B ezen formajanak kialakulésa,
B tartalmanak utolsé valtozasanak idépillanata el6tt érkezett, vagy forditva).

— Az elsG esetben az algoritmus rapakolta volna a kis z elemet egy nagy
ladara, hiszen akkor volt legalabb egy, a feltételeknek megfelels lada.

— A masodik esetben a széban forgd nagy, Bspis+-beli ladaba bepakolésra
keriilt volna még elem y bepakolasa utan, hiszen volt akkor legaldbb egy
atpakolhato ,kis elem”.

Mindkét eset ellentmondéashoz vezet. O

Legyen i* a 3.2. Lemmabeli, és legyen j* = max{i*,2}. A B. esetben hasznalt
salyfliggvény pontos definicidja a kovetkezs:

Gg—flx, xe{[lu...UIj*,l}
o
%kifl’ I’E{IJ*UUI3]€,Z*},
w(z) = 1 € {Iap—ir 41 U... Uz},
_ Ok (BRESL gy e (fgpyy U U lsppie o1 }(= 0, hai* = 1),
1, S {Ikorz* u...u ng}

Mielétt megadjuk az UF-k algoritmus aszimptotikus versenyképességét, kimon-
dunk néhany tovabbi lemmét.

3.3. LEMMA. Ha az algoritmus lefutdsa utan létezik legalabb egy olyan i index,
it € {1,...,k}, hogy a Bspy; osztaly tartalmaz legalibb egy nemiires ladat, és
3k + 1" a legkisebb ilyen index, akkor létezik egy olyan 0 < M, < oo konstans,
hogy barmely L listara w(L) = > ., w(x) > UF-k(L) — M>.

Bizonyitdas. Azt fogjuk belatni, hogy — ladaosztalyonként legfeljebb egy-egy
ladatol eltekintve — minden ladaban az elemek Gsszsulya legalabb 1. (Egy lada
sulyan a benne elhelyezett elemek stulyainak Ssszegét értjiik.)
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— A B; osztaly 1adai, legfeljebb 1 kivételtdl eltekintve legalabb ; szintig
tele vannak. Ttt minden elem sulya (sajat) méretének Gk -szerese, igy a
legfeljebb egy 1adatol eltekintve minden lada stlya legalabb 1.

— A By, ..., By osztalyok mind iiresek.

— A Bokia, ..., Bs osztalyok koziil amelyek nem iiresek, azok 1ladai — oszta-
lyonként legfeljebb 1 —1 kivételtdl eltekintve — pontosan két elemet tartal-
maznak, mindketts silya %

— A Bsgi1, ..., Bsgyir—1 osztalyok tresek.

— A Bsgyix, ..., By és a Bg osztalyok 1adai — kivétel nélkiil — pontosan egy
,shagy elemet” tartalmaznak. Legyen B egy ilyen lada, és legyen = a benne
16v6 nagy elem. Két esetet kiilonboztetiink meg. Ha z > 3EE=1 " akkor

ennek silya 6nmagaban 1, igy w(B) > 1. Ha z € (%, 5’”62*1}, akkor

Bkti*—1 _
b 6k

mivel szint(B) > 2ti=1 igy alada tartalmaz legalab x Bssz-

mennyiségi kis elemet amelyek Osszsilya legalabb 6k T (3’“?;’1 — x),

igy w(B) > 1 ekkor is. Azaz, mindkét esetben, minden lada Gsszsilya
legalabb 1.

Figyelembe véve, hogy a kivétel ladék szama az Osszes — nem iires — ladaosztalyban
legfeljebb k + 1, igy az My = k + 1 konstanssal a lemma allit4dsa teljesiil. O

3.4. LEMMA. Ha az algoritmus lefutdsa utan létezik legaldbb egy olyan i index,
1€ {1,...,k}, hogy a Bsp1; osztaly tartalmaz legalabb egy, nemiires ladat, és S az
L elemeinek egy olyan részhalmaza, melyre ) oz <1, akkor

w(S) = Zw( ) < §-I— lefl

teljestil.

Bizonyitds. A kulcs ennek a résznek a bizonyitésahoz (is) a 3.2. Lemma. Ha
az S halmazban nincs elem az (2, 3] intervallumbol, akkor a silyfiiggvény defini-
ci6jabol 1lathato, hogy minden S-beli z elem stilya < zx. Ebbél kovetkezéen

w(S)::Zw(Jc)SZgJ;:g xgg-lzg.

zeSs zeS zeS

Ha az S halmaz tartalmaz elemet az (2, 3} intervallumbol, akkor pontosan egy
elemet tartalmaz onnan, és ez a legnagyobb méretd elem a lad&ban. Jeldljiik ezt
z1-gyel. Feltételiink szerint ekkor létezik olyan ¢ pozitiv egész, hogy =1 € I3i4,.
Két esetet kiillonboztetiink meg, x1 mérete alapjan.

1. Az els6 eset, amikor 21 > 3’“'%%, azaz i > i*. Az S-beli mésodik legna-

gyobb elem, zo mérete alapjan két lehetGségiink van.
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a) Az els6 lehetdség, hogy x2 nem eleme az [;, j € {3k —i+1,...,3k}
intervallumok egyikének sem, azaz a maradék az x1-t6l kiilonbodzé S-beli
elemek az I;, j € {1,...,3k—1} intervallumba esnek. Az ilyen kis = elemek
siilya legfeljebb %x, igy

3k 3, 1
6k —1 2 6k—1"

6k 1
w(S) =w(z)+ ESE . w(z) < +6k—1 5 1+
zeS, x#x]

b) A masodik lehetGség, hogy xo az I;, j € {3k — i+ 1,3k} intervallu-
mok valamelyikébe esik. Ez az intervallum azonban kizarélag az I3;_;41
intervallum lehet, mert barmely mas intervallumbeli elemhez hozziadva
x1-et 1-nél nagyobb értéket kapnank. Viszont ekkor S zi-en és xo-n kiviili
elemeinek dsszmérete legfeljebb 1 —2; —29 < 1— % - 3’8;7’ = 5 lehet.
(Ez azt is jelenti, hogy ekkor az S halmaz z1-en és xo-n kiviil legfeljebb

csak az I; intervallum elemeit tartalmazhatja.) Igy

Zw =w(z1) +w(za) + Z w(z) <
zeS €S, x#x1,x#£T2
1 6k 1 3 1

<1 — _—
ot ek—1 6k 2 6k-1

A masodik eset, amikor x; < %, azaz v € Ispyq, © < ©*. Az S-beli
masodik legnagyobb elem, xo mérete alapjan szintén két lehetGségiink van.

a) Hawzy, > 3 1 , akkor w(z2) = 3, és S-ben az dsszes tSbbi (z1-t6l és zo-
‘Fc'il kiilénb626) elem Osszmérete 1 —x1—x0 < 1— 3ng;_1 — 3’“6_,:* = 1624-1
Igy
W) = Y w@) =ue) i)+ Y )<
zeS €S, x#x1,x#£T2
<1 6k 3k+i*71 +1+ 6k i —1+1
= T k-1 6k 6k—1 6k
Mivel 21 < 32H=1 {oy ennek a kifejezésnek az értéke
_3 Bkt —1-@k+i-1) i—i+l
) 6k — 1 6k—1 -
J3 i il 3, 1
-2 6k—-1 6k—1 2 6k—1

b) Az utols6 lehetSség, hogy z1 < 3’““ =1 , de o < 3’“ Z . Ekkor xs-t is
beleértve S barmelyik, z1-t6l kulonbozo T elemere w( ) S Gk—la} teljesiil.
Igy az el6z6 eset elsé agdhoz hasonlé moédon w(S) < 3 + 6k71'
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A 3.1, 3.3. és 3.4. Lemméakbol kovetkezik az aldbbi
3.1. TETEL. Barmely pozitiv, de rogzitett k > 1 egész esetén

3 1
k) < — .
R(UF-K) < 5+ o

Bizonyitas. A 3.1. Lemméval belattuk, hogy az A. esetbeli minden L listara
létezik olyan M; konstans, hogy

UF-k(L) < gOPT(L) + M.

A B. esetben minden L listara a 3.4. Lemma miatt a lista w(L) silyara, amely a
benne elhelyezett elemek stlyainak 6sszegeként definialt, a kivetkezs teljesiil:

wL)= Y Y w@)= Y w(B)<<z+6kl_1> OPT(L).

BeOPT(L) x€B BeOPT(L)

Ugyanakkor a 3.3. Lemmabdl ad6dik, hogy az ilyen L listakra létezik olyan My
konstans, hogy
UF-K(L) < w(L) + Ma,

amibdl adédik, hogy

3 1
_ < (=
UF-k(L) < <2+6k_1

) OPT(L) + M.

Az M := max{M;, Ms} valasztassal adodik, hogy barmely L listara

UF-K(L) < (‘;’ +

PT(L) + M.
6k—1)0 () +
O

A most kovetkezd lemma azt igazolja, hogy az algoritmusunkra bizonyitott
fels6 korlat éles.

3.5. LEMMA. Barmely pozitiv, de rogzitett k > 1 egész esetén

3 1
k) > 2 .
R(UFk)_Z—’—kal

Bizonyitds. Minden ¢ € N*-ra konstrualunk egy N = (4 + g )n elemszama
L listat, ahol n = 2t(6k — 1).
Ly: 2t-szer L}, ahol Li: 6k —1 darab g —2¢ utan 1 darab (12k+ 1)e méret elem,
ahol ¢ tetszéleges pozitiv érték, melyre € < min {%, RL_%, m} teljesiil,
Lo: n darab € méretd elem,
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L3: n darab % + € méretd elem,
L4: n darab % + & méretd elem.

Az UF-k algoritmus gy mikodik ezen az inputon, hogy L elemeit (NF szabaly
szerint) egy-egy Bi-beli ladédba pakolja. Ezek magassaga pontosan 1 — & + 3¢, igy
a kovetkez§ L7 elsd eleme méar nem fér rajuk. Ezért L; elemeinek elpakolésdhoz
(NF szabaly szerint) az algoritmus 2t = g5 darab ladat hasznal fel. Ezutén
Ly elemeit — mivel azok is Bi-bdl valdk és € méretiik definici6ja miatt beférnek
az utolsd, L; érkezésekor létrehozott ladaba — bepakolja ebbe — az NF szabily
szerint — majd az algoritmus L3 elemeit elpakolja az NF szaballyal Bsi-ba, n/2
darab ladat felhasznélva. L4 minden elemének érkezésekor az algoritmus nyit egy 1j
ladat Bsg41-ben, belepakolja az elemet, majd atpakol egy Lo-beli € méretd elemet
ebbe a ladaba. Igy ez tjabb n darab ladat jelent.

Egyszertien ellenérizhets, hogy barmely rogzitett k-ra az UF-k algoritmusunk
n+ 5 + g 1adat hasznal, és hogy OPT(L) < n+1. Mivel ez tetszéleges t pozitiv
egészre teljesiil, igy ezzel allitdsunkat bizonyitottuk. a

A 3.1. Tétel és a 3.5. Lemma egylittesen szolgaltatja a kovetkezs eredményt:

3.2. TETEL. Barmely pozitiv, de rogzitett k > 1 egész esetén

3 1

4. Osszefoglalas

A 3.2. Tétel allitasat megvizsgalva az UF-k algoritmusra vonatkozoan azt 14t-
juk, hogy ha k tart a végtelenbe, akkor az algoritmus(ok) aszimptotikus verseny-
képessége, R(UF — k) tart 1, 5-hez. Két konkrét esetet érdemes kiemelni: a k = 3
esetben az UF-3 algoritmus aszimptotikus versenyképessége 1,5588..., ami alatta
van a legjobb ismert on-line algoritmusra bizonyitott 1,58889 aszimptotikus ver-
senyképességnek. A k = 3 eset masik érdekessége, hogy annak AVK-ja alatta van
az ugynevezett Harmonikus Fit tipusd on-line ladapakolési algoritmusokra bizonyi-
tott 1,583...-as alsé korlatnak [11]. A k = 5 esetben az UF-5 algoritmus AVK-ja
1,53448..., amely jobb van Vliet 1,5401-es on-line algoritmusokra vonatkoz6 alsé
korlatjanal [13].

Szamos nyitott kérdés felvethets, ezekbdl harmat emlitiink meg. Az elsd, hogy
adjunk lépésenként 3-nal kevesebb elem atpakolasat megengedd, 1, 583...-nél kisebb
AVK-ju szemi-on-line ladapakolasi algoritmust! A masodik, hogy adjunk lépésen-
ként 5-nél kevesebb elem dtpakoldsat megengedd, 1,5401-nél kisebb AVK-ju algo-
ritmust! Tovabba, a harmadik nyitott probléma kis k értékekre (pl. k = 1,2) als6
korlat adéasa.

Koszonetnyilvanitas. A kutatast az OTKA (T 048377 és T 046822 szamt projek-
tek), valamint a MOB-DAAD Magyar-Német Kutatocsere Program (21-es szama
projekt) tamogatta.
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ALGORITHMS FOR THE ON-LINE BIN PACKING PROBLEM WITH REPACKING

JANOs BaLoaH AND GABOR (FALAMBOS

In the paper we deal with a semi-on-line bin packing problem. In this modification of the
classical on-line bin packing problem some operations are allowed on the earlier packed elements
while the algorithm packs the actual element in an on-line manner. We define an algorithm for
every positive k value, which repacks at most k elements per step. We prove that the asymptotic
competitive ratio of our algorithms is % + ()k%l
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