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AZ ITERALT SHUFFLE MUVELET ALKALMAZASA REGULARIS
NYELVEKEN

IVAN SZABOLCS

A pérhuzamos folyamatok elméletében kozponti szerepet jatszanak a shuffle-
szorzds (LU) és iterdlt megfelelje, a shuffle-iterdlt (*“) miiveletek. Nem ismert,
hogy egy adott regularis (vagy véges) nyelv shuffle-iteraltja mikor regularis, illetve
kornyezetfiiggetlen; vizsgalatainkban bizonyos specialis regularis nyelvekre megvala-
szoljuk e kérdéseket, tovabba adunk egy regularis nyelvosztalyt is, mely zart mindkét
miiveletre.

1. Bevezetés

A shuffle-szorzat egy jol ismert kommutativ és asszociativ kétvaltozos miivelet
nyelvek kozott. Ha Lq, Lo nyelvek a X abécé {olott, shuffle-szorzatuk, LiLII1Lo
szintén Y {6l6tti nyelv, amit a kévetkezdképp definidlunk:

LWLy = {961191 e TnYn P T1T2 ... T € L1, Y1Y2 .. Yn € Lo, x4,y € E*}

Egy ¥ folotti L nyelv shuffle-iterdltja, L*- szintén X folotti nyelv; ezt a kdvetke-
z6képp definidlhatjuk:

L' ={\}ULU(LWL) U (LLLWLLIL) U....

Jol ismert tény, hogy a Chomsky-hierarchia £y és Lq osztalyai zartak mindkét
miveletre, lasd pl. [1]. A regularis nyelvek osztalya, L3 a shuffle-szorzasra zart,
am nem zart a shuffle-iterdlt képzésére; a kdrnyezetfiiggetlen nyelvek osztalya, Lo
pedig nem zart egyik miveletre sem, lasd [1]. A shuffle nyelvek SL osztalyat
[1, 9] tgy definialjuk, mint a legsziikebb olyan nyelvosztalyt, mely tartalmazza
a véges (vagy regularis) nyelveket, és zart mind a regularis mtveletekre, mind
a shuffle-szorzéasra és a shuffle-iteralt képzésére. A fenti zartsagi tulajdonsagok
alapjan SL C £;. [13]-ban igazolast nyert, hogy SL C P, ahol P a polinom id6-
ben determinisztikusan eldénthets nyelvek osztalya. Tovabba, [15] szerint léteznek
SL-ben P-teljes problémdk is. Egy SL-en beliili végtelen hierarchiat adtak meg
[10]-ben. Az iteralt shuffle mtivelettel lehet N'P-teljes nyelveket is definialni, lasd
[16]. Reguléris nyelvek varietasainak (ld. [14]) a shuffle miveletre valo lezartjarol
lasd [3].
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[2]-ben igazoltak, hogy eldonthetetlen a kévetkezs kérdés: adott egy shuffle
nyelv (egy ,shuffle-kifejezéssel”, melyben a regularis mitveleti jelek, a LI és a *
szerepelnek), L reguléris nyelv-e? Tovabbi eldonthetetlenségi eredmények talalha-
tok az [5, 8, 11, 12] cikkekben.

Ugyanez a kérdés kommutativ shuflle-nyelvekre eldénthetd, lasd [4]. Jelenleg
nem ismert, hogy eldénthetd-e a kovetkezd kérdés: adott egy reguléris nyelv, igaz-e,
hogy shuffle-iteraltja regularis (vagy hogy kornyezetfiiggetlen). A probléma nyitott
véges nyelvekre is. A [4]-beli eredmények szerint a kérdés eldontheté kommutativ
regularis nyelvekre; egy kozvetlen bizonyités talalhato [7]-ben. Azonban az ezen
munkikban megjelent modszerek nem adnak explicit fels§ korlatot a kérdés bonyo-
lultsagara.

Ebben a cikkben sziikséges és elégséges feltételeket adunk arra nézve, hogy bi-
zonyos regularis nyelvek shuffle-iteraltja regularis vagy kornyezetfiiggetlen legyen.

2. Definicidk, jel6lések

Jelen cikkben A jeldli a természetes szamok {0,1, ...} halmazit. Amennyiben
n € N, [n] jelenti a {0,1,...,n} halmazt.

A formalis nyelvek elméletében szerepld standard jeloléseket (1d. [6]) és elne-
vezéseket fogjuk hasznalni: dbécének neveziink barmely véges halmazt, egy dbécé
elemei a betiik. Az abécék jeldlésére a X, I' bettket hasznaljuk, a betiiket az
a,b,c,... bettikkel jeloljiik, sziikség esetén indexelve.

3 abécé folotti szdnak neveziink barmely, 3 elemeibdl képzett véges sorozatot,
azaz aias...a, alaka sorozatokat, ahol n € N és minden 1 < i < n-re a; € X.
Ekkor a sz6 hossza, |a;...a,| = n; a benne levs a betik szamat (ahol a € X)
|a1 ... anlq jelzi. Ha m = 0, a sz6 az ires szd, aminek jele a \. A X folotti
Osszes szavak halmazat X* jeloli. Szavakra altaldban az u, v, w, x, y jeldléseket
hasznéaljuk. Amennyiben w egy sz6, i € N és a w; jeldlés még nem definilt, agy
w; a w szb 1. betijét jelenti.

Ha adott egy X dbécé folotti két sz0,

a1as . ..an, és by ... bg (al,...,an,bl,...,bk EE),

akkor (ilyen sorrendd) konkatendltjuk az ay...an,by ... by sz6. ¥* a konkatenacié
miveletével monoidot alkot, melynek egységeleme )\, az iires szo.

¥ abécé feletti szavak barmely (lires, véges vagy végtelen) halmazat nyelvnek
nevezziik. Az egyelemi nyelveket azonositjuk egyetlen elemiikkel; ez nem okoz
majd félreértést. Nyelveket altaldban K vagy L jeldl, sziikség szerint indexelve.

Nyelvek kozott értelmezhetjiik a halmazelméleti miiveletek mellett a konkate-
nacié miveletét: ha K és L két nyelv, akkor legyen KL = {uv : uw € K,v € L}.
A konkatenécio segitségével definidlhatjuk nyelvek nemnegativ egész kitevdji hat-
vanyait: ha L egy nyelv, legyen
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- L% ={\}
Lt = "L,
Egy nyelvnek definialjuk tovabba (Kleene- )iterdltjdt is: ha L egy nyelv, legyen

L= G L'
=0

Nyelveket bonyolultsaguk szerint osztalyokba sorolhatunk. Cikkiink a reguldris
és a kdrnyezetfiggetlen nyelvek osztalyaval foglalkozik; ezen osztélyokat definialhat-
juk példaul a kovetkezdképpen:

— Egy L nyelv reguléris, ha el6all a véges nyelvekbdl a konkatenacio, Kleene-
iteracio és a halmazelméleti miveletek véges sokszori alkalmazasaval.

— Egy L nyelv kornyezetfiiggetlen, ha létezik olyan P veremautomata, melyre
Ly(P) = L (1d. lentebb).

Veremautomatdnak neveziink egy a P = (Q, X, T', 4, qo, Zo, F') rendszert, ahol
— @ éallapotok véges halmaza;

— X a véges inputabécé;

— I' a véges veremabécé;

— degy Q@ x (BU{A}) xT-bol Q x I'* véges részhalmazaiba képezé fiiggvény,
az atmenetfiiggvény;

- qo € Q a kezd@allapot, Zy € T' a verem-kezd@szimbolum, F' C Q) a végilla-
potok halmaza.

A fenti P veremautomata egy konfiguracidja egy @ x X* x I'*-beli elem.
Konfiguraciok kozott értelmezziik a - rdkdvetkezési relaciot: (p,z, X) +F (q,y,Y)
pontosan akkor, ha az alabbiak valamelyike teljesiil:

— x = ay valamely a € ¥ betiire, X = vX', Y = 91...7,X’ valamely
X" eT™ v,7,...,7n € I veremszimbolumokra, és §(p,a,v) 3 (¢, 71 - -Yn);

— =y, X =X, Y = ...7, X' valamely X' € T'* szo6ra, 7,71,..., 7 € [
veremszimbolumokra és 6(p, A,7y) 2 (¢, 71 - - - Yn)-

A fenti P veremautomata altal iires veremmel felismert nyelv
Ly(P) ={w € X" : (g0, w, Zop) F* (g, A\, \) valamely g € Q-ra};

itt * a reflexiv-tranzitiv lezaras jele.
Nyelvek kozott értelmezziik a shuffle-szorzds miveletét is: ha K, L nyelvek,
akkor legyen

KWL ={z1y122Y2 - . - TpYn : T1T2 ... Ty € K, y1Yy2 ... yn € L, x4, y; € T}
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A shuffle-szorzés a konkatenacidhoz hasonldan asszociativ, igy ennek a miiveletnek
a segitségével is definidlhatjuk nyelvek nemnegativ egész kitev6ji hatvanyait: ha
L egy nyelv, legyen
Lo = {A};
L(7L+1)LJ_| = [P
A Kleene-iteralthoz hasonléan kapjuk egy L nyelv shuffle-iterdltjdt: L*2 = J L™V,
i=0
Hasznalni fogjuk tovabbé a legfeljebb n. shuffle-iterdlt jeloléset: L<"H= | J L™,
i=0
A részszo fogalméat tobbféleképp szoktak definialni. Ebben a cikkben ha x és
y két sz6, akkor mondjuk, hogy = részszava y-nak, ha létezik olyan w sz6, melyre
y € xllw.

A shuffle és a shuffle-iterdlt mtiveletekre szamos jol ismert Osszefiiggés 4ll fenn,
a teljesség igénye nélkiil néhany:

— A LU mivelet kommutativ, asszociativ.
— Tetszoleges K, Ly, Lo nyelvekre KLLI(L; U Ly) = (KLLILy) U (KLLILy).
— Tetszdleges K, L nyelvekre (K U L)* = K*H L.

— A regularis nyelvek osztalya zart a shuffle-szorzasra, nem zart viszont a
shuffle-iteralt képzésére.

— A kornyezetfiiggetlen nyelvek osztalya sem a shuffle-szorzasra, sem a shuffle-
iteralt képzésére nem zart.
Ha ¥ = {ai1,...,ar} egy abécé, és w egy X {olotti sz6, akkor w Parikh-képe,
®(w) az az N'*-beli vektor, melynek i. koordinat4jan |w|,, all.
Nyelvekre is kiterjesztjiik a Parikh-fliggvényt: ha L C ¥*, legyen

O(L) ={P(w) :we L}.

3. Elemi eredmények

Els§ vizsgalataink a legegyszertibb olyan regularis nyelvekre irdnyulnak, me-
lyekre a kérdés nemtrividlis: az egyetlen szébol all6 nyelvekre. Kezdjiik egy egy-
szerd allitassal:

3.1. ALLITAS. Legyen ¥ tetszéleges abécé és u, vi, va, ..., v, € X* Ggy, hogy
u € villvglll. .. LLv,. Ekkor ®(u) = ®(vy) + ®(ve) + -+ - + D(vy).

Az allitas néhany egyszert kovetkezménye:

3.1. KOVETKEZMENY. Tetszoleges L nyelvre ®(L*) = ®(L*) (est 1gy is
mondjuk, hogy L*" és L* betiiekvivalens).

Alkalmazott Matematikai Lapok (2007)



AZ ITERALT SHUFFLE MUVELET ALKALMAZASA REGULARIS NYELVEKEN 191

3.2. KOVETKEZMENY. Tetszéleges u és v szavakra ha u € o™, akkor
O (u) = kP(v) valamely k € N -re.

Most mar be tudjuk bizonyitani els6 eredményiinket:

3.1. TETEL. Tetszdleges w széra w* pontosan akkor regularis, ha w € a*
valamely a betiire.

Bizonyitds. Az elegend@ség trivialis, hiszen ha w € a*, akkor w* = w*, ami

regularis nyelv. Belatjuk, hogy ha nem létezik olyan a betd, melyre w € a*, akkor
w*™ nem reguléris. Legyen tehat w = a™by valamely a #b € 3, n > 0, y € X*-ra.
Tegyiik fel, hogy w*™" regularis. Ekkor a pumpéalé lemma szerint kell létezzen olyan
N € N konstans, melyre tetszéleges u € w*™- esetén, ha |u| > N, tgy u felirhato
u = ujugug alakban oly médon, hogy a kévetkezsk fennallnak:

— |U1'LL2‘ S ]\]'7
- uz £ N
— tetszoleges i € N esetén ujubuz € w*.

Vegyiik az u = a™VbNyN € w* sz6t! E szora a feltételek fennallnak. Tekintve
barmely, a fenti harom kikotésnek eleget tevs uy, ug, us szot, az |uius| < N feltétel
miatt (mivel u els6 N bettje csupa a) uz = a/ valamely j > O-ra. Ekkor viszont
v’ = ujuduz nem lehet w*-beli sz6, hiszen |[u'|, = N|uly, de |v/|, > N|w|,. Ebbsl
kovetkezGen nem létezik olyan k € N szam, melyre ®(u') = k®(w). Ellentmon-
désra jutottunk, igy w*-~ valéban nem reguléris. O

Folytatva a w*" alakban el6allé nyelvek vizsgalatét, a kovetkezs eredmény is
adodik:

3.2. TETEL. Tetsz0leges w szora, melyben az alterndldsok szama legalabb 2
(azaz barmely a,b betiiket is tekintiink, w ¢ a*b* fennall), w*"~ nem lehet kérnye-
zetfiiggetlen.

Bizonyitds. Trjuk fel w-t w = a}"a}? ...ap® alakban, ahol minden 1 < i < k

esetén a; # a;41, és minden 1 < ¢ < k esetén n; > 0. A feltétel szerint tehat ekkor
k > 2. Tekintsik az L = w*” Najaj...a} nyelvet. Konnyen lathatéan ekkor

L= {a?lNaSQN . aZ’“N :N e ./\/} Mivel a kornyezetfiiggetlen nyelvek osztalya

zart a regularis nyelvvel val6 metszésre, elegendd belatni, hogy L nem kdrnyezetfiig-
getlen. Ehhez a Bar-Hillel lemmat alkalmazzuk: amennyiben L kérnyezetfiiggetlen
nyelv, agy léteznek p, ¢ > 0 egészek gy, hogy tetszbleges u € L-beli sz6, melyre
|u| > p, felithato u = ujugugugus alakban tgy, hogy a kovetkezdk fennallnak:

- |ugusug| < g;
— UU4y 7é )\,

— minden ¢ > 0 egész esetén ujubusujus € L.
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Tegylik fel tehat, hogy L kornyezetfiiggetlen és a p, q egészek rendelkeznek a fenti
tulajdonsaggal. Vegyiik az u = a§p+q)"1agp+q)"2 ...agfﬂ)”’“ € L szo6t. Erre a
szora |u| > p, igy a lemma szerint felithaté « = ujusuzusus alakban agy, hogy a
fenti harom feltétel fennall. Tekintsiik az v = wju3ugujus sz6t! u konstrukcioja
és az |ugugug| < g feltétel miatt az ugugug szo legfeljebb két szomszédos blok-
kot érinthet (itt egy u-beli blokkon azonos betitk maximalis hosszu sorat értjiik,
azaz blokkok az agm_q)m, aém_q)m,. . ,aépﬂ)nk szavak). Mivel w-ben az alterna-
lasok szama legalabb 2, igy u-ban legalabb 3 blokk kell legyen; tekintve tehét az
u' = ujuduzuius szot, azt kapjuk, hogy u/-ben u-hoz képest legalabb egy (mondjuk
az i.) blokkban t6bb a betik szama (mert usus 7# A), viszont legalabb egy (mond-
juk a j.) blokkban ugyanannyi. Ez L fenti forméaja szerint nem lehetséges (ugyanis
az . és a j. blokk hosszanak ardnya n,; : n; kellene maradjon). Ellentmondast

kaptunk, igy sem L, sem w*" nem kdrnyezetfiiggetlen. ad

A fenti foltétel nemcsak sziikséges, hanem elégendd is. Ennek igazoldsat egy
altaldnosabb tételben végezziik el, amihez el6bb ismét sziikséges néhany allitast
belatni. Ahhoz, hogy az allitasokat ki tudjuk mondani, bevezetjiik az alabbi jelo-
léseket;:

3.1. Definicio. Legyen X abécé. Definidljuk minden ¢ € N-re a
hi: ¥ — (B x N)*
homomorfizmust a kévetkez&képp: minden a € ¥ esetén legyen h;(a) = (a,1).

A fenti homomorfizmusra akkor lesz sziikség, ha valamely L nyelvre és w € L**"
szora ,nyomon akarjuk kbvetni”, a w sz6 L-beli ,0sszetevsit”. Tovabba definialjuk
az alabbi homomorfizmust is:

3.2. Definicid. Legyen Y. 4bécé. Ekkor a d : (X x A)* — 3* homomorfizmus
legyen a kovetkezs: minden a € ¥ és ¢ € N esetén d((a,i)) = a.

Ezt a homomorfizmust pedig akkor hasznaljuk, ha az elébbi homomorfizmus-
csaladdal kapott szavakbol vissza akarjuk kapni ¥*-beli megfelelGjiiket.

Ahhoz pedig, hogy egy L nyelv és egy w € L* 526 esetében tudjunk beszélni
a w sz ,,i. komponensérsl” (ami igy messze nem egyértelmt, de ha a h; homomor-
fizmusokkal jel6lt komponensekrsl beszéliink, akkor az lesz), definidljuk az alabbi
homomorfizmus-csaladot is:

3.3. Definicio. Legyen X abécé. Tetszéleges i € N esetén legyen
sit (ExN) =X
a kovetkez6 homomorfizmus: a € X és j € N esetén
- si((a,4)) = a, ha i = j;
- si((a, 7)) = A, egyébként.
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Megjegyzés. A két utolso definicidoban s a select, d pedig a delete szavak kez-
débetijébs] szarmazik.

Az imént definidlt homomorfizmusok és az iteralt shuflle kézott az alabbi Gssze-
fiiggés 4ll fenn:

3.2. ALLITAS. Legyen Y. dbécé, L C ©* tetszéleges nyelv, w € (¥ x N)* pedig
egy sz6. Ha minden i € N-re s;(w) € LU {\}, akkor d(w) € L*.
Mivel w pontosan akkor van L*'“-ban, ha szét lehet particionalni diszjunkt

L-beli részszavakra, az allitas nyilvanvalo. Tovabbé, az alabbi megforditas is igaz:

3.3. ALLITAS. Legyen Y. dbécé, L C ¥* egy nyelv és w € L*" egy sz6. Ekkor
létezik olyan w' € (X x N)* sz6 és n € N szam, melyre minden i € N esetén
si(w") € L, hai <n; és s;(w') =\, hai > n.

Ezen bevezetd definiciok utan elkezdhetjiik vizsgalni a kdvetkezd nyelvosztalyt.
A tovabbiakban jeldlje F' = {a*1b™,a*2b"2, ... a*7b"/} az atbt nyelv tetszdleges
véges részhalmazat.

3.4. ALLITAS. Legyenw € {a,b}*. w € F*"Y pontosan akkor teljesiil, ha létezik
olyan w' € ({a,b} x N)* sz6 és n € N, melyre az alabbiak fennallnak:

- dw') = w;
- si(w') € F, hai<n;
- s(w') =X, hai>mn;

— tetszdleges i < j < n indexek esetén (b,i) dsszes el6forduldsa megel6zi
(b, 7) Osszes el6fordulasat.

Bizonyitds. Ha létezik ilyen w’ sz6, Ggy mar az elsé harom feltételbsl ko-
vetkezik, hogy w € F*. Az ellentétes iranya tartalmazas igazolasahoz legyen
w € F*Y, Ekkor léteznek olyan wug, u1, ..., u,—1 € F szavak fgy, hogy
w € uollug L. .. Llu, 1 (w = X esetén n = 0 valasztasa adja az iires szorzatot).
Ekkor létezik (esetleg t6bb) olyan w’ sz, melyre az alabbiak fennallnak:

— w € ho(ug)hy(ur)l. .. LAy —1(up—1) (azaz so(w') = ug, s1(w’) =

=up,...,8p-1(w') = tup_1, és minden mas i-re s;(w’') = \);

— w'-ben az elsé (b,0) megelszi az els6 (b, 1)-et, az az elsG (b, 2)-t és igy

tovabb (ezt a shuffle-szorzat kommutativitasa miatt tehetjik fel);

- dw') =w.

Legyen egy ilyen w’ € (X X N)* sz6 esetén Alt(w') C N x N az a halmaz, melyben
egy (i,7) elempér pontosan akkor van benne, ha a kovetkezd feltételek fennall-
nak:

— i< j < || (azaz i és j poziciok w'-ben);

— w; = (b,i") és w’; = (b,j') gy, hogy i' > j'.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2007)



194 IVAN SZABOLCS

Legyen w’ a fenti tulajdonsagi szavak koziil egy olyan, melyre |Alt(w’)| minimalis.
Allitjuk, hogy ekkor Alt(w') = 0.

Tegyiik fel ugyanis, hogy Alt(w’) # 0. Vegyiik ekkor azt az (I,7) € Alt(w’)
part, melyre r minimalis és ezen beliil [ maximalis. Tekintsiik azt a w’ sz6t, melyet
w'-b6l kapunk az . és az r. pozicion 4llo bettik felcserélésével. Ekkor |Alt(w”)]
konnyen lathatéan kisebb, mint |Alt(w’)|; ha belatjuk tehat, hogy w” is teljesiti a
feltételeket, igazoltuk, hogy Alt(w’) = () valéban fennall.

El6szor belatjuk, hogy w'-re tovabbra is fennéll az, hogy ha i < j < n, akkor
w'-ben az els6 (b,i) megeldzi az els6 (b, j)-t.

Valoban, tegylik fel, hogy w” nem ilyen: el6zze meg az elsé (b, j) az elss (b, )-t
az 1 < j szdmokra. Ebbél kovetkezik, hogy kell legyen olyan 7 index is, melyre az
els6 (b, i+ 1) megelézi az elsé (b, 7)-t. Ekkor a kovetkezd esetek lehetségesek:

— Azels6 (b, 1)-t cseréltiik az elsé (b, i+ 1)-gyel. Ez nem lehet, hiszen ¢ < i41,
ez a par nem volt Alt(w’)-ben.

— Azelst (b, i)-t a szoban hatrafelé cseréltiik, igy az els6 (b, i+ 1) mdgé keriilt.
Ekkor egy i-nél kisebb i'-re egy (b,1’) bettivel kellett cseréljiik, mely az elss
(b,7 4+ 1) utan allt w’-ben. Viszont a cserélendd péar valasztési stratégiaja
miatt ekkor semmiképp nem cserélhettiik (b,7)-vel ((b,7 + 1) is j6 lenne a
cserére, és hatrabb all w’-ben). Igy ez sem lehetséges.

— Az els§ (b,i + 1)-et cseréltiik a szoban egy, az els6 (b, i)-t megel6zs olyan
bettivel, mely (b,4') alaki, ahol ¢/ > i 4+ 1. Ekkor w’-ben az els6 (b, i')-nek
meg kellene el6znie az els6 (b, i + 1)-et, ami szintén nem lehetséges.

Tehat w”-ben tovabbra is fennall, hogy tetszéleges i < j < n esetén az els6 (b, 1)
megeldzi az elss (b, j)-t.

Most belatjuk azt is, hogy tetszbleges ¢ < n-re az elsé (b, 1) pozicidja ugyanaz
w’-ben és w”-ben is. Tegyiik fel ugyanis, hogy nem igy van. Ekkor az al4bbi esetek
lehetségesek:

— Az els6 (b,1)-t cseréltiik ki egy 6t megel6zd (b, j)-vel, ahol ezek szerint
j > i. Ekkor az els6 (b, j)-nek értelemszertien meg kellene eléznie az els
(b, 1)-t, amirdl az el6bb megallapitottuk, hogy nem lehetséges.

— Egy (nem az els6) (b, 7)-t cseréltiink ki egy, az elss (b, i)-t megel6z6 pozicion
1év§6 bettivel (igy a szoban eldrébb keriilt). Csakhogy ekkor az adott bettivel
az els6 (b, 1)-t is kicserélhettiik volna; a valasztasi stratégiabol kovetkezGen
ekkor az elsé (b,4)-t kellett volna valasztanunk (vagy egy még elbb allo
bettit). Ez tehat nem lehetséges.

— Az els6 (b,i)-t cseréltiik ki egy, a szoban hatrébb allo betiivel, atugorva
a masodik (esetleg tobb) (b,7)-t. Ez ismét nem lehet, hiszen a vélasztasi
stratégia szerint az atugrott betiit kellett volna valasszuk (vagy egy még
hatrébb allo bettt). Tehat ez sem lehetséges.

Osszefoglalva: a w’-bél kapott w”-ben minden 0 < i < n-re az els (b, i) pozicidja

Alkalmazott Matematikai Lapok (2007)



AZ ITERALT SHUFFLE MUVELET ALKALMAZASA REGULARIS NYELVEKEN 195

megmaradt. Igy tetszoleges 0 < i < n-re fennall, hogy az utols6 (a,i) (amit nem
cserélhettiink) még mindig megelézi az els6 (b,i)-t w”-ben is; mivel a csere nem
valtoztatja sem az (a,i), sem a (b,4) betik szdmat, igy s;(w”) = w; tovabbra is
fennall. Természetesen d(w’) = d(w') is teljesiil, hiszen két olyan bettt cseréltiink
ki, melyek d melletti képe megyegyezik.

Tehat belattuk, hogy ha egy, a feltételeket teljesité w’-re Alt(w') nemiires,
akkor megadhato olyan w” sz6 is, mely szintén teljesiti a feltételeket, és melyre
|Alt(w")| < |Alt(w')]. Mivel az Alt(w') halmaz véges minden w’-re, valoban kell
létezzen olyan w’, mely teljesiti a feltételeket, és melyre Alt(w') = 0. O

Analog gondolatmenettel belathato, hogy az (a,i)-k is rendezhetSk ebben az
értelemben; igy végeredményben azt kapjuk, hogy w € F* pontosan akkor telje-
siil egy w € {a,b}* szbra, ha van olyan w’ € ({a,b} x N)* sz6 és n € N konstans,
melyekre:

- s;(w') € F,hai < n;
- si(w') =\ hai>n;

— tetszbleges i < j < n-re barmelyik (a,i) betl megel6zi az Gsszes (a,j)
bettit w’-ben;

— tetszbleges i < j < n-re barmelyik (b, i) betii megel6zi az dsszes (b, j) betiit
w’-ben.

Jeloljon w € F*™ esetén egy hozza tartozo ilyen tulajdonsagt (X x N)*-beli sz6t
(mondjuk a lexikografikusan legkisebbet) .

Ez lehet6vé teszi az F*“-beli szavak nemdeterminisztikus, egyfajta ,mohd”
moédon torténd felismerését egy P veremautomatival a kévetkezd médon: ha P a
bet(it olvas, azt beteszi a verembe. Amint elolvassa az elsé b betiit, nemdetermi-
nisztikusan megsejti, hogy ez melyik a‘b’ € F-beli szénak az elsé b bettije (vagyis:
mivel lesz egyenls so(w), ahol w az input sz6), a megfelel szamu a-t kiveszi a
verembdl, és a tovabbi j — 1 darab b-t (amik megfelelnek a t6bbi (b, 0)-nak w-ben)
pedig a verem tartalmét nem véltoztatva olvassa be. Ezutan ha talélkozik még egy
b-vel, ismeét megsejti, hogy ez melyik F-beli sz6 els6 b-je (hogy mi s1(w)), és igy
tovabb. A beolvasas végén pontosan akkor iiriil ki a verem, ha w € F*"Y valéban
fennallt, és a w-beli sorrendet is j6l sejtettiik meg.

A fenti veremautomata formalis megadasa a kovetkezs: P = (Q, X, T, 6, qo,
Zy, 0), ahol

S R

- Y ={a,b};
- I'= {Z()va};
- qo = (050)7
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— végiil, 0 a kovetkez6 fiiggvény:

B 5((0,]),(177) = {((07.7)70’7)} minden 0 SJ < meag‘( ‘D|b7 Y€ r esetén;
= 0((0,5),6,7) = {(0,j = 1),7} minden 0 < j < max|vfy v € I esetén;

~ 4((0,0),b,7) > ((i,j — 1),7) minden a't’ € F, v € T esetén;
© (.3 a) = {(( - 1.7).0)} minden 0.< 7 < maxul,, 0 )<

< max |v| esetén;
veF

- 6((0,0),A, Zo) = {((030)7)‘)}'

Tehat az eddigiek szerint erre a P veremautomatara Ly(P) = F**.
Eddig tehat belattuk, hogy ha F véges részhalmaza a®b'-nak, akkor F*-
kérnyezetfiiggetlen. Ezt kdnnyen kiterjeszthetjiik a*b*-ra is:

3.3. TETEL. Ha F véges részhalmaza a*b*-nak, akkor F*"" kérnyezetfiiggetlen.
Bizonyitds. F ekkor felirhaté F = Fy U Fy U F3 alakban, ahol:

- FCa* b+;

- FCa¥

- F3Cbr.

Ekkor

FYY = (FLU R U R)™ = P Ours i Es.
Azt méar lattuk, hogy Ff'™ kornyezetfiiggetlen; mivel Fy™2 = F§ és FyH = F}
(ugyanis abécéjiik egyelemt), e két nyelv regularis. Mivel pedig a kornyezetfiig-
getlen nyelvek osztalya zart a reguléris nyelvvel valo shuffle-szorzasra, igy F*™-
valoban kornyezetfiiggetlen. O

3.3. KOVETKEZMENY. Tetszdleges w € a*b* széra w*- kornyezetfiiggetlen.

Maradva a*b* véges részhalmazainél, vizsgaljuk most azt, hogy milyen feltéte-
lek mellett lesz shufle-iteraltjuk reguléris! Erre a kérdésre az alabbi sziikséges és
elégséges feltételt adjuk:

3.4. TETEL. Legyen F C a*b* véges nyelv. F*'Y pontosan akkor regularis, ha
az alabbi feltételek valamelyike fennall:

— atbhtNF =0;
— at™NF ésbTNF egyike sem fires.

Bizonyitds. Amennyiben a™b™ NF = (), természetesen F*-- reguléris: ekkor F
felirhato F' = Fy UF; formaban, ahol Fy C a* és Fy C b*. Igy F**Y = FfHLupy,
ami ismét két regularis nyelv shuffle-szorzata, igy regularis.
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Amennyiben a® N F és 0¥ N F egyike sem iires, ugy létezik 7,5 > 0 tgy, hogy
a' € Fés b € F. Irjuk fel F-et Fy; U F, U Fy3 alakban, ahol Fy C atb™, Fy C a* és
F3 C b*. Tekintsiink egy a'b” € F; szot. Mivel

(alb™) D C (@B DR (pm) DY C (@) Lu(b?),

igy 3

(albr)*u_l C (albr')(gu)l_l_lu_le*l_l_lu_ngl_l_l
fennall. Ebbdl kvetkezGen Fy™- C (Fy)(SIFW L FFI I FFYY . Bzt visszahelyet-
tesitve kapjuk, hogy

P = o i pp ¢ (RSP e pry R YL FR Y =
:((Fl)(S\Fl\ij)UJLunguLUp;UJ) C .

Tgy a teljes F* elgall ((Fy) S FRYLFFYY) alakban — az els6 tényezd

reguléris nyelv véges shuffle-szorzatainak véges uni6ja, ami regularis; a méasik két

tényezs pedig egybetis abécé feletti nyelvek shuffle-iteraltja, ami regularis. Mivel a

reguléris nyelvek zartak a shuffle-szorzésra és a véges uni6 képzésére, kapjuk, hogy
F* valéban regularis.

Az elegenddséget tehat belattuk; most igazoljuk a feltételek sziikségességét.

Tegyiik fel tehat, hogy atdb™ N F # 0 és (mondjuk) a™ N F = (. Ekkor tehat
|ulo

létezik az € := min ;-* hanyados, mely pozitiv (itt a 0 nevezdji tortek értéke,
ue

7 lula
beleértve a 3-t is, 00): mivel van a*b"-beli sz6, a hanyados véges és mert minden
a-t tartalmazo szoban van b is, igy a minimum nem 0.
Ebbél kovetkezik, hogy — mivel F*" bettiekvivalens F*-gal — ugyanez az € a

minimuma az F*""-beli u szavak esetében is az % hanyadosnak.
a

Ismét alkalmazzuk a pumpald lemmét L = F*2 Na*b*-ra (ami végtelen nyelv,
hiszen a*b™ N F # 0). Tegyiik fel, hogy L regularis. Legyen N € N a pumpal6
lemma szerint ekkor 1étezd olyan konstans, melyre tetszéleges w € L-re ha |u| > N,
akkor u felithaté u = wjuqug alakban gy, hogy |ujus| < N, ug # A, és minden
i € N-re uyubus € L.

Legyen a'b” € F N (atbt)! Ekkor u = a'Mb™V eleget tesz a feltételeknek;
viszont tetszéleges u = wujuqus felirast tekintve, melyre |ujus| < N, az ug sz6
a™-beli kell legyen. Ekkor viszont tekintve az ul®) = uyubusz szavakat, azt kapjuk,
hogy lim |u(?|, = oo, mikdzben |u?|, konstans. Igy tehat létezik olyan u(®,

11— 00

melyre “Z(”‘lb < €, ésigy ez az uY) nem lehet L-beli. Ellentmondast kaptunk tehat,
amibdl kovetkezik, hogy sem L, sem F*"“ nem regularis. a

Megjegyzés. A mésik eset (amikor is F Nath™ # () és F NbT = 0) bizonyitdsa
analog, azzal a kiillonbséggel, hogy nemcsak a hanyadosokat kell megforditani, ha-
nem a pumpéld lemma azon valtozatat kell alkalmazni, amikor is az |ujus| < N
feltétel helyett az |usus| < N feltétel szerepel.
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4. Kommutativ nyelvek

Mivel tetszsleges kommutativ nyelvekre igaz, hogy shuffle-szorzatuk a legszii-
kebb kommutativ nyelv, mely tartalmazza konkatenaltjukat, tovabbé tetszéleges
kommutativ nyelv shuffle-iterdltja a legsziikebb kommutativ nyelv, mely tartal-
mazza a nyelv Kleene-iteraltjat, erds kapcsolat all fenn a kommutativ nyelvek
és a shuffle miveletek kozott. Ezért e fejezetben kommutativ regularis nyelvek
shuffle-iteraltjat vizsgaljuk. Annak eldéntésére, hogy egy adott L kommutativ nyelv
shuffle-iteraltja pontosan mikor reguléris, mar ismert algoritmus, lasd [4, 7]. Azon-
ban bizonyos szlikebb nyelvosztalyokra sikeriilt kénnyen ellenérizhets feltételeket
adni; tovabb4 vannak kornyezetfiiggetlenséget biztosité feltételeink is.

A legegyszertibb kommutativ nyelvek (0 és {A} utan) azok, melyek valamely
egyszavas nyelv kommutativ lezartjaként allnak eld.

Az alabbi allitas igaz kommutativ nyelvekre:

4.1. ALLITAS. Legyen ¥ dbécé, L C ¥* kommutativ nyelv és x € %* sz6.
Az x € L* tartalmazéas pontosan akkor all fenn, ha léteznek uy, ..., u, € L szavak
n

iigy, hogy ®(z) = ; D (u;).

Bizonyitds. Ha w € L*, akkor w € uLLI. .. Llu, valamely uy,...,u, € L
szavakra. Ekkor természetesen ®(z) = zn: ®(u;) is fennall. A maésik irAny bizonyi-
tasat n szerinti indukciéval végezziik elf=1

— Han=0,azaz ®(z) =0, gy * = X és ekkor x € L*"~ barmely L-re igaz.

- Han =1, azaz ®(z) = ®(u1) valamely uy € L-re, akkor L kommutativitasa
miatt igaz az allitas.

— Tegylik fel, hogy az allitas igaz minden olyan szora, melynek Parikh-képe
felirhat6 legfeljebb n darab L-beli sz6 Parikh-képének Gsszegeként. Le-

n+1

gyen x € Y¥ra ®(x) = > ®(u;) valamely ug,...,u,11 € L szavakra.
i=1

Ekkor z felbonthaté két diszjunkt részszéra, zi-re és xo-re agy, hogy

O(z1) =Y P(u;) és P(x2) = P(upy1). Az indukcids feltevés szerint ek-
i=1

kor 1 € L*" és w5 € L* is fennall. Mivel igy z felbomlik két L*-beli

részszora, igy v € L*HIIL* = L*Y is fennall. O

Specidlisan ha L = ®~1®(w) valamely w-re, ezt az allitist a kdvetkezs forma-
ban mondhatjuk ki:

4.2. ALLITAS. Legyen ¥ dbécéésx,w € ¥*. Azx € (<I>_1<I>(w))*|_|_I tartalmazas
pontosan akkor all fenn, ha ®(x) = k®(w) valamely k € N -re.

Ezt felhasznalva a kdvetkezs eredmény sziiletett:
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4.1. TETEL. Legyen w tetszéleges sz6. (®~1®(w))*~ pontosan akkor regularis,
ha |Alph(w)| < 1.

Bizonyitds. Amennyiben |Alph(w)| < 1, gy w € a* valamely a bettire; erre
(@7 @(w)™ = {w}™,

amire mar lattuk, hogy regularis nyelv.

Legyen w € ay*a3? ... ap* valamely ay,...,a; bettkre, ahol a; # a;41 semmi-
lyen 1 <4 < k esetén, k > 1; és az n; kitevék pozitivak, minden 1 < i < k esetén.
Tegyiik fel, hogy L = (®_1<I>(w))*w regularis nyelv, és legyen N a pumpélé lemma
allitasaban szerepld, L-re jellemz6 konstans! Tekintsiik az

_ Nny Nno Nny
u=ajy ‘ay °...a; " €L

szot. Mivel |u| > N, a pumpalo lemma szerint u felirhaté u = ujusus alakban
agy, hogy |ujus| < N, uz # ), és minden i > 0 esetén ujubuz € L is fennall.
Vegyiik észre, hogy itt us csak a; betiiket tartalmazhat. Tekintve az uju3ug szot,
azt latjuk, hogy u-hoz képest csak a; bet(ib6l tartalmaz tSbbet, igy nem lehet,
hogy ®(u) és ®(uju3us) egyszerre legyen k®(w) alakd (hiszen w tartalmaz as # a;
betiit is). Tehat uyu3us ¢ L; ezzel ellentmondast kaptunk, és igy belattuk, hogy L
tényleg nem regularis nyelv. O

Ugyanezen nyelvekre a kornyezetfiiggetlenséggel kapcsolatosan egy hasonld
eredmeény all fenn:

4.2. TETEL. Legyen w tetszoleges sz6. (®~1®(w))*"" pontosan akkor kérnye-
zetfiiggetlen, ha Alph(w) < 2.

Bizonyitds. Legyen Alph(w) = {a,...,ax}, ahol k > 2. Vegyiik elGszor is az
Ly = (®'®(w))" " Najds...af
nyelvet. Erre a nyelvre
L, = {a?lw‘“la;‘wl"q ...azlw‘“’“ ‘n € N} )
Alkalmazzuk most Li-re azt a
h:{ay,...,ax}" — {a1,a2,a3}"
homomorfizmust, melyre
h(a1) = a1, h(az) =az, h(as)=as,

és minden i > 3 esetben h(a;) = A. Ezutan h(L;)-re alkalmazzuk azon hs homo-

morfizmus inverzét, melyre ho(a;) = alw‘”, minden 1 <7 < 3 esetben. Ekkor

%

hy'h(Ly) = {ata%aly : n € N},
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ami ismerten nem kornyezetfiiggetlen nyelv. Mivel pedig a reguléris nyelvvel vald
metszés, a homomorfizmus alkalmazésa és az inverz homomorfizmus képzése mind
olyan miiveletek, melyekre a kérnyezetfiiggetlen nyelvek osztalya zart, igy az eredeti
(<I>_1<I>(w))*l_u nyelv sem kornyezetfiiggetlen.

Az elegend@ség igazolasahoz az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik,
hogy Alph(w) = {a,b} (ha Alph(w) < 2, ugy a nyelv regularis, tehat kdrnyezetfiig-
getlen). Legyen |w|, = n, |w|, = m. Ekkor
* L

L= (2 '®w))  ={z:m|z|, =nlz}.

Ezt a nyelvet pedig fel lehet ismerni egy olyan veremautomataval, mely vermét
mint egészértékd szamlalot hasznalja Ggy, hogy a beolvasasakor m-mel ndveli a
szamlalo értékét, b beolvasdsakor pedig n-nel csSkkenti; ha a szénak vége és a

szamlalo értéke 0, felismeri, egyébként elveti azt. A kovetkezd veremautomata igy
miikédik: P = (Q, {a,b},T, 4, qo, Zo, D), ahol:

- Q={-n,—n+1,...,-1,0,1,...,m};
- q =0
- F:{Z07a’ab};

— a ¢ atmenetfliiggvény pedig a kovetkezd:

- 0(0,a,v) = {(m,~v)} minden v € I esetén;

- 0(0,b,7) = {(—n,~v)} minden v € I esetén;

— 6(i, A, b) = {(: — 1,\)} minden i > 0 esetén;

— (i, A,y) ={(i — 1,a7v)} minden i > 0, v € {a, Zy} esetén;
- 6(i,A,a) ={(i + 1,)\)} minden ¢ < 0 esetén;

- 60, \,y) ={(E+1,by)} minden i < 0, v € {b, Zyp} esetén;

B 6(07 >‘7 ZO) = {(07 )‘)}

A verem a kovetkezsképpen reprezentalja a kivant szamlalot: ha a verem tar-
talma a™Zy, akkor értéke n; ha b"Z,, akkor értéke —n. Lathato, hogy P csak a
0 allapotban olvashat be betfit; az is lathato, hogy ha P egy ¢ < 0 &allapotba ke-
riil, akkor i-vel csokkentve a szadmlalo értékét keriil vissza a 0 allapotba, ha pedig
egy ¢ > 0 allapotba keriil, akkor i-vel néveli a szamlalét, és dgy keriil vissza a 0
allapotba. Tovabba mivel a beti olvasdsakor eszerint m-mel noveli, b olvasésakor
pedig n-nel csékkenti a szamlalo értékét, valéban a kivant médon kezeli a szam-
lalojat. Amennyiben felismeri az x szét (ez pontosan akkor kovetkezik be, ha a
sz6 elolvasasa utan kiveszi a verembdl az egyetlen ott 1év6 szimboélumot, Zy-t), gy
a szamlalo értéke 0 kell legyen x végigolvasasa utan. Ez valéban megfelel annak,
hogy m|z|, = n|x|p.

Tehat Ly(P) = L, azaz L tényleg kdrnyezetfiiggetlen. O
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A kommutativ nyelvek osztalyan beliili osztalyokat alkotnak a lokalisan (1, m)-
kiiszobtesztelhets (vagy kommutativ csillagmentes) nyelvek; a tovabbiakban ezek-
kel foglalkozunk. Innen tgy tekintjiik, hogy ¥ = {a1,...,ax} adott.

4.1. Definicié. Legyen m € N. Definidljuk a ®,,, : ©* — N* fiiggvényt a kovet-
kezsképpen: tetszleges w szora D, (w)[i] (azaz a ®,,(w) vektor i. koordinataja)
legyen min {m, ®(w)[i]}.

4.2. Definicié. Egy L C ¥* kommutativ nyelv lokélisan (1, m)-kiiszobtesztel-
het6, ha megadhatok olyan v1, ..., v, € N* vektorok, melyekre tetszéleges w € ¥*
esetén w € L pontosan akkor &ll fenn, ha valamely 1 < i < n esetén ®,,(w) = v;.

4.8. Definicio. A lokalisan (1, 1)-kiiszObtesztelhetd nyelveket lokalisan 1-tesz-
telhets nyelveknek is nevezziik.

A lokalisan 1-tesztelhets nyelvekre igaz az alabbi allitas:

4.3. ALLiTAS. Egy L C %* nyelv pontosan akkor lokalisan 1-tesztelhets, ha
megadhatéak ¥1,%s, ..., X, C X abécék ugy, hogy tetszbleges w € ¥* sz6 pontosan
akkor van benne L-ben, ha valamely 1 < i < n-re Alph(w) =%;.

Jelolje X1 € ¥ esetén Ly, azt a nyelvet, melyben pontosan azok a szavak
vannak, amiknek abécéje 1. Azaz:

* *,
Ly, = () ZieZi;
a€¥

lathatoan minden Ly, alaki nyelv reguléris.

Igaz tovabb4, hogy tetszbleges ¥ C Y-ra Ly, ULy, C Ly, hiszen ha két
olyan szo6t fésiiliink Gssze, melyeknek abécéje X1, egy olyan szét kapunk, melynek
4abécéje ismét 3.

Ebbdl kovetkezden Li” = {A} U Ly, tetszGleges X; C ¥ esetén.

Az eddigiekbdl kapjuk az alabbi egyszert eredményt:

4.4. ALLITAS. Tetszéleges L lokalisan 1-tesztelhetd nyelv shuffle-iteraltja regu-
laris.
Bizonyitds. Legyen
L=Ly, ULy, U---UlLsx, .
Ekkor
L = LgPuiLg ol Ly =
= (Ly, U{AHWI(Ly, U{APLL ... LL(Ly, U{A}),

azaz elGall reguléris nyelvekbdl a véges unid képzésével és a shuffle-szorzassal; mivel
a regularis nyelvek osztilya zart ezen miiveletekre, igy L**" reguléris. ad

Ennél azonban erGsebb Gsszefiiggést is kimondhatunk, amihez az alabbi allitas
sziikséges:
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4.5. ALLITAS. HaYy,...,%, C %, akkor L = Ly, L. .. 1Ly lokalisan (1,n)-
kiiszébtesztelhetd nyelv.

Bizonyitds. Legyen minden 1 < ¢ < n esetén v; a ¥; halmaz karakerisztikus
n

vektora (azaz v;[j] = 1, ha a; € %;, egyébként v;[j] = 0). Legyen v = > v;.
i=1

Allitjuk, hogy L pontosan azon w szavakat tartalmazza, melyekre minden 1 < i < k
esetén:

— vagy v[i] =0 és |w|,, =0;

— vagy v[i] > 0 és |w|g, > v[i].
Ennek bizonyitasat teljes indukcioval végezziik n szerint:

— Ha n =0, akkor L csak M-t tartalmazza, és ez minden i-re megfelel a
v[i] = 0 és |A|q, = 0 eseteknek.

— Ha n =1, akkor egyetlen ¥; C 3-ré6l van sz6; ekkor v minden koordi-

nitajan a 0 vagy 1 érték szerepel, és épp az Ly, definicidjaban szerepld
feltételeket kapjuk.

— Tegyiik f6l, hogy az allitds igaz n-ig. Legyen Xi,...,2Xn+1 C X, és te-
gyiik fel, hogy w € Ly, LL...LILy, . Ekkor w két diszjunkt részszora,
wi-re és wa-re bonthaté gy, hogy wy € Ly, LU...lLy, és ws € Ly, ,,.
Vizsgaljuk meg minden 1 < ¢ < k koordinata esetén vl[i] és |w|,, viszonyat!
Az alabbi esetek lehetségesek (ismét v; jeloli X, karakterisztikus vektorat):

n
— Ha )" v;[i] =0és vy11[i] = 0, akkor |wi|q, = 0 (indukcids feltevés szerint)
j=1
és |wz|a, =0 (Lx,,, definicidja szerint); ekkor v[i] =0 és |wl,, =0, az
allitas igaz.
n
— Ha ) v;[i] =0 és vp41[i] =m > 0, akkor |w,
j=1
szerint) és |walq;, > m (Lx
|wlq;, > m, az allitas igaz.

a; = 0 (indukcios feltevés

.+, definicioja szerint); ekkor v[i] =m >0 és

— Ha Y v;[i] =m >0 és vpq1[i] =0, akkor |w;
j=1

a; > m (indukcios feltevés

szerint) és |wal|,, =0 (Lyg,,, definicioja szerint); ekkor v[i] =m >0 és

|wl|q, > m, az allitas igaz.

n+1

n
— Ha Y vj[i] =mq >0 és vy41[i] = ma >0, akkor |wi]e, > my (indukcios
j=1
feltevés szerint) és |wa|s, > m2 (Ls,,, definiciéja szerint); ekkor
v[i] =mq +mo > 0 és |w|a, > my + ma, az allitas igaz.

Azaz belattuk, hogy ha w € L, akkor valéban &llnak ré a feltételek.
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Tegyiik most fel, hogy w Parikh-képe megfelels, azaz

D(w) >v= Zvj,
j=1

és mindahanyszor v[i] = 0, ®(w) = 0 is fennéll. Bontsuk X, 1-et két diszjunkt
részhalmaz unidjara, S; U Sa-re a kovetkezSképp: legyen

S1 = (0 Zi) NXp41

i=1

és Sy = X,+1\S1. Bontsuk most w-t két diszjunkt részszora, wi-re és wa-re
ugy, hogy we minden Si-beli betibdl pontosan 1-et tartalmazzon, és tartalmazza
az Osszes So-beli bettit! Konnyen lathatd, hogy we € Ly, ., fenndll; tekintve
a v =>"_ v; vektort, igaz, hogy ®(w)[i] > v'[¢] minden 1 <4i < k-ra, és ha
v'[i] = 0, akkor ®(w1)[i] = 0, ugyanis:

— ha a; ¢ .41, akkor v[i] = vV'[i] és wa-be sem keriilt egyetlen a; sem a
konstrukcio miatt, igy az egyenlGség fennall;

n
— haa; € ¥ésa ¢ |J X, akkor az Gsszes a; betd wa-be keriil; ekkor
j=1

V'[i] =0 és |wi|q, = 0;

— egyébként wo-be pontosan egy a; kerill, azaz |wi|s, = |w|s, — 1; mivel
n

Unt1[i] = 1 ekkor, igy v'[i] = v[i] — 1 is fennall; és mivel a; € |J X, igy
i=1
v'[i] > 0 is fennall; Gsszegezve v'[i] > 0 és |wilq, > V'[i].

Mindezekbdl kovetkezGen wi-re az indukcids feltevés miatt valéban mondhatjuk,
hogy wi € Ly, LLI...LLILy, , tovibba hogy we € Lx, igy valéban, w € L. O

n?

nt1’

Az allitas kovetkezménye pedig:

4.1. KOVETKEZMENY. Ha ¥5,...,%, C ¥, akkor Ly, LLILs,LL)...LLLy, egy
lokélisan (1, n)-kiiszébtesztelhetd nyelv.

Mivel lokalisan (1,n)-kiiszobtesztelhetd nyelvek unidja is lokalisan (1,n)-kii-
szObtesztelhetd, és felhasznalva, hogy a ¥ abécének legfeljebb 2/*! kiilonb6zs rész-
halmaza lehet, kapjuk az alabbi, a regularitasnal erésebb allitast:

4.6. ALLITAS. Tetszéleges L C {ay,...,a}* lokdlisan 1-tesztelheté nyelvre
igaz, hogy L**“ egy lokélisan (1, 2F)-kiiszébtesztelhetd nyelv.

Megjegyzés. A korlat nem éles; valéjaban ha k > 1, bebizonyithat6, hogy L*-"

egy lokalisan (1, k — 1)-kiisz6btesztelhetd nyelv (ez mar egy éles korlat).
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A lokalisan 1-tesztelhetd nyelvek utidn most egy olyan kommutativ reguléris
nyelvosztalyt vizsgalunk, mely abboél a szempontbdl érdekesebb”, mint az eddigiek,
hogy zart a shuffle-iteralt képzésére.

4.4. Definicio. Legyen ¥ = {ay,...,ax} és N > 0. Definidljuk az N — MOD
nyelvosztalyt a kovetkezSképp: egy L nyelv pontosan akkor legyen benne
N — MOD-ban, ha létezik ¢ € N'* vektor ugy, hogy

LZ{’U)EE*:(I)(’LU):Q+)\1N€1—|—)\2N€2+~~~+)\kN€k}

valamely A1,...,A\x > O-ra. Itt e; az i-edik egységvektort jelenti. Ekkor azt is
mondjuk, hogy ¢ az L nyelv bdzisa.

4.5. Definicié. Legyen N € N esetén N —UMOD az N — MOD osztaly véges
unidképzésre vett lezartja.

Ezen nyelvosztalyokkal kapcsolatban kimondunk néhéany allitast.

4.7. ALLITAS. Legyen N € N és K, L egy-egy N — MOD nyelv; K bazisa
legyen ¢, L béazisa pedig d. Ekkor KULL is N — MOD nyelv, bazisa ¢+ d.

Bizonyitds. Legyen w € ulllv az u € K, v € L szavakra. Ekkor
O(u)=c+ Nlvés ®(v) =d+ Nl
valamely v, u € N* vektorokra (itt I a k-dimenziés egységmatrix). Tehét
®(w) =c+ NIv+d+ Nlp=c+d+ NI(v+p),

és ekkor valéban fennall, hogy w benne van az adott bazist N — MOD nyelvben.
Ha pedig w benne van e nyelvben, gy ®(w) = ¢ +d+ NI(u) valamely p € NF-ra;
ekkor szétbonthato két diszjunkt részszora, wi-re és wa-re Ggy, hogy ®(wq) = ¢ (és
igy wy € K), és ®(wy) =d+ NIp (azaz wy € L). O

Ennek az egyszerti allitasnak a kdvetkezménye:
4.2. KOVETKEZMENY. Ha L egy N — MOD nyelv a ¢ bazissal, akkor
L(N+1)IJ_I g L.
Bizonyitds. Az elozs allitas szerint ekkor LIVHDW is egy N — MOD nyelv,
az (N + 1)c bazissal. Csakhogy ha ®(w) = (N + 1)c + NIy valamely p € N¥-ra,

akkor Nc-t kiemelve ®(w) = ¢+ NI(p + ¢), azaz w € L is fennall.
Ebbdl az eredménybdl kévetkezik, hogy ha L € N — MOD, akkor

N
LY = U L™, vagyis L' € N —UMOD.
=0
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Legyen most L € N —UMOD tetszbleges! Ekkor L felirhatd

alakban valamely n > O-ra és L1,..., L, € N—MQOD nyelvekre. Felirva és kifejtve
L shuffle-iteraltjat, kapjuk, hogy

L = (U Li)*u_r _ ;U%L?Lu.
i=0

Az el6zbek szerint az L nyelvek N — UMOD-beliek, azaz felirhatoak

Uz
Li=J Li;
j=0
alakban. Erre a disztributivitast alkalmazva,

Z:UJlL;"UJ — 7:|_|_1| U Li,j = U j:le"ij.
j:O 1S’LJ Snj
minden 1<j<n-re
Az unidban N — MOD-beli nyelvek véges shuffle-szorzatai allnak, amik szintén
N — MOD-beli nyelvek; igy L*- végeredményben N — MOD-beli nyelvek véges
uniojaként 4ll els, azaz L*- € N —UMOD.
Igy igazoltuk a kévetkezst:

4.8. ALLITAS. Tetszéleges N € N-re N — UMOD zart a shuffle-iteralt és a
shuffle-szorzas miiveletekre.
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ON THE ITERATED SHUFFLE OF SOME REGULAR LANGUAGES

SzaBoLcs VAN

In the paper the iterated shuffle operation is investigated on some regular languages. We give
necessary and sufficient conditions for regularity and context-freeness of languages that are the
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iterated shuffle of some singleton language, or a commutative closure of some singleton language.
We prove that for any finite language L C aTb1 it holds that the iterated shuffle of L is context-
free, and characterize the cases when such a language is even regular. Also the iterated shuffle of
any 1-testable language is proven to be locally threshold testable. Finally, a family of subclasses
of the commutative regular languages is identified such that each member of this family is closed
under both the shuffle product and the iterated shuffle operations.
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