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TARTALYMERETEZESI PROBLEMAK VIZSGALATANAK MATEMATIKALI
HATTERE SZTOCHASZTIKUS MUKODESI FELTETELEK ESETEN

MIHALYKONE ORBAN EVA, LAKATOS G. BELA ES MIHALYKO CSABA

Kiilonb6z6 termelési rendszerekben gyakori kozbiils§ tarolok alkalmazasa. Szto-
chasztikus miikodési feltételek esetén gyakran felmeriils probléma a tarol6 méreté-
nek adott megbizhatosagi szint melletti meghatarozéasa, illetve a sziikséges kezdd
anyagmennyiség megadasa. Ebben a cikkben a gyakorlati feladat megoldasanak
matematikai aspektusaival, a megbizhatosagot megadé fiiggvények elemzésével, az
Gket jellemz6 egyenletek analitikus és numerikus megoldasaval, valamint a vizsgalt
fiiggvények approximéaciojaval foglalkozunk.

1. Bevezetés

A kiilonb6z6 miszaki rendszerek megvalositasinal gyakran alkalmazott eljé-
ras kozbiils6 tarolok hasznalata. Koénnyen elképzelhets ez egy vegyipari gyarnal,
ahol egy tartalyban gydjtik a megtermelt anyagot, és ebbdl a tartalybol veszik ki
a felhasznalas esetén. A gytjtés oka lehet az eltérd {itemt termelés és felhasznalas,
de példaul okot adhat erre az is, hogy meghibasodasok esetén is legyen felhasz-
nilhaté anyag a raktaron. A cél a tartdly megfelel6 méretének a meghatarozasa
annak érdekében, hogy a tartalybol ne csorduljon tal az anyag, valamint annak a
kezdd anyagmennyiségnek a megadésa, amelynek rendelkezésre kell allnia a kezdd
id6pillanatban annak érdekében, hogy a termelés ne akadjon el anyaghiany folytan.

Hasonl6 taroloként miikédik egy biztositotarsasag pénztara, illetve szennyviz-
tisztitasnal az iilepits tartily is. ElSbbi esetben a kérdés a megfelels kezdd téke
meghatéirozasa, utobbinal pedig példaul a megfelels tartdlyméret megadasa mellett
annak a kezdd vizszintnek a meghatarozéasa is lehet feladat, amely mellett még a
mikroorganizmusok megfelel§ miikédése biztosithat6. Ezekbdl a példdkbol lathato,
hogy az altalunk felvetett problémak és kérdések mas aspektusban is el6fordulnak.

Ha a tarol6 probléma eredeti megfogalmazisahoz visszatériink, akkor az anya-
got termeld és tartélyba tolt6 egységeket betolts egységeknek, az anyagot a tar-
talybol letolts és azt felhasznalo egységeket felhasznalo egységeknek szoktak ne-
vezni. Mind a betdlts, mind a felhasznéld egységek miikodése tobbféle lehet. Ipari
rendszerek esetén megkiilonboztetnek szakaszos, illetve folyamatos miikodést egy-
ségeket. Mas megkozelitésben az egységek miikddése lehet determinisztikus, illetve
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sztochasztikus. Szakaszos miikodésd betolts és szakaszos miikodési felhasznalod al-
rendszerek kozbiilss tartéllyal torténd Gsszekapcsolasdnak vizsgalatat tartalmazza
determinisztikus mtikodési feltételek esetén [4, 17]. Determinisztikus betoltések és
felhasznélasok esetén véletlen meghibdsodésok feltételezésével dolgozott ki modellt
Lee és Reklaitis [6, 7], valamint Odi és Karimi [9, 10], tovabba Orban-Mihalyko és
Lakatos [11]. Szakaszos betoltésd és folyamatos anyag felhasznalasa alrendszerek
miikddésének modelljei szerepelnek a [12, 13] publikaciokban. Jelen publikacio-
ban a szakaszos betoltést és folyamatos letdltésd alrendszerek Osszekapcsolasaval
és f6leg a feladat megoldasa kdzben felmeriilt problémak matematikai aspektusai-
val foglalkozunk.

2. A vizsgalt modell: alapvets jelolések és feltételezések

A kozbiilss tartalyba a megtermelt anyagot a betoltési alrendszert alkotd be-
toltési egységek toltik be. FEzek nem mikddnek allanddan. Az i-edik betdltés a
tartalyba a t; id6pillanatban torténik. A betdltés ideje rovid, ezt elhanyagoljuk,
azaz pillanatszert betoltésekkel dolgozunk. Az egyes betoltések kozt eltelt idst
egyméstol fliggetlen, azonos eloszlasi valészintiségi valtozoknak tekintjiik, amelyek
eloszlasfiiggvénye F'(x), strtségfiiggvénye f(x). Jelolje up a kozos varhato értéket
és op a kozOs szorast. Jelolje N(t) a t ideig torténs betoltések szaméat. Az i-edik
betoltés esetén a tartélyba betoltott anyagmennyiség szintén véletlen nagysagu, ezt
a folytonos eloszlasu Y; valoszintségi valtozo adja meg. Az Y; valdszintiségi valto-
zokrol feltételezziik, hogy nemnegativ értékiek, egymastol fliggetlenek, azonos el-
oszlastak G(y) eloszlasfiiggvennyel, g(y) strtségfiiggvénnyel, pe varhato értékkel
és o szorassal. Feltételezziik tovabba, hogy az N (t) betoltési folyamat és Y; egy-
mastol fliggetlenek. A letdltési folyamatot folytonos miiveletnek tekintjiik dllandé ¢
intenzitassal. Célunk a tartaly megfelel6 méretezése, azaz annak a tartadlyméretnek
a megadasa, amely elegendd ahhoz, hogy a tartalyba beleférjen a betolts egységek
altal megtermelt anyag, valamint a kezd$ anyagmennyiség megadésa, azaz annak
az anyagmennyiségnek a meghatarozasa, amelynek rendelkezésre kell allnia a t =0
idépillanatban annak érdekében, hogy a tartdlyban mindig legyen a felhasznald
egységek szaméra elegendd anyagmennyiség.

Az altalunk vizsgalt modell hasonlé a Prékopa-Ziermann—-modellhez [2], amely-
nek vizsgalata soran az a kérdés, hogy mennyi az a minimélis kezd§ anyagmennyi-
ség, amellyel a folyamatos miikddés biztosithatd, ha a szallitmanyok véletlen id6-
pontokban érkeznek és véletlen vagy &lland6 anyagmennyiséget szallitanak. Model-
liink és a Prékopa-Ziermann-modell kozti alapvets kiilonbség az, hogy jelen esetben
nem meghatarozott szamit, hanem véletlen szamu betdltés torténik (szallitmany
érkezik) a [0,T] intervallumon, és a megoldési maod is kiilénbozik az altaluk kidol-
gozott megoldastol. A megfelel§ tartalyméret meghatarozasanak problémaja pedig
biztositasi problémakkal hozhato kapcsolatba. Az ott alkalmazott eljarast hasznal-
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juk a megoldas soran. A konkrét megfeleltetéseket és a felhasznalt eredményeket a
megfelel§ helyeken részletezziik.

A sziikséges kezd6 anyagmennyiség és a sziikséges tartidlyméret meghataroza-
sdhoz a kozbiils§ tartalyban levé anyag mennyiségének valtozasat vizsgaljuk az
idében.

A tartalyban az anyagmennyiség-valtozas két dologhdl tevidik Gssze: a be-
dramlé anyagmennyiségbdl és a tartalybdl letoltott anyagmennyiséghdl. Mivel a
betoltott anyagmennyiséget a

N(t)
Yi
i=1
Osszeg adja meg, a letoltétt anyagmennyiséget pedig a h(t) = ct fiiggvény, ezért a
két fiiggvény kiilonbsége, vagyis

N(#)

ZYi —ct
i=1

éppen a t = 0 id6pontbeli tartalyban levé anyagmennyiséghez viszonyitott anyag-
mennyiség-valtozas. Ha ehhez a fiiggvényhez hozzaadjuk a t = 0 id6pontban a
tartalyban levé anyagmennyiséget, akkor a tartalyban levé anyagmennyiséget leird
fiiggvényhez jutunk. Jeloljiik zg-lal a kezdd anyagmennyiséget! Ahhoz, hogy soha
ne fogyjon ki a tartdlyboél az anyag, sziikséges, hogy

N(t)
zo—i-ZYi—ctzO (1)

=1

egyenl&tlenség teljesiiljon minden nemnegativ ¢ értékre, vagy ha rogzitett T ideig
vizsgéljuk a folyamatot, akkor minden 0 <t < T esetén. Ahhoz, hogy a kozbiilss
tartaly mérete (z1) elegendd legyen, sziikséges, hogy

N(t)
zo—i-ZYi—CtSﬁ (2)

i=1
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teljesiiljon minden nemnegativ ¢ értékre a vizsgalt [0, 7] idSintervallumon. Mivel
azonban az anyagmennyiség-valtozas egy sztochasztikus folyamat, ezért az (1) és
(2) egyenlétlenségek a folyamat minden realizacioja soran nem, csupan valamilyen
valoszintséggel (megbizhatosaggal) teljesiilnek. Vezessiik hat be azokat a megbiz-
hatosagokat leir6 fliggvényeket, amelyek a tartdlyméret és a kezds anyagmennyiség
kiilonbségének, illetve a kezds anyagmennyiségnek a fliggvényében megadjik an-
nak a valészintiségét, hogy a tartalybél nem fog tulcsordulni az anyag, illetve, hogy
mindig rendelkezésre all elegendd anyag az anyagot felhasznald egységek szamaral
Definialjuk az Ry : R? — R fiiggvényt az alabbi moédon:

N(t)
Ri(2,T)=P[0<z=) Yitct, Vt:0<t<T,|, (3)

=1

azaz a z méreti tartdlyban az anyagmennyiség-véltozas T ideig nem haladja meg a
tartaly méretét (azaz a kezd6 anyagmennyiséggel novelt tartdlyméret esetén nincsen
mar ttlesordulas), valamint legyen Ry : R? — R az alabbi médon definislva:

N(t)
Ry(z,T)=P|{0<z+ > Yi—ct, Vt:0<t<T (4)
=1

ami annak a valoszintségét fejezi ki, hogy a [0, T] idSintervallumon nem fogy el az
anyag a kozbiilsé tartalybol.

Megjegyezziik, hogy a (3) Osszefligges a (2) atrendezésébdl a z = 21 — zp be-
vezetése utan adodik. A tartalyméretezési és a kezd$ anyagmennyiség meghatéro-
zasi problémat a véges idGintervallumon vizsgaljuk. Rogzitett 1" esetén az anyag-
mennyiség valtozashoz sziikséges hely megadasat az 1 — a megbizhatosagi szinten
az R, fliggvény inverzének meghatarozasa jelenti az 1 — o helyen, a megfelel§ kezdd
anyagmennyiség az 1 — a megbizhatosagi szinten pedig az Ro fliggvény inverzének
értéke az 1 — a helyen. A gyakorlati probléménél a sziikséges tartdlyméret az
1 — 2a megbizhatésagi szinten nem nagyobb, mint az el6bbi két érték Gsszege.

3. A megbizhatésagot megado fiiggvények vizsgalata

A megbizhatésagot megado (3) fiiggvény a biztositasi matematikaban felmeriils
klasszikus ténkremenési probléma vizsgalatakor tanulmanyozott fiiggvény. Igaz,
hogy a biztositasi probléma megoldisa soran a befolyt pénz néveli a taroléban
(pénztarban) levé anyagmennyiséget (pénzt), s ez lineéris fiiggvénye az iddnek,
mig a kifizetések véletlen idGpontban torténnek és véletlen nagysiguak, mégis a
pénztarban levé pénz mennyiségének valtozasa, valamint a kezdd tékemennyiség
meghatarozasa atrendezés utan egy az egyben megfelel az altalunk megfelels tar-
talyméret meghatarozasaként aposztrofalt feladatnak. A kezds anyagmennyiség
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meghatarozasi probléma megfelel§jével azonban nem talalkoztunk az irodalomban.
A probléma megoldasanak modjaban a biztositasi matematikiaban jart utat probal-
juk kovetni: integralegyenletet allitunk fel a (4)-ben bevezetett megbizhatosagot
megado fiiggvényre, s probaljuk megkeresni ennek analitikus vagy numerikus meg-
oldasat.

3.1. Integralegyenletek a megbizhatésagot megadé fiiggvényekre

Az altalunk bevezetett Ri(z,T) fiiggvényre felirhat6 integralegyenlet megta-
lalhato Thorin [18] cikkében, ezért ezzel az egyenlettel nem foglalkozunk. Jelen
cikkiinkben féleg az Rao(z,T) fliggvénnyel és hatarértékének vizsgalataval foglalko-
zunk.

Az Ro(z,T) fiiggvényre igazak az alabbi allitasok:

3.1. ArriTAs.

a) Rao(z,T) rogzitett T esetén monoton néve fliggvénye a z-nek és rogzitett z
esetén monoton fogyé fiiggvénye T-nek.

b) Ry(2,T)=0,haz<0vagyT <0.

¢) Barhogyan valasztjuk is a paramétereket, Ro(z,T) barmely z > 0 ésT > 0
esetén kielégiti az alabbi integralegyenletet:

Z

RaiT) = [ [ Raley—enT = npgwyirdye
0 0

+(1 = F(T)) - 1iz>ery

ahol 14 1 értéket vesz fel, ha az indexben levd esemény bekévetkezik és 0
értéket, ha az esemény nem kovetkezik be .

d) Béarmely paramétervilasztas esetén régzitett Tmellett, ha z — oo, akkor
RQ(Z, T) — 1.

Bizonyitds. Az allitas a), b) és d) részei konnyen lathatok. A c) rész bizo-
nyitasara a teljes valoszintség tételét alkalmazhatjuk. Tekintslik az els§ betoltés
id6pontjat, jeloljik ezt 7-val.

Ekkor harom eset fordulhat eld.

1. 7 > T. Amennyiben z > ¢TI, akkor T id6pontig

N(t)
0<z+» Yi—ct, tel[0,T]
1=1

biztosan teljesiil, mivel
N(t)

Y Yi=0 telo,T]

i=1
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ha viszont z < ¢T', akkor biztosan

N(t)
z+ Z Y —ct <0 wvalamely t € [0,T]-re.
i=1
N(t)
2. Hat<Tész—cr<0,akkor z4+ > Y; —ct <0 valamely ¢t € [0,7]ra,
i=1

tehat
N(t)

Plo<z+> Yi—ct Vte[0,T]|=0.

i=1

3. Ha 7<T és z—cr >0, valamint az els§ betoltés mennyisége Y7 =y
akkor az els6 betdltés idépontjaban megijul a folyamat, hiszen feldjitasi folyamat
az N(t), vagyis a T'— 7 id6intervallumon kell teljestilnie a

N(®)

0§z+nyT+ZYZ-fct
i=2

feltételnek. Ez utobbinak a feltételes valdszintisége Ro(z +y — er, T — 7). Al-
kalmazva a teljes valosziniiség tételét az elsG betoltés idGpontjara és a betoltott
anyagmennyiség értékére, kapjuk a bizonyitando integralegyenletet. a

Mivel a (5) egyenletet analitikusan nem tudjuk megoldani, forditsuk figyelmiin-
ket arra a problémara, amely akkor vet6dik fel, ha azt szeretnénk, hogy a tartaly-
boél az anyagmennyiség soha ne fogyjon ki. Mivel ez az el6bbi Ry(z,T) hatarértéke
T — oo esetén, ezért amennyiben ismernénk a hatarértéket, visszakovetkeztethet-
nénk nagy T értékek esetén az Ro(z,T)-re is. Vezessiik hat be az alabbi fliggvényt,
amely a tartidlyban levs kezd6 anyagmennyiség fliggvényében megadja annak a va-
l6szintiségét, hogy mindig All rendelkezésre anyag a felhaszndlé szamara. Legyen
Ry:R— R

N(t)
Ry(2) =P [{0<z+ > Yi—ct, t>0,|. (6)
i=1

A kovetkezd allitasok igazak az Rs fliggvényre:
3.2. ALLITAS.

a) Rs(z)monoton néve fiiggvénye z-nek, Ro(0) = 0, tovabba minden nemne-
gativ z érték esetén Ro(z) kielégiti az alabbi integralegyenletet:

Ra(z) = / / Ra(z — er +4) f(r)g(y)drdy. (7)

0 0

Negativ z esetén Ra(z) = 0.
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b) Ha £< < 1, akkor Ry(z) = 0 barmely valés z érték esetén. Ha ‘Li > 1,

curp — c

akkor lim Rs(z) = 1.

Bizonyitds. Az a) rész bizonyitasa hasonloan torténhet a 3.1. allitasbeli bi-
zonyitashoz azzal a megjegyzéssel, hogy az els6 betoltés idGpontjara alkalmazva
a teljes valoszindség tételét a folyamat megajul. A b) rész indoklasakor vegylik
figyelembe, hogy a tartalyban levé anyagmennyiségre igazak az aldbbiak:

N(t)

20+ >, Yi—ct
img| — &= :Mﬁ_g
t—o00 t 192

tovabba
N(t)
tlirgch Zo+z;Yi—Ct = o0.
1=
Tehat ha £<- < 1, akkor
U
N(t)
flirch zo—i-ZYi—ct = —o00,
i=1
tehéat a nagy szamok torvénye szerint
N(t)
Z0 + Z Y, —ct
i=1
értéke 1 valdszintiséggel el6bb-utobb negativ lesz. Ha viszont £¢ = 1, akkor

CUF
a Chung-Fuchs-tétel miatt [3] (mivel a szoras végtelenbe tart) 1 valdsziniséggel
barmilyen nagy, illetve kis értéket felvesz. Ha C’L—GF > 1, akkor

N(t)
ZYi —ct — o0
i=1

1 valoszintiséggel, emiatt lim Ra(z) = 1. O
Z—00

Megjegyzés. Ha az N (t) folyamat Poisson-folyamat A = H% paraméterrel, akkor
a (7) egyenlet az alabbi formaban irhato:

Z

Ra(2) = 0/ 0/ Ra(z — er + y)A- e g(y)drdy. (3)
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3.2. Poisson-folyamattal megadott bet6ltési folyamat esete

3.3. ALLITAS. Legyen a betoltési folyamat Poisson-folyamat \ = ;%F paramé-
terrel. Ekkor a (8) egyenlet az alabbi integralegyenletté alakithato:

oo

Ro(z) =2 / (Ro(z + 1) — Ro())(1 - G())dy, 2> 0. (9)
0

Bizonyitds. Helyettesitsiik a t = z — c7 kifejezést a (8) formulaba. Ekkor lat-

hatjuk, hogy
1 ooz
= //Rg(z +y)A-e e eredt dG(y).
00

Szorozzuk meg e*< -vel az egyenlet mindkét oldalat, majd derivaljuk z szerint
Gket. A derivalas elvégezhets, mert Rao(z) egy folytonos fiiggvény integralja, ezért
derivalhat6. Derivalas utan azt kapjuk, hogy

CEE (R'z(Z) + 2R2(2)> = % S -7R2(t+y)d0(y)-

0

Egyszertisitve e*-vel, majd integralva mindkét oldalt 0-t6] végtelenig, kapjuk,

hogy
Ry(w) — Ry(0) = //Rzz-i-de dz—/Rg

0

Cseréljik meg az integralas sorrendjét és alkalmazzuk a z = 2 + y helyettesitést,

valamint integraljunk parcialisan! Ha bevezetjiik a B(w f Ry (x)dzx jelolést,
akkor
A o0
Ra(w) = R2(0) =— | [ (B(w+y) = B(y))dG(y) - B(w) | =
0
A o
=~ ([=(Blw+y) = By)(1 = Gu)ly")+

Megjegyezziik, hogy
lim (B(w+y) = B(y)- (1= G(y) = 0 és (B(w) = BO) - (1= G(0)) = Blw),
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hiszen Y; nemnegativitasa miatt G(0) = 0, s ezért az Osszeg elsd tagjabol a hatarok
behelyettesitése utan B( ) marad, ami az Osszeg masodik tagjaval Gsszevonva
eltlinik és a blzony1tando allitast kapjuk. O

Megjegyezziik, hogy a (9) egyenlet egy Fredholm-tipust integralegyenlet. Nehe-
ziti a numerikus megoldasat az, hogy a fels§ hatar nem véges, valamint az, hogy
az egyenlet siettetett argumentum, azaz a ,,j6vG” ismerete is sziikséges az aktualis
érték kiszamitasahoz.

A (9) integralegyenlet megoldasanak egyértelmiiségét nem sikeriilt bebizonyi-
tani. A megoldhatosagrol azonban allithatjuk, hogy barmely (folytonos) G(y)
eloszlasfiiggvénnyel rendelkezs Y; i = 1,... betdltések esetén (9)-nek van exponen-
cialis megoldasa. Nevezetesen igaz az alabbi allitas:

3.4. ALLITAS. Legyen

M) =20 -Gw), y20

esetén. Ha a (9) egyenlet olyan megoldésat keressiik, amelynek hatdrértéke oco-ben
1 és 0-beli értéke 0, akkor )‘“TG > 1 esetén az

Ro(z)=1—e"% (10)

fiiggvény megfelel e kivinalmaknak, amennyiben v > 0 teljesiti az alabbi egyenld-
séget:

/*”yh dy =1. (11)
0

Allitjuk tovabba, hogy a (11) egyenletnek minden G(y) folytonos eloszlasfiiggvény
esetén egyértelmi valés pozitiv megoldasa van.

Bizonyitds. Induljunk ki a (8) egyenletbdl, azaz az

n\y

/ Ro(x 4 1) — Ro(y))(1 — / Ro(z + ) — Ra(y))h(y)dy
0

(=)

Osszefiiggésbdl. Az

AT AT A
—/Rngry (1 —G(y))dy < —/ 1-G :ﬂ’
C C C
0 0
és - -
A A A
f/R2<y><1— )y < ,/1_ dy = e
C C C
0 0
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egyenlGtlenségek, valamint (Ro(z+y)—R2(y))(1—G(y)) nemnegativitasa biztositjak
az improprius integralok konvergenciajat, s igy

/zaz+g — Ra(y))h(y)dy =

0 . (12)
:/R2(2+y)h(y)dy—/Rz(y)h(y)dy-
0 0
Ebbdl is adédik, hogy R2(0 f Ry(0+ y)h(y)dy — f Ry (y)h(y)dy = 0 lehet csak.

Képezziik (12) mindkét oldalanak hatarértékét, es cseréljiik meg az integralas
és a hatarértékképzés sorrendjét! Kapjuk, hogy

L= [ h(y)dy — [ Ra(y)h(y)dy = — — | Ra(y)h(y)dy,
[rom-] o
AZAZ ~
/Rz(y)h(y)dy = /\MTG -1

Keressiik (12) megoldasat Ro(z) = ¢1 — cae¥* alakban!

Mivel Ry(0) = 0, ¢; = ¢y lehet csak, valamint lim Ry(z) = 1 miatt v pozitiv
és c; = 1. Itt jegyezziik meg, hogy komplex v megoldasokkal azért sem kell foglal-
koznunk, mert a trigonometrikus tagok miatt Ro(z) monotonitdsa nem teljesiilne.
Vagyis Ra(z) = 1— e~ "%, ahol v > 0. Helyettesitsiik be ezt az alakot (12)-be, s azt

nyerjiik, hogy

(1— 6*V(Z+y) y)dy — / e ") h(y)dy =
0

(&7 = e ) h(y)dy =

e /e_yyh(y)dy + [ e h(y)dy =
0
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Legyen
/e_”yh(y)dy =D.
0
Mivel - -
/ e "Yh(y)dy < /h dy——
0 0

ezért D értéke biztosan véges.
Igy (13) miatt 1 —e "% = (1 — e ¥*)D, valamint 1 — e ”* # 0 minden z > 0
esetén, tehat D értéke sziikségképpen 1 lehet csak.
Meg kell még mutatnunk, hogy valéban létezik olyan v > 0 valds szam, amire
oo

/e‘”yh(y)dy _1

0

Definialjuk a C(v) fiiggvényt nemnegativ v értékek esetén az alabbi modon:

/e YWhy
0

A korabban elmondottak miatt C' minden nemnegativ v-re jol definidlt. Lathato,
hogy C(v) v-nek szigorian monoton fogyo, folytonos fliggvénye. Tudjuk, hogy
C(0) = % > 1, valamint az is igaz, hogy lim C(v) = 0. Ez utobbi abbél latszik,
hogy

T 1
0<Cv /e YWhiy dyg)\/e_"ydy:)\<>—>0, ha v — co.
c c \v
0

0
Kovetkezésképpen a Bolzano-féle kozbiils6 érték tétel miatt C értéke valahol
1-gyel lesz azonos. A szigori monotonitas azt is biztositja, hogy csak egyszer veheti
fel a C fliggvény az 1 értéket. O

(oo}
Megjegyzés. A [ e "Yh(y)dy figgvény a h(y) fiiggvény Laplace-transzforméltja,
0

amelyet ebben az esetben a valés szdmegyenesen, annak is nemnegativ részén ér-
telmezziik. Azt a helyet kell megkeresniink, amely helyen a Laplace-transzformalt
1 értéket vesz fel. Ennek a helynek a meghatarozasa explicit médon altaldban nem
lehetséges. A numerikus meghatarozas lehetGségeire a késGbbiekben tériink vissza.
Becslésére azonban az alabbi 4llitas lehet&séget ad.
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3.5. ALLITAS.

a) Legyen ’\“TG > 1. Ha valamely « pozitiv szamra 1 — G(y) < e~*Y minden
o0
y > 0 esetén, akkor az a v > 0 érték, amelyre f e YWh(y)dy = 1 teljesiil,
0
legfeljebb % — « lehet.
b) Ha valamely (3 pozitiv szamra 1 —G(y) > e~”Y minden y > 0 esetén, akkor

az av > 0 érték, amelyre [ e "Yh(y)dy = 1 teljesiil, legalabb 2 — j3.
0

c) Hal-—G(y) = e % minden y > 0 esetén, akkor az a v > 0 érték, amelyre
o0

[ e Wh(y)dy =1 teljesiil, éppen 2 — 5.
0

Bizonyitds.

a) 1= Of@’”yh(y)dy < Ofe’””%f‘”dy = ey

Ezt az egyenlGtlenséget atrendezve kapjuk, hogy v <

b) 1= {e‘””g(y)dy > {6‘””%6“’2611/ = -

Ezt az egyenlGtlenséget atrendezve kapjuk, hogy v > % —B.

¢) Osszekapesolhatjuk az allitas 1. és 2. részét, mivel egyenlGség esetén mind-
két iranya egyenlGtlenség fennéll. 0

3.6. ALLIiTAS. Ha Y; i = 1,2,... exponencialis eloszlast valészintiségi valtozo
e varhaté értékkel, azaz = F%G paraméterrel, akkor a (10) egyenletnek

% > 1 esethen megoldisa az alabbi fiiggvény, amennyiben z > 0:

Apg—c

Ro(z) =1—¢€ “#ee ® (14)

Bizonyitdas. Alkalmazzuk az el6z6 tétel 3. részét az u% = § valasztassal, és

azonnal kapjuk a kivant allitést. O

Megjegyezziik, hogy a [ e "Yh(y)dy = 1 egyenletet expliciten is meg tudjuk
0

oldani exponencialis eloszlast betoltések esetén. Sé6t, magéit a (8) egyenletet is
meg tudjuk oldani exponencialis eloszlasfliggvény esetén, kihasznalva az exponen-
cialis eloszlasu valoszindségi valtozo eloszlasfiiggvényének alakjat. Ily modon (8)
egy linearis differencialegyenletté alakithato, amelynek egyértelmd megoldasa (14).
Igy exponenciélis eloszlast betdltott anyagmennyiségek esetén (8) megoldasanak
egyértelmiiségét is allithatjuk.

Mivel az eloszlasfiiggvény explicit alakjat az esetek egy részében nem ismer-
jik, ezért a (9) altal megadott egyenletet megadjuk a valoszintségi valtozé stri-
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ségfliggvényének segitségével is. A (11)-ben szerepld integralt parcialis integralas
modszerével szamoljuk ki, s kapjuk, hogy (11) az alabbi alakban is irhato:

A
=2
c
0

(1= Gly))dy =
1-G(

oo
€

A e VY <N OOe‘”y
- { ( y))} + */ 9(y)dy =
C 1% 0 C et 24
0
AOA T,
=——— [ e g(y)dy
cvV cv

0

amibdl atrendezés utan kapjuk, hogy

oo

—v cv
/e Y9ly)dy =1——.
0

Ez azt jelenti, hogy (9) megoldasanak megadasa érdekében azt a v > 0 értéket kell
megtalalnunk, ahol Y; strtségfliggvényének Laplace-transzformaltja éppen metszi
az 1 — {v egyenest.

Megjegyezziik, hogy Poisson-eloszlasi betoltési folyamat mellett exponenciélis
eloszlasu betdltott anyagmennyiség esetén a ’\"TC < 1 esetben az

N(t)
Ri(z)=P|0<z—> Yitect Vt:0<t
i=1
fiiggvény is exponenciélis fiiggvény, nevezetesen
c—Ap
Mo - (525) -

:1—7 c
Ri(2) P

Az Ry (z)-re vonatkozo integralegyenlet megtalalhaté az [5] kdnyvben, ez az integ-
ralegyenlet az emlitett esetben lineéris differencidlegyenletté alakithato, és egyér-
telmien megoldhaté.

3.3. Numerikus megoldasok Poisson-folyamattal megadott betoltési
folyamat esetén

A (9) egyenlet egy megoldasanak meghatarozasa érdekében a (11) egyenletet
kell megoldanunk. A (11) egyenlet megoldasa soran négy kiilonb6zs esetet kiilon-
boéztetiink meg.

1. Amennyiben az Y; valoszintiségi véltozok eloszlasfiiggvénye olyan, hogy
az [ e YYh(y)dy integral explicit médon kiszamithato, és a (11) egyenlet meg-

0
oldasa zart alakban megadhat6. Ez azt jelenti, hogy zart alakban kifejezhets, hogy
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h(y) Laplace-transzformaltja hol vesz fel 1 értéket. Ilyen esetre példa az, ha Y;

(i=1,...) H% paraméterd exponencialis eloszlasu valoszintségi valtozod. Ekkor az
integralés elvégzése utan azt kapjuk, hogy

T Al
/e YWhiy)dy = — =1
0

cv+ =
Ty

Ebbdl az Gsszefliggésbdl v értéke egyértelmiien meghatarozhato, és megkapjuk azt
a megoldast, amelyet (14)-ben mar megadtunk.

2. Amennyiben az Y; (i = 1,...) valoszintségi valtozok eloszlasfiiggvénye olyan,
o0

hogy az [ e "Yh(y)dy integral explicit modon kiszamithato, de a (11) egyenlet exp-
0

licit m6don nem oldhaté meg, azaz a h(y) Laplace-transzformaltja explicit médon
megadhatod, de csak numerikusan szamithato ki, hogy hol vesz fel 1 értéket. Ilyen
esetre példa, ha Y; egyenletes eloszlast valoszintiségi valtozo az [a,b] intervallu-
mon. Természetesen annak érdekében, hogy Y; (i = 1,...) értékei nemnegativok
legyenek, és létezzen nemtrivialis megoldasa (9)-nek, sziikséges, hogy a >0, b >0
valamint (‘;er) > 1 teljesiiljenek. Ebben az esetben az integralas elvegzese utan
az alabbi Osszefiiggést kapjuk:

(%) a b
A A —
/e"’“h f/e_”ydy—&— f/e_”y <1 _Y a) dy =
c c b—a
0 0 a
A v(b-a) +e Vb —emva
c v2(b—a) ’

vagyis (11) megoldasa a

egyenlet megoldasat jelenti.

Mivel a
él/(b _ CL) + e—ub _ e—ya )

— UV

c b—a
fliggvény esetén a fliggvény derivaltjat ismerjik, ezért a gyokkeress eljarasok koziil
a Newton mobdszer javasolhato.
Mivel a gyok bizonyithatéan a (O7 %) nyilt intervallumba esik, ezért a gydkke-
resd eljaras inditasi pontjat errdsl az intervallumroél véalasszuk.
Musztracioként mutatjuk meg az alabbi példat. Az a = 0, b = 14 paraméter-
valasztassal a varhato érték “TH’ =7,igyc=2¢és A =0,3 esetén a

Aa+b)

=1 1
5 ,05 >
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feltétel teljesiil. A (11) egyenlet megoldasara a Newton-modszer négy tizedesjegy
pontossaggal a v = 0,0106 értéket adta. Szamitdgéppel elvégeztiik a folyamat
Monte-Carlo-szimuléciéjat, a szimulaciébdl szarmazdé meghizhatosagokat Gsszeha-
sonlitottuk a numerikus megoldas segitségével kapott fiiggvény értékeivel, és azt
tapasztaltuk, hogy a ketts kozti eltérés mindig a szimulacié hibdjan belil volt. A
Monte-Carlo-szimulaciébdl szarmazé értékek és az Ra(z) fliggvény - az elGbbi v

értékkel kozelitve a kitevst — lathatok a 2. abran.

Ry(z) Ry(2)
1 P ——— 1 T x JR—
0.9 £ 1 0.85 i e
08 7 09 T
0.7 0.85
06 /,/ c=2 08 c=2
/ = -
05 / He =1 075 Ha =1
¥ oc = 8,08 oq = 8,08
0.4 / . 0.7 -
/ A=10,3 A=0,3
o2 / T = 1000 o T = 1000
02 |/ 06
0.1 /s’/ 0.55
o f . 05

0 50 100 150 200 250 300 350 400 200 220 240 260 280 300 320 340 360 380 400

2. abra. A szimulacios eljarasbol kapott megbizhatosagok (*), és a numerikus
eljaras alapjan kapott R, fliggvény a kezds anyagmennyiség fiiggvényében

3. Amennyiben az Y; (i = 1,...) valosziniségi valtozok eloszlasfliggvénye olyan,
o0

hogy az [ e~ ¥h(y)dy integral explicit modon pontosan nem szamolhato ki, de ,kis
0

elhanyagolassal” igen. Ilyen esetre példa, ha Y; (i = 1,...) normaélis eloszlast va-
loszintiségi valtozd az m > 0 és o > 0 paraméterekkel. Természetesen az nem
biztosithato, hogy Y; (i = 1,...) értéke biztosan pozitiv legyen, de ha m > 34,
akkor Y; értéke legalabb 0,997 valosziniséggel, ha m > 56, akkor Y; (i = 1,...)
értéke legalabb 0, 999994 val6szintiséggel nemnegativ. Ilyen paramétervalasztas ese-
tén parcidlisan integralva és kihasznélva a normaélis eloszlast valészintiségi valtozd
sdriségfiiggvényének alakjat kapjuk, hogy

(oo}

—V >\ r —U
[ ey =2 [ - Gy -
0 0
A e -G)]E A [,
=[<(‘y))] -— Yg(y)dy ~ (<)
C —V 0 cv
0
~2 - 2 /e,,,y.((y;;ﬁdy =
ve 27TO'0
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o0

A 1 o2 2 (y—v—m)?
- 1 _ e_TU —mv E_Tdy ~
vc 2ro

= (>)i (1 — e‘élﬂ_m”) .

cv
Az els6 kozelitésnél azt hasznaltuk fel, hogy megfeleld paramétervilasztasnal az
eloszlasfiiggvény értéke O-ban csaknem 0, azaz a betoltott anyagmennyiségek nem-
negativak, a masodik koézelitésben pedig azt, hogy ugyanezen oknél fogva a stird-
ségfiiggvény integralja 0-t6l co-ig csaknem 1. Igy

LN (1 _ e_gyz_my)

Cc

Bebizonyithato, hogy a ’\’% > 1 feltétel fennéllasa esetén a

A o2 2
— 1 _ 771/ 7m1/> 15
v="(1-c (15)
egyenletnek egyértelmi pozitiv megoldasa a (O, 2‘2% ) nyilt intervallumba esik.
G

Mivel az
A _e2 2
f(l/):l/—z(l—e zV m”)
fliggvény derivaltjat explicit médon ismerjiik, ezért gydkkeress eljarasként ismét
alkalmazhatjuk a Newton-moédszert.

Peéldaként tekintsiik a kdvetkezs esetet! Legyen Y; (i = 1,...) eloszlasa norma-
lis eloszlas az pug = 10 és og = 2 paraméterekkel. Legyen c = 2, valamint legyen
A = 0,3. Ekkor a (15) egyenlet megoldasa a Newton modszerrel v = 0,0849-nek
adodott. A szimulaciobol kapott eredményeket Osszevetve a numerikus eljards se-
gitségével kapott 1 — e~ 008497 fijgovény értékeivel, azt tapasztaltuk, hogy az eltérés
mindig a szimul4ci6é hibdjan beliill van. A 3. dbra mutatja a fliggvényértékeket, a
szimulacios értékeket, és a koztiik levs eltéréseket.

4. Amennyiben a Laplace-transzformalas csak numerikusan hajthaté végre,

akkor a
o0

s(v) = /67”yh(y)dy -1=0
0
egyenlet megoldaséara a kovetkezd eljaras alkalmazhatd: A gyokkeress eljaras alkal-
mazasa soran (példaul a Newton-modszert alkalmazva), az s(v)fiiggvény és deri-
valtja értékei helyett azok kozelits értékeit hasznaljuk. Ehhez sziikségilink van az
improprius integral kozelit6 kiszamitasdra. Ehhez a kovetkezSképp jutunk:

Az z = vy helyettesités utan Lh(Z) = %(x) jeloléssel kapjuk, hogy

—vy — e 2 (Ede = [ e .
/e h(y)dy = /e > h (y) dx /e h(z)dx,
0 0 0
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Ry(2) Ry ()
1 ﬁw,.&gw 1 T
s AT S
0e T U o +
08 e LE N ks
i [
07 7}“
06 /‘; c=2 09 c=2
05 f na =10 e =10
04 f# oG =2 0.85 oG =2
s F A=0,3 A=0,3
My T = 1000 T = 1000
02 |/ 08
£
o1
/

3. abra. A szimulécids eljarasbol kapott megbizhatosagok (*), és a numerikus
eljaras alapjan kapott Ro(2)fliggvény a kezd6 anyagmennyiség fiiggvényében

s a numerikus integrélas elvégzésére a Gauss-Laguerre kvadratira formula alkal-

mazhato ([16]).
/e YWhiy)dy — 1
0

Az
fiiggvény derivaltja a Newton-modszerhez szintén kell, igy meg kell (kozelitéleg)
azt is hatarozni.

A derivalt a kovetkezd alaku:

oo

/ye"’yh dy. (16)

0

Az el6bbi improprius integral konvergens, mivel

amennyiben Ms jeloli Y; (i = 1,...) masodik momentumat.
(16) numerikus kiszamitasara szintén alkalmazhaté a Gauss-Laguerre kvadra-

tara formula a h(z) = Zh (%) fiiggvénnyel. Igy a Newton-médszer alkalmazdsaval
(11) gyoke numerikusan megadhat6.
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A numerikus szamoléasok sordn azt tapasztaltuk, hogy a huszadfoki Laguerre-
polinomokkal szamolva az improprius integralok értékét nagy pontossiggal meg-
kaphatjuk. A huszadfokt polinom alkalmazasahoz sziikséges kvadratiura salyokat,
valamint a polinom gytkhelyeit tablazatban talaltuk meg ([16]).

Nlusztracioként, bemutatjuk a lognormalis eloszlasra alkalmazva ezt az eljarast.
A lognormalis eloszlasndl m = 2, ¢ = 1 paramétervalasztas esetén

2

pg =€"tT

értéke 12, 18-nak adodik. Ha A = 0, 3, valamint ¢ = 2, akkor

A

=1,87> 1.

Ezen paraméterek esetén (11) megoldéasa négy tizedesjegy pontossaggal v = 0, 0634,
azaz Ry(z) ~ 1 — e~ 006342 A szimulacios értékek és a numerikus megoldas révén
kapott fliggvény értékei kozti eltérésekrdl azt tapasztaltuk, hogy a szimulacié hi-
bajan beliil vannak. A 4. abra mutatja N = 1000 szimuléci6 esetén a szimulacios
értékeket és a numerikus eljaras sordn kapott exponenciélis fiiggvényt.

Ry(2) Ry(2)
1 T M»{*%{R%w 1 T
0.9 tfﬁj( - * e
A 098 e
0.8 4 +
07 f/*/
"‘(i‘ 0.96
0.6 ¥ c=2 c=2
05 / pe = 12,18 08¢ e = 12,18
04 e oc =255 oc =255
05 / A=0,33 0.2 A=0,33
/ - m
/ T = 1000 T = 1000
0.2 / 0.9
0.1 f
/ 0.88
0

61

62

63

64

4. dbra. A szimulaciés eljarasbol kapott megbizhatosagok (*), és a numerikus
eljaras alapjan kapott R, fliggvény a kezdS anyagmennyiség fiiggvényében

3.4. Alland6 nagysagu betdltések esete
Amennyiben a betdltott anyagmennyiségek nem véletlen, hanem allandé nagy-

sagiaak, és ezt az allandét tekintjiik egységnyi mennyiségnek, akkor a 3. fejezet
3.2. allitdsdhoz hasonléan bizonyithat6, hogy az

R5(2)=P({0<z+ N(t) —ct, Vt>0})
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megbizhatésdgot megado fiiggvényre vonatkozo egyenlet az alabbi :
Z/C
R5(z) = /R;(z +1—cr)f(r)dr, z>0,
0

amely Poisson-folyamat esetén az alabbi egyenletbe megy at:

z
/e
R5(2) = /Rg(z +1—cr)de M dr, z22>0. (17)
0

Ennek az integralegyenletnek keressiik a megoldasat 2 > 1 esetén az Ro(0) = 0 és
a lim Ry(z) = 1 peremfeltételek mellett.
Z— 00

3.7. ALLITAS. Poisson-folyamattal megadott betéltési folyamat esetén RS(z)
kielégiti az alabbi differencidlegyenletet, ha z > 0:

(R5(2)) = 2 (Ry(=+1) — R (=) (19)

az R5(0) =0 és a lim RS(z) = 1 peremfeltételekkel.
zZ—00
Az egyenldséget gy értjiik, hogy ha a 0 pontbeli derivalt nem létezne, akkor
(RS)'(0) értékén a derivalt fiiggvény 0 pontbeli jobb oldali hatarértékét értjiik.
A (18) egyenlet egy siettetett argumentumu differencidlegyenlet.

Bizonyitds. Induljunk ki a (17) integralegyenletbdl és helyettesitsiik a ¢ helyébe
akt =z —c- 7+ 1 kifejezést, valamint szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat
e<? -vel. Ekkor (17) az alabbi alakot olti:

z4+1

e e - / RS (¢) - ectdt.

1

Derivaljuk mindkét oldalt z szerint, s lathatjuk, hogy

(5 + 2562 e

A
°F = fe_%Rg(z +1) e ()
c

Most egyszertisitsiink e<*-vel és rendezzik az egyenletet, s megkapjuk a kivant
allitast. O

Megjegyezziik, hogy sajnos az (R§(z)) = 2 (R§(z + 1) — R§(z)) egyenldség
negativ z értékek esetén nem Aall fenn, mivel, amennyiben fennéllna, akkor z < 0
esetén a R5(z) = 0 lenne. De ekkor a fiiggvény derivéltja is azonosan 0 lenne.
Ez viszont csak akkor igaz, ha R§5(z + 1) = 0 allando, vagyis az R§(z) fliggvény
a [0,1] intervallumon 0 értéket venne fel. Ezt folytatva azt kapjuk, hogy az R$(z)
fliggvény minden intervallumon O.
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3.8. ALLITAS. Amennyiben 2 > 1, akkor a (18) differencidlegyenlet megoldésa

(&
Ri(z)=1—€e"* 22>0,
amennyiben a co vals szam kielégiti az alabbi feltételt:

e

Cy-Cc— A

— 1 (19)

Bizonyitds. A (18) differencidlegyenlet megoldasanak egyértelmisége az
R5(0) = 0ésa lim RS(z) = 1 peremfeltételek mellett a differencidlegyenletek elmé-

lete alapjan belathat6 [14]. Ami a megoldas alakjat illeti, keressiik (19) megoldasat
nemnegativ z esetén R5(z) = c3 — c1e” 2% alakban! Mivel az integralegyenlet meg-
oldasa folytonos minden pontban, tovabba lim RS(z) = 1, ezért c3 =1 és ¢cg > 0,

valamint mivel R5(0) = 0, ezért ¢; = 1 lehet csak. Ha most méar felhasznaljuk,
hogy R5(2)-t éppen R§(z) = 1 — e~ 2% alakban keressiik, és ha ezt az alakot behe-
lyettesitjiik a (18) egyenletbe, akkor azt kapjuk, hogy a

CQechz — é (_ech(erl) _ 67622’)
c
egyenl&ség minden nemnegativ z érték esetén teljesiil.

Ezt atalakitva és egyszeriisitve e~ 2%-vel lathatjuk, hogy cac = A(1 — e™¢2),
azaz coc — X\ = —Ae 2,

Ha a bal oldal 0, akkor az egyenléség nem teljesiilhet, ezért oszthatunk a bal
oldallal és az osztas utan pontosan a kivant alakot kapjuk.

Nézziik meg, van-e valos megoldéasa a (19) egyenletnek!

Mivel a (19) egyenletbdl ¢y explicit modon nem fejezhets ki, ezért ifrjuk &t
(19)-t az alabbi alakba:

—co c
e =1—co e

ezért a megoldas az y = e™* exponencidlis fliggvény és a y = 1 — {u lineéris fiigg-
vények metszéspontjinak elsé koordinataja. A két fiiggvény grafikonjanak nyilvan-
valdéan metszéspontja a (0,1) pont, ami azt jelenti, hogy a co = 0 nyilvan kielégiti a
(19) egyenletet. Masrészt az y = e~ * fliggvény (0,1) pontbeli érintéje az y = 1 —x
egyenlettel leirhatd egyenes, és mivel az y = e™* fliggvény szigorian monoton
fogy6 konvex fiiggvény, ezért ha egy (0,1) ponton atmend egyenes meredeksége
kisebb —1-nél, akkor djabb pontban metszi a gorbét a pozitiv félegyenesen,
viszont ha az egyenes meredeksége legalabb —1 és negativ, akkor djabb pontban
mér a pozitiv félegyenesen nem metszheti az exponencialis gérbét, csupan a negativ
félegyenesen. Tehat a (19) egyenletnek akkor és csak akkor van pozitiv megoldasa,
ha —% < —1, vagyis ha % > 1, s ez pontosan az a feltétel, ami mellett az integral-
egyenlet megoldasat kerestiik. ad

Megjegyezziik, hogy a (19) egyenlet megoldasara alkalmas a Newton-mo6dszer.

Mivel a gyok bizonyithatéan a (0, %) intervallumba esik, ezért a gyokkeresést cél-
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szerd ebbdl az intervallumbél inditani. A keresett kitevGk meghatarozasara hasz-
néalt gépid6 masodpercnyi, tehét a keresett kozelité megoldast jelent§ fliggvény igen
rovid idé alatt meghatarozhato.

3.5. A megbizhatosagokat megadé fiiggvények fiiggvényillesztésen
alapul6é megadasa

A 3.1. szakaszban bemutatott véges iddintervallumra vonatkozo (5) integral-
egyenlet analitikus megoldasait nem sikeriilt megadni, igy a numerikus meghataro-
zasokra forditottuk figyelmiinket. Egyik lehet6ség az integralegyenletek klasszikus
numerikus megoldasa. Mésik lehet&ség, 1évén, hogy a folyamat maga szamitdgépen
jol szimulalhato, az integrélegyenletek numerikus moédszerekkel térténé megoldasa
helyett a megbizhatosagok Monte-Carlo-szimulacioval valé meghatarozasa bizonyos
z értékek esetén, s ezekre a megbizhatosagi értékekre eloszlasfliggvény illesztése.
Mivel a Poisson-folyamattal leirt betoltési folyamat esetén az analitikus megoldasok
exponencialis tipusa figgvények voltak, azért Poisson-folyamat esetén exponenci-
alis fliggvényt illesztettiink a szimulacios értékekre ([13]). A paraméterillesztéssel
kapott megoldasok nagy T értékek esetén jol kozelitették az Ro(2) fiiggvényt. Olyan
esetekben, amikor a végtelen intervallumra vonatkoz6 egyenletek pontos megolda-
sat ismerjiik, ezeket Osszehasonlitva a paraméterillesztésb6l szarmazo megoldassal
j6 egyezést kaptunk. Szamos esetben, példaul nem Poisson-folyamattal leirt be-
toltési folyamat esetén, nem voltak azonban jok az illesztéssel kapott fliggvények.
Ezekben az esetekben nem &ll rendelkezésiinkre informécio az eloszlasfiiggvény ti-
puséira vonatkozolag, a megoldés feltehetSleg nem exponencidlis fiiggvény, és a
megoldéist nem célszerd exponenciélis fliggvénnyel kozeliteni. Ezért a fiiggvény-
illesztéshez olyan altalanos eloszlasfiiggvény-csaladot kerestiink, amelynek tagjai-
val jol kozelithets az eloszlasfiiggvények széles osztalya. Mivel ez a kdvetelmény
igaz a tangenshiperbolikus eloszlascsaladra ([1, 8, 15]), igy a tangenshiperbolikus
eloszlasfiiggvény-csalddot vélasztottuk az illesztéshez. Az illesztendd fiiggvényeket
rogzitett T esetén Ry (z,T) = th™' (byz+aq1)™, illetve R3(z,T) = th™2(baz)"? alak-
ban kerestiik, a paramétereket a legkisebb négyzetek modszerével hataroztuk meg,
és igy minden esetben a szimulaciés pontokra jol illeszked§ fliggvényeket kaptunk.

Mlusztracioként mutatjuk az alabbi példat. Poisson betoltési folyamat esetén
exponencialis eloszlasi valoszintiségi valtozokkal megadott betoltétt anyagmennyi-
ség mellett a paramétereket c =2, A =1, pug = % értéekinek valasztva (14) alapjan
a pontos megoldas Ry (z) = 1—e%2*. T = 1000-ig N = 1000-szer elvégeztiik a folya-
mat Monte-Carlo-szimuléaci6jit, és megkerestiik a szimulécios értékekre legjobban
illeszked6 tangenshiperbolikus eloszlasfiiggvényt. Négy tizedesjegyre kerekitve a
kapott paramétereket R%(z,1000) = th>7802(0,37382)%6341 adédott kizelité meg-
oldasként. A két fiiggvényt mutatjuk az 5. abran, a kiilénbségiik csak a jobb oldali
nagyitott valtozaton lathato.

Megemlitjiik, hogy a szimulécié végrehajtasa, és a relativ gyakorisagok megke-
resése az adott esetben 33 mp-et vett igénybe MatLab programcsomaggal irt szi-
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Ry(z,T Ry(z,T
2(2.1) 2(2,T) Ro(2)
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02 / 08
01 —/
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5. Abra. A szimulacios eljarasbol kapott megbizhatosagok (*), és a réajuk illesz-
tett tangenshiperbolikus eloszlasfiiggveny R5(z,T) (- .-), valamint az Ry(z) pontos
megbizhatosag () a kezds anyagmennyiség fliggvényében

mulacios program segitségével INTEL PENTIUM(R) tipusa CPU 180GHz 256 MB
RAM paraméterd személyi szamitogépen.

Veégezetill a 6. 4bran a paraméterek specialis valasztasa esetén az Ryi(z,T), va-
lamint Ry (z,T) flggvényre Monte-Carlo-szimulacio segitségével kapott értékeket,
valamint a rajuk legjobban illeszkedd tangenshiperbolikus eloszlasfiiggvényeket l4t-
hatjuk. Az abran lathaté példakban mind a betoltési id6kozdket, mind a betdl-
t6tt anyagmennyiséget normélis eloszlasa valdszintiségi valtozokkal adtuk meg. A
paramétereket az abrakon feltiintettiik. A szimuldci6t minden esetben 1000-szer
végeztik el.

Az el6z6 fejezetben megadott numerikus modszerek elénye a tangenshiperboli-
kus eloszlasfiiggvény illesztéssel szemben a gyorsabb végrehajthatosag mellett az is,
hogy esetében a c, A illetve egyéb paraméterektdl valo fiiggés jobban lathato, ese-
tenként ezek szerinti deriviltja, gradiens vektora implicit médon meghatarozhato.
Hatranya viszont, hogy csak Poisson betoltési folyamat mellett alkalmazhato.

Végezetill a 6. abran a paraméterek specialis valasztasa esetén az Ri(z,T),
valamint R (z, T)fiiggvényre Monte-Carlo-szimulacio segitségével kapott értékeket,
valamint a rdjuk legjobban illeszkedd tangenshiperbolikus eloszlasfiiggvényeket lat-
hatjuk. Az abran lathaté példakban mind a betoltési id6kozoket, mind a betdl-
t6tt anyagmennyiséget normaélis eloszlasa valdszintiségi valtozokkal adtuk meg. A
paramétereket az abrakon feltiintettiik. A szimuldci6t minden esetben 1000-szer
végeztik el.

Rogzitett T esetén az illesztéssel kapott kozelits fliggvények inverzét meghaté-
roztuk. Az inverzekbe 0,99 megbizhatdsigot behelyettesitve az Ry fiiggvény esetén
a z = 45,39 értékeket kaptuk, vagyis ennyi helyet kell biztositani a tartalyban az
anyagmennyiség valtozas szaméra annak érdekében, hogy 0,99 valészintséggel ne
torténjen tulcsordulas. Az R, fliggvény inverzébe behelyettesitve a 0,99 értéket
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05 Y. c=2
»f/ 05 /,f Hy = 1
/ 04 o =0,1
/ ¥
J/ 03 / Ha = 2
/ 02 o =0,5
* T = 1000

6. Abra. A szimulécits eljarasbol kapott megbizhatosagok (*), és a rajuk illesz-
tett tangenshiperbolikus eloszlasfiiggvények a tartalyméret, illetve a kezd6 anyag-
mennyiség fliggvényében

pedig a z = 45,24 értéket kapjuk. A tartily mérete pedig 45,39 + 45,24 = 90,63
anyagegység legyen, s ekkor 45, 24 egység kezd§ anyagmennyiséggel inditva a folya-
matot 0,98 valdszintiséggel sem anyagelfogyasbol, sem tilcsorduldsbol nem szér-
mazik hiba T' = 1000-ig.
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MATHEMATICAL BACKGROUND OF SIZING INTERMEDIATE STORAGES
UNDER STOCHASTIC OPERATIONAL CONDITIONS

Eva ORBAN-MIHALYKG, BELA G. LakaTos aND CsaBa MIHALYKG

Intermediate storages are frequently used in chemical engineering. Under stochastic opera-
tion conditions determination of the appropriate size of the intermediate storage and the determi-
nation of the necessary initial amount of material are important questions. This paper is devoted
to the mathematical aspects of the practical problem, to the analysis of the functions describing
reliability, to the analytical and numerical solutions of the integral equations which are satisfied
by the reliability functions and to their approximations.
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