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DISZKTRET DINAMIKUS RENDSZEREK ES KAQSZ
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E cikk célja a diszkrét dinamikus rendszerek elmélete néhany alapfogalmanak
— koztiik a kdosznak — bemutatasa. A fogalmak ismertetése utan a kdosz harom tu-
lajdonsagat szemléltetjiik a satorfiiggvény és komplex dinamikus rendszerek esetén.

1. Alapfogalmak

Ertelmezziik a diszkrét dinamikus rendszer fogalmét és bemutatjuk alapvetd
tulajdonsagait.

Legyen X a valés szamok vagy a komplex szamok valamely nem fiires részhal-
maza a szokasos d eukleidészi tavolsiggal. Az f: X — X folytonos fliggvényt az
(X, d) metrikus téren értelmezett diszkrét dinamikus rendszernek nevezziik és
[X, f]-fel jeloljiik. A diszkrét dinamikus rendszerben egy xo € X pont palyaja az
az (n)nen sorozat, melyet a kovetkezs rekurziv képlettel értelmeziink:

Zo, 1 := f(20), x2 := f(x1), ., Tn := f(Tn-1),...

vagy masképpen irva,
Tpn = fn (mO)a

ahol f™ az f fiiggvény n. iteréltja.

Az z € X pont az [ X, f] diszkrét dinamikus rendszer periodikus pontja, ha
létezik olyan n € N, amelyre f"(x) = z. Az n szamot az x periédusanak nevezziik.
Azonnal belathat6, ha n periédusa z-nek, akkor annak barmely tobbszorose is
periodusa lesz z-nek. A legkisebb periodust az x féperiédusanak nevezziik.

Az x € X pontot az f fixpontjanak nevezziik, ha f(x) = . Minden fixpont
periodikus, 1 periédussal.

Kozismert, hogy ha az f : [a,b] — [a,b] folytonos fliggvény, akkor létezik fix-
pontja. Fixpontok létezésére vonatkozik a Banach-féle kontrakciés tétel is.
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100 KOLUMBAN JOZSEF ES SOOS ANNA
Az f figgvény kontrakceid, ha létezik olyan « €]0, 1], amelyre
d(f(z), f(y)) < ad(z,y), minden x,y € X esetén.

1.1. TETEL. (Banach-féle fixpont tétel specidlis esete) Tételezziik fel, hogy X
zart halmaz és f: X — X kontrakci6. Ekkor f-nek egyetlen fixpontja van. Mi
tobb, minden xo € X palydja ehhez a fixponthoz konvergil.

Val6jaban fixpontok létezéséhez elegendd egyetlen pélya konvergenciaja is.

1.2. TETEL. Legyen z* az [X, f] diszkrét dinamikus rendszerben valamely xg
pont péalyajanak hatarértéke. Ha f folytonos fiiggvény, akkor * fixpont.

Bizonyitds. Ertelmezés szerint x,, = f(z,,_1). Térjiink hatarértékre az egyen-
16ség mindkét oldalan és hasznéljuk fel az f folytonossagat. Ekkor a* = f(z*). O

A periodikus pontok létezésével kapcsolatban megemlitjiik Sharkovsky [14] hi-
res tételét.

1.3. TETEL. A természetes szamok halmazéban értelmezziik a kdvetkezd ren-
dezési relaciot:

3-=5%T=..22:3=2-5=92.7= ...=922.3=922.5=922.7 .

=235 92 e 9% 1.

Tételezziik fel, hogy [a,b] C R adott intervallum, f : [a,b] — [a,b] folytonos fiigg-
vény és létezik n féperiédusi pont. Ekkor m > m sziikséges és elégséges ahhoz,
hogy létezzen m periédust pont is.

Ebbél a tételbdl kovetkezik, hogy ha van 3 f6periédusa pont, akkor van akar-
hany periédusi is.

A [6] dolgozatban a Sharkovsky tétel tjabb bizonyitasat talaljuk.

Az 2* € X periodikus pont, melynek legkisebb peridodusa k, vonzé, ha létezik
az r*-nak olyan V kornyezete, amelyre minden = € V esetén az [X , fk] rendszer-
ben az y-boél induld pélya hatarértéke z*. A legnagyobb ilyen V' kdrnyezetet az x
periodikus pont vonzasi tartomanyanak nevezziik. Az z* pontot taszité peri-
odikus pontnak nevezziik, ha létezik z*-nek olyan V kiérnyezete, hogy barmely
x € V esetén van olyan x = 2o, T_1,T—2,...,T—p,... sorozat, amelynek z* hatar-
érteke és v, = fF(x_,_1), n € N. Az 2* pont semleges, ha se nem vonzo, se
nem taszito.

Abban az esetben, ha X C R intervallum, és az f folytonosan derivilhaté
fliggvény, a periodikus pontok természetét a derivalt segitségével is vizsgalhatjuk.

1.4. TETEL. Legyen x* egy k € N periédust pont. Ha | (fk)' (z*)| < 1, akkor
x* vonzo, ha ‘ (f’“)/ (x*)| > 1, akkor x* taszito.
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Bizonyitds. A bizonyitast k = 1 esetén végezziik el, de hasonldéan végezhetd
nagyobb k esetén is. Az f’ folytonossdgabol kvetkezik, hogy |f’ (z*)| < 1 akkor
és csak akkor igaz, ha létezik € > 0 és 0 < o < 1 szam, amelyre | f/(2)| < o minden
x € U =|a* — ¢,2™ + €] esetén. Azt kell bizonyitani, hogy f™(z) — z* minden
x € U esetén. Alkalmazzuk az

(f™) (@) = f (f" @) - f' (@) - f'(x)

lancszabéllyal kombinalt kozépérték tételt és felhasznédljuk, hogy x* fixpont. Ezért
létezik x és x* kodzott olyan € pont, amelyre

|fn(l') _ {E*| — |f”(l’) _ f”(iE*)| — |f/(€)‘7l ‘JJ _ $*| S an.
A masodik allitas igazoldasa hasonloan torténik. O

Ha | (fk)l (z*)| = 1, akkor az z*-ot neutralis periodikus pontnak szokas ne-
vezni. Egy neutrdlis pont lehet vonzo, taszité vagy semleges.

2. Az exponencialis fliggvény dinamikaja
Els6 példaként tekintsiik az exponenciélis fliggvényt. Legyen
f:R—=R, f(z) :=a", ahol a > 0.
A palyat az a paraméter fliggvényében fogjuk tanulmanyozni.

2.1. TETEL.

(1) Haa > e%, akkor minden © € R palyéja szigoriian novekvs és +oo-hez tart.

(2) Ha a = e, akkor e az egyetlen fixpontja az [X, f] diszkrét dinamikus rend-
szernek és ez koz6mbos. Ha xg < e, akkor a palydja ndvekvé és e-hez tart, ha
xo > e, akkor a palydja szintén noévekvd és +oo-hez tart.

(3) Hal<a< e+, akkor két fixpont létezik, xy és xj, oy < e < xj. Az xp, vonzo,
x; pedig taszito fixpont. Ha xo < xy, akkor palydja névekvd és x,-hez tart, ha
Ty < xo < xj, akkor pedig csokkend és szintén xy-hez tart. Ha xo = x; akkor
a pélya allando, ha xo > x;, akkor a pélya szigortian névekvd és +oo-hez tart.

(4) Ha a =1, akkor minden pont palydja allando.

(5) Hae ¢ < a <1, akkor egyetlen x* fixpont van, és minden pont palydja ehhez
tart. A palya paros indexii és paratlan indextd tagok sorozatara bomlik, az
egyik névekvd, a masik csékkend.

Ha e™° = a, akkor z* = %, és ez neutralis.

(6) Ha 0 < a < e™¢, akkor egyetlen x* fixpont van, és ez taszit6. A palya paros
indexid és paratlan indexii tagok sorozatara bomlik, ezek konvergensek, de
hatarétékiik kiilonbézs. Pontosabban, ha g(x) = a®", akkor g-nek harom
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102 KOLUMBAN JOZSEF ES SOOS ANNA

fixpontja van: x < z* < y. Ha xg < x, akkor az (xs,) szigorian ndévekve
sorozat és hatarértéke x, az (xan+1) sorozat szigortian csékkend és hatérértéke
y. Ha x¢ = x, akkor mindkét részsorozat allandé, xo, = =, Ton+1 = y. Ha
x < xg < x*, akkor az (xs,) szigorian csékkend sorozat és hatarértéke x, az
(zon+1) sorozat szigoriian névekvd és hatarértéke y. Az y > xg > x* ésxg >y
esetek az el6bbiek dudlisai.

Bizonyitds. Igazoltuk, hogy ha egy pélya konvergens, akkor a hatarérték fix-

pont, tehat megoldésa az a® = x egyenletnek. Ez egyenértékd a Ina = “17‘” egyenlet
1

megoldasaval. Abrazoljuk a ¢(z) = “17"” fiiggvényt. Ennek maximuma -, és azt
e-ben éri el. Ha Ina > %, akkor nincs fixpont, ellenkezd esetben van.

ar s
o

sl

2. 4bra. f(z)=a”, a)l<a<e: b)0<a<l
(1) Ha lna > %, azaz a > eé, akkor az f grafikonja az elsG szogfelezé folott

van, ezért g € R palyaja szigoruan novekvd, és fixpont nincs, tehat a hatarérték
végtelen (1.a 4bra).
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(2) Ha lna = %, az [ grafikonja (e, e) pontban érinti az els6 szogfelezét és a
grafikon a szogfelezd f616tt helyezkedik el. Ebbdl kovetkezik az allitas (1.b abra).

(3)HaO0 < Ina < %, akkor az y = In a a p grafikonjat két pontban metszi; a bal-
oldali = koordinataja legyen x, a jobboldalié x;. Az f grafikonja az els6 szogfelezst
az (xp,a™), illetve az (x;,a" ) pontban metszi. Ha z < e, akkor 0 < f'(z) < 1, ha
x > e, akkor f'(z) > 1, tehat xp vonzo, x; pedig taszité (2.a abra).

(4) Ha a = 1, akkor f(x) =1, igy x = 1 az egyetlen fixpont.

Ha a < 1, egyetlen 2* fixpont van, mert az y = Ina egyenletid egyenes a ¢
grafikonjat egyetlen pontban metszi (2.b dbra).

(5) Ha e ¢ < a < 1, akkor

Ly L2y eeey L2ny --- és L1y L3y eeey L2n41y +--

monoton sorozatok, és kozrefogjak z*-t. Ehhez belatjuk, hogy a g(z) = a®" fiigg-
vény noévekve, g(x) > x, ha © < z* és g(z) < x, ha x > z*. Valoban,

¢ () =a%a® (Ina)® >0, a lim g(z) =0, lim g(z)=1.

r——00

3. abra. g(z) =a%, a)l>a>e® b)0<a<e®

Mivel ¢”(x) = (Ina)?a®a® (1+a® Ina), a g fiiggvénynek egyetlen inflexios pont-
ja van minden a > 0 esetén; ettél balra a fliggvény konvex, jobbra pedig konkav.
Még azt kell belatnunk, hogy ha e ¢ < a < 1, akkor a g(z) = = egyenletnek
egyetlen megoldéasa van. Legyen ¢ (x) := 12—5 Ay (z) =a*[~Ilnalnz+ %] >0
egyenlGtlenség akkor és csak akkor all fenn minden = > 0 esetén, ha a > e™°.
Figyelembe véve, hogy f-nek minden fixpontja fixpontja g-nek is, és g-nek csak
egy van, kovetkezik, hogy w2, és xo,41 hatarértéke z* (3.a abra).

(6) Ha 0 < a < e~ ¢, akkor f'(2*) < —1. Indukcioval igazolhato, hogy xzo = 1
esetén

a=2] < T3 < ... <ZTopg1 < ... <Top <...<xg <1,

a"m = T2n+1 és a" "t = T2n-
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Legyen
x= lim x9,41 ésy = lim z9,.
n—oo n—oo
Ekkor
<y, ay =xésa” =y.
Innen

rlnz =ylny.

Mivel a h(z) = zlnx képlettel értelmezett fliggvénynek é minimumpontja és ez
a fliggvény szigortian konvex, az el6bbi egyenletnek legfeljebb két megoldasa van.
Kimutatjuk, hogy = < y (3.b abra). Valoban, ha z = y, akkor x = z*, mert z*
egyértelmt. De ekkor ¢’(x) = 2%(Ina)? = (Inx)? > 1, ami ellentmond annak, hogy
az (Topt1)neN sorozat szigortian novekvs és z-hez tart. Ebbdl kovetkezik, hogy
r<y. A

Iz Iy Inaz”

= = =lna
Y T x*
egyenlGség alapjan mindkettd kiilonbozik z*-t6l. Mivel z, z*, és y fixpontjai g-nek
és tObb fixpont nincs, tovabba x* taszitd, kdvetkezik, hogy z* az x és y kozott
helyezkedik el. Eszrevessziik, hogy z és y kett periédust pontja f-nek. Az x és y
vonzo, az x* taszité fixpontja g-nek. A tétel allitasa kévetkezik a g fiiggvény fenti
tulajdonsagaibdl. O

Az xo = a palyajat elGszor Euler [8] tanulmanyozta, ezért ezt a palyat, vagyis
az

sorozatot, Euler toronynak nevezziik. 1728-ban Daniel Bernoulli Christian
Goldbergnek cimzett levelében felveti azon x és y, z # y, szdmok meghatirozasa-
nak kérdését, amelyek teljesitik az x¥ = y” feltételt. Egy ilyen szampart Bernoulli
parosnak neveziink. Bernoulli azt irta a levélben, hogy egyetlen eset van, amikor
ezek a szamok egészek (z = 2,y = 4), de végtelen sok racionalis megoldas létezik.
Azt is megjegyezte, hogy vannak irracionalis megoldésok is, anélkiil, hogy ezekrdl
részletesen irt volna. Euler megjegyzi, hogy az

1 n 1 n+1
LL‘—<1+> ésy—(l+>
n n

racionalis megoldasai a Bernoulli feladatnak, minden n € N\ {0} esetén.

Flechsenhaar [10] igazolta, hogy mas racionélis megoldas nincs. Erre vonatko-
z0an az olvaso talal informaciokat a [11] és [4] dolgozatban is. Vegyiik észre, hogy
hal<a< e ésaz exponencidlis fliggvény két fixpontja = és y, akkor az = és y
Bernoulli parost képez. Ezek szerint 1 < a < e+ esetén az exponencidlis fiiggvény
xp és x; fixpontja Bernoulli parost képez, és ezen kiviil més valés Bernoulli paros
nincs.
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A Bernoulli paroshoz hasonléan, 0 < a < e~ ¢ esetén létezik olyan (z,y) szdm-
par, amelyre x # y és 2% = y¥. Egy ilyen szampart Euler parosnak neveziink.
Az elgbbi tétel bizonyitasabol kovetkezik, hogy ezek g-nek fixpontjai. Koénnyen

igazolhato, hogy (x,y) akkor és csak akkor Euler paros, ha (%7 %) Bernoulli paros.

Goldbach Bernoullihoz kiildétt levelében a Bernoulli parosok egy parametrikus
abrazolasat adta. Ha (z,y) egy ilyen paros és y > x, akkor létezik olyan s > 1,
hogy y = sx. Ekkor 2°% = (sz)*, vagyis 2°® = sz, tehat

;L':szl’ y:ssfl.

Ehhez hasonléan, az Euler parosok parametrikus alakja a kovetkezd:

r=38l-s y=s5l-s s> 1.

Ezekrdl a kérdésekrdl tovabbi informéciokat 1], [7] és [12] dolgozatban olvas-
hatunk.

3. A kaosz

Az A C X nem iires halmazt az [X, f] diszkrét dinamikus rendszer invarians
halmazanak nevezziik, ha f(A) = A, ahol f(A) :={y € X|Fx € A: f(zx) = y}.
Minden fixpontboél képzett halmaz invaridns halmaz. Az A invarians halmazt a
diszkrét dinamikus rendszer attraktoranak nevezziik, ha létezik olyan A-t tartal-
maz6 V nyilt halmaz, hogy barmely z € V esetén f*(z)-nek az A-t6l mért tavol-
saga, vagyis,

sup {min {d (fk(’u),a) lae A} lveV}

nulldhoz tart, ha k végtelenbe tart. A legnagyobb ilyen V halmazt az A von-
zasi tartomanyanak nevezziik. Példaul, vonzoé fixpontbél képzett halmaz attrak-
tor. A taszito fixpont fogalmanak altalanositasaként, hasonlé médon értelmezziik a
taszité invaridns halmaz fogalmat is.

Az [X, f] invarians halmazai gyakran fraktalhalmazok.

Azt mondjuk, hogy f kaotikusan viselkedik az A invaridns halmazon, ha a
kovetkez6 harom tulajdonsag teljesiil:

(i) Leétezik olyan zo € A, amelynek palyaja A-ban sird, vagyis A minden
elemét tetszéleges pontossaggal megkdzeliti.

(if) Az A-beli periodikus pontok halmaza A-ban strd .

(iii) A palya viselkedése érzékeny a kezdeti feltételekre, vagyis létezik olyan
0 > 0, hogy adott = € A esetén létezik A-ban x-hez tetszblegesen kozeli

y pont és k € N gy, hogy d (f*(x), f*(y)) > 6. Mas széval, ha a pontok
kozelednek, a palyak nem feltétleniil kdzelednek minden hataron tal.
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A kéosz fogalméanak értelmezése Devaney [5] miivében szerepel el6szor. Utdlag
Banks és tarsai [2]-ben kimutattak, hogy a (iii) tulajdonséig az elss ketts kivetkez-
meénye.

Szamitogép segitségével a diszkrét dinamikus rendszerek attraktorait kénnyen
megjelenithetjiik. Ha adott = kezdépontra dbrazoljuk az f*(x) iteraltakat, példaul
k > 100 esetén, a kapott dbra megkdzeliti az attraktort, legaldbbis szemmel a
kapott ponthalmazt nem tudjuk megkiilonbéztetni az attraktortol.

4. A satorfiiggvény dinamikaja
Masodik példank legyen a satorfiiggvény. Ha A > 0, legyen fy : R — R,

Az, ha z <

f,\(L) =

= N

A=Az, hax>

A palyak és az invarians halmaz tanulmanyozasat a A paraméter fiiggvényében
végezziik.

4. abra. A sitor fiiggvény a) A=2 b)A=1 c¢)A=1

1) Tekintsiik elGszor azt az esetet, amikor A < 1. A sator teteje az els§ szogfe-
lez§ alatt helyezkedik el. Az x¢-bol az 1 -et ugy szarmaztatjuk, hogy az (zo, f(x0))
ponton 4t huzott vizszintes egyenessel metsziik az els szogfelezGt és a metszés-
pontot vetitjiik a vizszintes tengelyre. Ha a szerkesztést az (x1, f(x1)) pontbol
megismételjik, az xo-t kapjuk. Hasonléan szerkesztjilk meg a kovetkezs ponto-
kat. Ebben az esetben minden zy valés szam péalyaja konvergens és hatarértéke 0.
Az A = {0} invaridns halmaz attraktor, mert az R minden elemét magahoz vonzza.
(4.c abra)

2) Ha A = 1, akkor minden z < % fixpontja f-nek. Ezért A = ]foo, %} vonzd
invarians halmaz (4.b abra).

3) Ha 1 < A < 2, akkor a sator teteje az elsG szogfelezd felett és az y = 1
egyenes alatt helyezkedik el. A grafikont az els§ szogfelez$ két pontban metszi,
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tehat ket fixpont van: 0 és 237. Mindkeét fixpont taszito. Kénnyen belathato, hogy
A = [0, 1] taszité invaridns halmaz. Mi t6bb, ha 2o € R\ A, akkor

klim f¥(xo) = —0co  (4.a abra).
4) Mingségileg j helyzet all els, ha A > 2. Ekkor a sator teteje az y = 1
egyenes felett helyezkedik el, igy a [0, 1] intervallum nem invaridns f-re nézve.

Az invaridns halmaz tanulmanyozésahoz sziikségilink van a Cantor-halmaz meg-
hatarozasara.

A [0,1] intervallumbol tekintsiik azokat a valés szamokat, amelyek a harmas
szamrendszerben az 1-es szamjegy felhasznélasa nélkiil Abrazolhatéak. Ezek alkot-
jak a Cantor-halmazt:

C :={0,a1az...a;... | a; € {0,2}}.

Ha ezeket a szamokat dbrazoljuk a szdmegyenesen, észrevessziik, hogy a vesszé utan
akkor és csak akkor nem szerepel az 1-es szamjegy, ha a szam a [0, 1] intervallum
els6, illetve a harmadik harmadéaban helyezkedik el. Legyen Cy := [0,3] U [5,1].
Ha a masodik szamjegy sem 1, akkor a szadmok

0,00ag,..., 0,020,3..., O,20a3..., 0,22@3...

alakuak. Ezek a Cs := [0, %] U [%, %] U [g, g] U [%, 1] halmazban vannak. Folytatva

a gondolatmenetet, az n. lépésben a C, halmazt szerkesztjiik meg, amelyik 2"

darab 3 hosszlségt szakaszbol all (. dbra). A Cantor-halmaz ezek metszeteként

jelenik meg: C := NyenCh-

-
=

5. abra. A Cantor-halmaz megkéozelitése

Térjlink vissza a satorfliggvényhez a A = 3 paraméter esetén. Ha xg € R\ [0, 1],

akkor f™(zg) hatarértéke —co. Ugyanez a helyzet, ha z¢ € ]%, % [, ugyanis ekkor
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f(xo) > 1. Indukcidval igazolhatd, hogy ha xg € R\ C, akkor létezik olyan p € N,
amelyre fP(xzg) € R\ [0, 1], tehat f™(xo) hatarértéke —oo.

4.1. TETEL. A C (taszité) invaridns halmaz f-re nézve.

Bizonyitds. Legyen zo € C. Elészor igazoljuk, hogy C' invarians f-re. Va-
l6ban, ha « € C, akkor ternaris dbréazolasa 0, ajas...a,... alakd, ahol a, € {0,2}
minden n esetén. Két esetet kiiliinboztetiink meg. Ha x € [07 %}, akkor a; =0
és f(z) = 3z = 0,a2...an..., tehat f(z) € C. Ha x € [2,1], akkor a1 = 2,
1—x =0,0b3...0,... &8 f(z) = 3(1—x) = 0,b3...b,,..., ahol b, € {0,2} minden n € N
esetén. Kovetkezésképpen f(C) C C. A forditott relacio igazolaséara tételezziik fel,
hogy y € C. Ismét két eset lehetséges. Ha y € [0, 1], akkor 2 = ¥ szintén eleme
C-nek és f(x) =y, tehat y € C. Hay € [%, 1}, akkor z = 1 — % eleme C-nek és
f(x) =y, tehat y € f(C) ebben az esetben is. Kovetkezik, hogy f(C) = C.

A C taszitd, mert ha zg € R\ C, akkor f"(xo) hatarértéke —oo, fiiggetleniil

attol, hogy milyen kézel van z¢ a C-hez. O

A fenti bizonyitasbol lathatoé, hogy ha ar = 0, akkor f*(x) = 0, ar10k42....
A fentiekhez hasonlbéan igazolhato, hogy ha g1 és go-vel jeldljiik az f lesziikitéseinek

inverzét,
T T
g1(x) = 3 g2(z) =1- 3

akkor
C=aq(C)Ug2(C),

vagyis C 6nhasonlé halmaz.
Igazolhatjuk azt is, hogy

C = Npenf™(I), ahol I =10,1].
4.2. TETEL. f viselkedése a C' halmazon kaotikus.

Bizonyitds. Az (i) igazolasahoz képezziik az Gsszes olyan véges ternaris tortet,
amelyeket a 0 és 2 szamjegyekkel szerkeszthetiink. Ezek a kévetkezsk:

0,0 0,2
0,00 0,02 0,20 0,22
0,000 0,002 0,020 0,200 0,022 0,202 0,220 0,222

Legyen z( az a ternéris tort, amelyet Ggy kapunk, hogy a 0 egészrész utan a fenti
tablazatban szerepld torteket a vesszSk elhagyasaval egymds utan irjuk. Ebben az
1-es nem szerepel, tehat xy € C. Az xg dbrézolasaban minden, 0 és 2 szamjeggyel
képezhet§ véges sorozat szerepel, mégpedig ugy, hogy el6tte egy 0 van. Legyen
x = 0,a1as...a;... tetszblegesen valasztott tort C-bdl és € > 0. Tekintsiink egy k
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természetes szdmot, amelyre 1 < 3ke. Mivel az ajas...ax véges sorozat xg abra-
zolasadban el6fordul, és azt 0 elézi meg, létezik olyan ¢ természetes szam, amelyre
fi(zo) = 0,a1az...akbg 410k 42... alakt. Kovetkezésképpen,

If%(z0) — 2] < 37" <e

Ezzel igazoltuk, hogy xy palydja C-ben sird. Figyelembe véve, hogy minden k
esetén 0,a1as...ax—10a1as...ap_10a1as...ax—1... k peribdusa pont, kivetkezik, hogy
a periodikus pontok halmaza stirti C-ben.

A (iii) tulajdonsag igazolasdhoz legyen § = % Tetszbleges k természetes szam
és ¢ = 0,a1a2...a;... esetén tekintsiik az y = 0, a1a2...a5bg41bk42... Cantor-szamot,
ahol bx11 # ar41. Ekkor

o —yl <37 s |ff(2) — fFy)l =

w| =

O

Igazolhatd, hogy minden A > 2 esetén létezik egy Cantor-tipusi invarians
halmaz, és az f viselkedése ezen szintén kaotikus. Az is bizonyithatd, hogy ha
1 < A <2, akkor az f a [0, 1] intervallumon kaotikusan viselkedik.

5. Komplex dinamikus rendszerek

A komplex szamsikon értelmezett dinamikus rendszerek invarians halmazai
igen gyakran fraktalhalmazok. Az olyan egyszerii fliggvény esetén is, mint az
f(x) = 2% + ¢, ahol ¢ konstans, bonyolult invaridns halmazokhoz jutunk (lasd
a 11. Abrat).

Tekintsiik az n > 2 fokszamu f : C — C polinomfiiggvényeket:

f(z)=ap+arz+ ...+ a,z".

A komplex dinamikus rendszerek elmélete racionalis fliggvények esetén is hasonlé.
Az f fliggvényhez tartoz6 Julia-halmaz a taszité periodikus pontok halmazanak
zart burkoloja. Fzt a halmazt J(f)-fel fogjuk jelolni. A Julia-halmaz kiegészits
halmazat Fatou-halmaznak nevezziik, és F'(f)-fel jeloljiik.

A kovetkezSkben a Julia-halmaz tulajdonsigait mutatjuk be. Megmutatjuk,
hogy invaridns az f-re és annak inverzére, és f a J(f)-n kaotikusan viselkedik.

A legegyszertibb eset, ha f(z) = 22. Ekkor f*(z) = 22" A k periodust pontok

2mil
{zeC|z:e(2k1),0§l<2k—2}

halmaz elemei. Ezek taszité pontok, mert ‘(fk)/ (z)‘ = 2. Tehat

J(f) = {z € Cllz| = 1}.
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Ebben az esetben azonnal kovetkezik, hogy
J(f) = FUF) = FHIE).

Ha |z| < 1, akkor
fF(z) =0, (k— o0),

és ha |z| > 1, akkor f*(z) — oo, de f¥(z) € J(f), ha |2z| = 1.
Legyen ¢ € C, és értelmezziik az f fliggvényt a kovetkezs képlettel:

f(z):=2*+ec
Ekkor kis |z| esetén f*(z) — w, ahol w az f 0-hoz kozeli fixpontja, és f*(z) — oo,

ha z nagy. A Julia-halmaz ebben az esetben is a két vonzasi tartomény hatarpont-
jainak halmaza (6. abra).

a) b)

6. abra. a) ¢c=—-0,1+0,1¢ b) ¢=-0,5+0,5¢

a) b)

7. abra. a) c=—0,1+0,05 b) c=—0,2+ 0,75
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D, o,

a) b)

8. abra. a) ¢ =0,25+0,52 b) c=—0,5+0,55i

o e z

N ..'- aey ! -
.’_‘_3,.. :’ﬁ.}";. (f"""\

-};’.- D i).

a) b)

9. dbra. a) ¢=0,66i b) c=—i

Az f polinomhoz tartozo Julia-halmaz tulajdonsagait a kovetkezs tételben fog-
lalhatjuk Gssze. (A bizonyitast a [9] konyvben talaljuk.)

5.1. TETEL.

a) J(f) kompakt halmaz és J(f) # 0.

b) J=f(J(f) = f1J(f)), vagyis J invaridns f-re és f~1-re is.
c) J(fP)=J(f) minden p € N\ {0} esetén.

d) J(f) belseje iires.

e) J(f) perfekt halmaz (zart és nincsenek izolalt pontjai), tehat megszamlal-
hatatlan.
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f) Ha w vonzé fixpontja f-nek, akkor 0A(w) = J(f), ahol
A(w) := {z € C| f*(2) —» w, hak — oo}

és 0A az A halmaz hatarat jeloli. Ezt azt jelenti, hogy a Julia-halmaz
minden egyes vonzé fixpont vonzasi tartomanyanak hatarpontjaival egyezik
meg. Mi tobb, a Julia-halmaz minden pontja hatdrpontja minden vonzasi
tartomanynak.

g) Haz e J(f), akkor J(f) az U2, f~*(2) zért burkoléja.

Az értelmezés szerint a periodikus pontok halmaza sird J(f)-ben. Méasrészt
J(f)-ben taldlunk olyan pontokat, amelyek palyaja strd J(f)-ben. Igazolhato,
hogy a palya viselkedése érzékeny a kezdeti feltételekre J(f)-n.

A Julia-halmazokkal kapcsolatban meg kell emliteniink a Mandelbrot-hal-
mazt (10. abra). Ha f.(z) := 22 + ¢, akkor legyen M azon ¢ pontok halmaza,
amelyekre a hozzatartozo J(f.) Julia-halmaz Gsszefliggs:

M :={c e C| J(f.) osszefiiggs} .

Re

10. abra. Mandelbrot-halmaz

Az értelmezés alapjan elég nehéz megjeleniteni a Mandelbrot-halmazt.
A kovetkezd tétel a Mandelbrot-halmaz olyan jellemzését adja, amely segit-
ségével lehetévé valik a szamitégépes megjelenités.

5.2. TETEL.

M = {c € C| a 0 pélyéja f.-ben korlitos} = {c € C| f¥(0) /> oo, ha k — oo} .
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Vizsgaljuk meg a Julia-halmaz alakjat, ha ¢ paraméter a komplex sikban val-
tozik.

Egy periodikus palyat vonzonak neveziink, ha a megfelel§ periodikus pont
vonzo.

A vonzoé periodikus pontok meghatarozzak a J(f.) alakjat. Igazolhato, hogy,
ha w # oo vonzé periodikus pont, akkor létezik olyan z kritikus pontja f.-nek
(f/(2) = 0), amelyre f*(z) a w-t tartalmazé periodikus palydhoz tart. Figyelembe
véve, hogy 0 az egyetlen kritikus pontja f.-nek, legfeljebb egy vonz6 periodikus
palya lehet. Ha c ¢ M az 5.2. Tétel értelmében f¥(0) — oo, tehat f.-nek nincsen
periodikus palyaja.

A Julia-halmazokat tanulmanyozhatjuk az szerint, hogy mennyi a peridédusa
azoknak a pontoknak, amelyeknek pélyaja vonzé. Ha ¢ ¢ M, akkor nincs vonzd
palya, tehat J(f.) nem 6sszefiiggd. Pontosabban:

Ha |c| > 1 (5 +2V6), akkor J(f.) szétesd.

Ha || < i, akkor J(f.) egyszerd zart gorbe. Ekkor ¢ a Mandelbrot-halmaz
belsejében van (7. és 8. &bra).

Ha |c + 1| < 1, akkor létezik kettd periodust vonzé pélya. Ekkor f2 ne-
gyedfokd polinom, tehat f.-nek két fixpontja és két 2 periddust periodikus pontja
van. Legyenek ezek w; és we. Ekkor a w; vonzastartomanya egy egyszerd zart
C; gorbe altal hatarolt halmaz, ¢ € {1,2}. A Julia-halmaz tulajdonsigai alapjan
Ci C J(f2) = T(f).

Hasonloan tanulményozhatjuk J(f.) alakjat a p periodust vonzé palyak léte-
zése esetén (9. dbra).

N T
S e 1

11. abra. Julia-halmazok

A 11. abra a Julia-halmazok alakjat a c-nek a Mandelbrot halmazban elfoglalt
helye szerint szemlélteti.
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DISCRETE DYNAMICAL SYSTEMS AND CHAOS

J6zsEF KOLUMBAN AND ANNA S00s

In the last decades there has been an explosion of interest in the dynamical systems. This is
due to its applications in biology, economics, engineering, physics, etc. and to the availability of
powerful computers.

Our goal in this article is to illustrate by some examples (like the exponential function, tent
function, and complex polynomial functions) the basic notions (as periodic point, invariant set
and chaos) of discrete dynamical systems theory.
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