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TOBBRETEGU KERCEPTRON

SZABO ZOLTAN, LORINCZ ANDRAS

Tobbrétegli Perceptronokba (MLP) Tamasztéd Vektor Gépeket (SVM) agyazva
tobbrétegti SVM halokat konstrudlunk. Az Gsszekapcsolt approximéacios forma az
SVM-ek altalanosité képességét és az MLP-k rejtett rétegébdl adodo kombinatorikus
tulajdonsagot egyarant kihasznalhatja. A halézatot Tobbrétegii Kerceptron (MLK)
halézatnak nevezziik. Az MLK rendelkezik hibavisszaterjesztésen alapulé hangolasi
eljarassal, amit jelen munkaban bemutatunk. Négyzetes koltségfiiggvényre — regu-
larizacios lehetdségekkel — hangolasi szabalyt szarmaztatunk. Megkozelitésiink egy
tovabbi tulajdonsaga, hogy az Gn. kernel trikk segitségével az MLK-hoz tartozo
szamitasok a dudlis térben kivitelezhetsk.

1. Bevezetés

A Tobbrétegi Perceptronokat (MLP) és a Tamaszté Vektor Gépeket (SVM)
széles korben tanulmanyoztak az irodalomban. Kivalo attekintést ad a témaban
[1, 8]. Munkankban az SVM-eket tobbrétegi formara terjesztjikk ki, és a ka-
pott rendszerre hibavisszaterjesztésen alapulé hangolasi szabalyt vezetiink le. Az
an. kernel triikk alkalmazasaval, a problémat skalaris szorzat segitségével targyal-
juk. Més, ugyanezt a triikkot hasznalo eljarasok lefrdsa megtalalhato a [5, 10, 11]
hivatkozasokban.

2. A halozat felépitése
2.1. Jelolések

Kiilonboz6 bettitipussal jeldljik a szamokat (a), a vektorokat (a), és a méat-
rixokat (A). AT az A matrix transzponaltja. Az a vektor egy a komponens-
sel valo kibovitését [a;al-ként irjuk. R szimbolizalja a valés szamokat. |||, je-
16li az E BEuklideszi térbeli (-,-) skalaris szorzat altal indukélt L, normét, azaz

lelly = (e ) (e€E).
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210 SZABO ZOLTAN, LORINCZ ANDRAS

2.2. EpitSelemek
2.2.1. SVM

Az SVM-ek gyakran hasznalt approximacios eszkozok [3, 4, 9, 10, 6].
{x(t),d(t)}+=1..7 mintaparokat kozelitenek, ahol az x(t) input az X input térbél
szarmazik, és d(t) € R. A kozelités linearis egy alkalmas H térben. Ebbe a térbe a

p:xeX—-H

hozzarendelés képezi le az x(t) inputokat. ¢ (x)-et az x input reprezentdcidjaként
interpretalhatjuk. Az SVM kozelités a

fwix € X (w,o(x))y  (WeEXH)

formaju. Formalisan, az SVM feladat

min Hw) = O S VId(0), fu (<)) + 5 Wl (€ >0)

w
t=1

ahol V[-,-] az un. veszteségfiiggény, amely lehet kvadratikus, e-érzéketlen, de méas
formakat is szoktak hasznalni [5]. Roviden, az SVM-ek regularizalt linearis app-
roximatorok [8].

Az explicit ¢ leképezés helyett a H tér egy k kernel segitségével is leirhato,
H = H(k) [7], ahol p(x) = k(-,x). A k kernel a

(FC) k(X)) = f(x)  (x € X,Vf € H),

reprodukald tulajdonsaggal rendelkezik [2, 7], és H-t Reprodukal6é Kernel Hilbert
Térnek (RKHS) nevezziik. Tehat, tetsz6leges f € H RKHS-beli fiiggvény k(-, x)
kernellel val6 skaléris szorzata az x pontbeli kiértékelésnek felel meg. A skalaris
szorzat a H térben implicit médon szamolhaté a kernel segitségével

k(u,v) = <‘P(u>790(v)>9{ (u,ve :X:)

. N
Igyaw= > a; p(z;) (o; €R,z; € X) valasztassal
j=1

Ful) = (W (X)) e = D1y {ip(2), (X))o = D k(2. ).

Tehat az fy fliggvény az o; egylitthatok, a z; mintak és a k kernel segitségével a
p(x) reprezentéacio explicit felhasznalasa nélkiil kiértékelhets. Ez a fogéis a kernel
trikk.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2007)
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2.2.2. MLP
Az MLP neurélis halozat tobbrétegii, minden réteg egy
x— g(W-x) (1)

formaju nemlinearis leképezést valosit meg. Itt g egy differencidlhatd nemlineéris
fiiggvény. Az MLP feladatban tigy hangoljuk az egyes rétegek W matrixait, hogy a
halozat az {x(t),d(t)} input-output minta paroknak megfelels leképezést kozelitse.
Formalisan, célunk a

(1) = () —y()l - min . 2

kvadratikus hiba minimalizalasa, ahol y(¢) jel6li a halézat ¢ idGpontbeli kimenetét.
Az MLP feladatot oldja meg a jol ismert visszaterjesztési algoritmus.

2.3. Az MLK halézat

Egy altalanos MLP réteg altal megvalositott leképezés [lasd az (1) egyenletet]

form4ja, ahol w!' a W métrix i. sorat jeloli. SVM illeszthet§ az MLP-be, ha a
halézat egy altalanos rétege a

(W1, (%))

——

hozzarendelést valositja meg.!

Egy ilyen rétegekbol felépitett halozatot Tobbrétegt Kerceptronnak (MLK)
fogunk hivni, lasd az 1. abréat.

Minden egyes réteg (x!) inputjat az el6zé réteg (y'—!) outputja szolgaltatja.
A 0-adik réteg a kiilvilag, ami az MLK elss rétege szamara szolgaltatja a bemenetet.

i
Xl — ylfl c RNI,

ahol N! az l-edik réteg dimenzidja. Az l-edik réteg x! inputja a ¢! leképezésen
atesve a w! stlyokkal szorzodik. Ez a két 1épcsés eljaras implicit modon elvégezhetd
a k! kerneleket és a wi-k kifejtéseit hasznalva. Az adodo s' € RMs vektorra hat

1 Az egyszertiség kedvéért valasszuk az X input teret a véges dimenziés Euklideszi-térnek, azaz
R™-nek.
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@]
v, o
@]
@]
= 3(6) s y=x"

1. Abra. Az MLK halozat l-edik rétege, [ = 1,2, ... L. Minden egyes réteg inputjit
(x') az el6z6 réteg outputja adja (y'~1). A 0-adik réteg a kiilvilag, ami az MLK elsé
réteg szamara szolgaltatja a bemenetet. Az l-edik réteg x! inputja a ¢! leképezésen
esik at, majd a réteg w! stlyaival szorzodik skalarisan a H' = H'(k') RKHS-ben.
Az adodo st vektorra hat a g differencisdlhaté nemlinearitds. Ezen nemlinearis
fiiggvény kimenete a kdvetkezd réteg bemenete, x'T1. A halézat kimenete az utolsd
réteg kimenete.

a g' nemlinearis, differencialhaté fiiggvény. Ennek a nemlinearis fiiggvénynek a
kimenete a kovetkezd réteg bemenete, azaz x'*1. Az utolsé (L.) réteg outputjat
— azaz a halézat outputjat — y jeldli.

!
yl _ Xl+1 € RNO,

és az l-edik réteg kimenetének dimenzioja N..

A kovetkezSkben megmutatjuk, hogy (i) az MLK-k is rendelkeznek visszater-
jesztési szaballyal, ami (ii) csak kernelek segitségével is megadhato, és igy a szami-
tasok a dudlis térben kivitelezhetéek.

3. Az MLK visszaterjesztési eljaras

Egy kicsit altalanosabb, regularizacios tagokat is tartalmazé feladat a

c(t) = *(t) + r(t) — min ,
{Hlowl: I1=1,...,L; i=1,...,N\}

probléma, ahol

1
L Ng

2(t) = A —y Ol ) =D D N [wiB)5a  (A>0)

=1 i=1

a koltségfiiggvény approximécios és regularizacios tagjai, és y(t) jeloli a halozat

t-edik inputra adott kimenetét. A Al paraméterek szabalyozzéak az approximécio

és regularizacié kozotti aranyt. Al = O-ra a legjobb kozelitést keressiik, mint az

MLP feladatban [(2) egyenlet]. A értékeket ndvelve az approximacié simasaga né.
A fenti jeltlésekkel a kovetkez§ allitasok igazolhatok.
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TOBBRETEGU KERCEPTRON 213

3.1. TETEL. (explicit eset) Tegyiik fel, hogy az x — (w, ¢! (X)>9{l és a gl fiigg-
vények differencialhatok (I = 1,...,L). Ekkor visszaterjesztési szabaly sziarmaz-
tathaté az MLK-ra, ha a koltségfiiggvény

1
L Ng

ety =) + 3. S M- [whD)]5e (A > 0) alaki.

=1 =1

3.2. TETEL. (implicit eset) Tegyiik fel, hogy az alabbiak teljesiilnek:

1. Differencialhatésagi megkotés: A k' kernelek mindkét valtozéjukban,
illetve a g' fiiggvények differencialhatck (1=1,...,L).

2. Kifejtési tulajdonsag: A halézat kezdeti wk(1) stlyai egy adott
Howl()= 3 al,(1) @', (1) (=1, Li=1,..,N) ()

tipust kifejtéssel, dualis reprezentacioval rendelkeznek.

Ekkor létezik visszaterjesztési eljards az MLK halézatra, feltéve, hogy a koltség-
fiiggvény
L N§
2
c(t) =)+ > A [wiD)]pe (A2 0)

=1 =1

forméju. Az eljaras megorzi a (3) tulajdonsdgot, ami igy a behangolt halézatra is
fenndll. Az algoritmus implicit abban az értelemben, hogy a dudlis térben realizal-
haté.

Az MLK visszaterjesztési eljardsok pszeudokédjai a 3.1. és a 3.2. tablazatban
talalhatok. Az algoritmusok levezetését, mind az explicit mind az implicit esetre a
kovetkezs alfejezetben adjuk meg.

Az MLK visszaterjesztési eljarasok szemléletesen (parhuzamosan lasd a 3.1. és
a 3.2. tablazatokat):

1. A 6'(t) visszaterjesztett hiba 67 (¢)-bsl indulva egy hatralé rekurziéval fej-

16dik a df[lst(l t()t])] derivalton keresztil.

2. A d([is[;l(lt()t])] kifejezés a @'T! leképezés, vagy implicit médon a k'*T! kernel

segitségével hatarozhatod meg.
3. w-k hangolasaban két tényez6 jatszik szerepet:
(a) Felejtés valosul meg a w! stlyok (1 —2pul(t)- Al)-szeres szorzésa ltal,

ahol A a regularizéacios egyiitthato.
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214 SZABO ZOLTAN, LORINCZ ANDRAS

(b) Adaptdcio jelenik meg a visszaterjesztett hiban keresztiil. Az l-edik réteg
stilyait az x'(t) reprezentécio, azaz az aktualis inputnak az l-edik rétegre
leképezett értéke allitja tgy, hogy a hangolast a visszaterjesztett hiba
silyozza.

3.1. tablazat. (Az explicit MLK visszaterjesztési algoritmus pszeudokodja.)

Algoritmus bemenete
mintapontok: {x(t),d(¢)}i=1, 7,
koltségfiiggveny: A\l >0 (I=1,...,Lyi=1,...,N})
tanulasi ratak: pl(t) >0 (1=1,...,L;i=1,...,N5st=1,...,7)
Halozat inicializacioja
méretek: L (rétegek szdma), N{, N&, NL (1=1,...,L)
stlyok: wi(1) (I=1,...,L;yi=1,...,N{})
Szamitas kezdete
Aktualis input x(¢)
ElGreterjesztés
x(t) (1=2,...,L+1),s'(t) I=2,...,L)?
Hiba visszaterjesztése

=1L
while Il > 1
if (l=1)
65(t) =2 [y(t) —d(®)]" - (g") (s™(t))
else
dis'™@®)] _ (Wit @), (W) 4] /
“Eor = o R B (CORCIO)

gl +1
9'(1) = 81 1) - i)

Sdlyok frissitése
for V i: 1§i§Nf9
wh(t+1) = (12 201(t) - M) - wh(t) — (1) - 81(8) - ! (1))
l=1-1
Szamitas vége

2]gy a halozat kimenete, azaz y(t) = xPT1(t) is kiszamitodik.
Btt: i =1,..., N
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3.2. tablazat. (Az implicit MLK visszaterjesztési algoritmus pszeudokodja.)

Algoritmus bemenete
mintapontok: {x(t),d(¢)}i=1,. 7T
koltségfiiggveny: A\l >0 (I=1,...,Lyi=1,...,N})
tanulasi ratak: pl(t) >0 (1=1,...,L;i=1,...,Nst=1,...,7)
Halozat inicializacioja
méretek: L (rétegek szdma), N{, N&, NL (1=1,...,L)
egyiitthatok: al(1) € RV
sok: z} ;(1), ahol j =1,..., N}(1)
Szamitas kezdete
Aktualis input x(t)

El6reterjesztés
x{(t) (1=2,...,L+1),s'(t) (1=2,...,L)*
=1L
while [ > 1
if (1=1) /
§h(t) =2-[y(t) —d®)]" - (g") (s*(t))
else
dis"™'(t)] _
d[s'(t)]
N ()

=X el e 0w | [6) GO

5l(t) _ 5l+1(t) . dEiS[lsJ;(lf)t])]
Sualyok frissitése
for V i: lgigNé
Nit+1)=Nlt)+1
(b +1) = [(1- 20l (1) \) - ()~ (1) - 540
zi j(t+1) =2z ;(t) (j=1,...,N\t))
z;(t+1) =x'(t) (j=N(t+1))
l=1-1
Szamitas vége

4Igy a halozat kimenete, azaz y(t) = xPT1(t) is kiszamitodik.
8i=1,..., N
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3.1. Az MLK visszaterjesztési eljarasok levezetése
dlc(t)]
d[w (t)]
lejt6 modszerbe dgyazzuk.® A c(t) hiba két taghol all, approximacios és regulari-
z&cios taghol:

El6szor a

gradienst szarmaztatjuk. Utana a gradienst a legmeredekebb

c(t) = e2(t) +r(t).

3.1.1. Az approximacios tag gradiense

El6szor néhany MLK felépitésébdl adodéd alapdsszefiiggést sorolunk fel. Az
egyszertiség kedvéért a tovabbiakban a t indexet elhagyjuk [precizen: x! = x!(¢),

yl = yl<t)7 st = Sl(t),Wi = Wi(t)]

xl:ylfleRNIl (il=1,...,L+1)
x* = gl(sh) (l=1,...,L) (4)

[ (Wl (),

<Wé, QOZ (Xl)>g{z

<Wll+1-/ ‘Pl+1 (gl (Sl))>gw+1

I+1 _ : _ i I+1
s = (il=1,...,L—-1;e=1,...,Ng") (5)
<W§+17 ‘Pl+l(gl(sl))>:}cl+1 S

Az l-edik réteg visszaterjesztett hibajat definialjuk a

6 A legmeredekebb lejté modszerét hasznaljuk Stletiink bemutatdsahoz. Mas, ettél eltérs
gradiens alapt technikdk szintén széba johetnének. Példaul a momentum modszer, illetve a
konjugalt gradiens eljarasok is rendelkeznek eldnyos tulajdonsagokkal.
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modon. Specidlisan, az utolsd rétegre:

2] 4]l - g E o))
[sE(2)] d[sE(7)]
=2 [g (s"(1) —d)]" - (&) (s"(1))
=2 [y(t) —d(®)]" - (8") (s"(1)).
Itt eldszor a lancszabalyt, majd a vektorokra érvényes
d[ld — ylI?
dy

8" (t) = ;l

=2(y-d)"

Osszefiiggést hasznaltuk ki, végiil beillesztettiik az MLK szerkezetébdl adodo
y(t) =g" (s"(1))

azonossagot.

A
d[s"" ()]

dfs'(t)]
kifejezés az (5) egyenlet segitségével szamolhaté. Elégséges a

dl{w, p(8(s))) 5]
d[s] (7)

(=1,....L - 1) (6)

alaku kifejezéseket tekinteniink, abbol a teljes derivalt  kirakhato”. (7) értéke az
alabbi lemma alkalmazasaval megadhatoé.
3.1. LEMMA. Legyen w € H = H(k) egy RKHS-beli pont. Tegyiik fel, hogy:

1. Ak kernel mindkét argumentuma szerint differencialhato, és jelélje k;, a
kernel méasodik argumentuma szerint vett derivaltjat.

2. Implicit esetben feltételezziik még, hogy w véges sok z; pont H-beli rep-
rezentaciojanak képterében fekszik. Azaz

w e Im(p(z1),p(22),...,9(zn)) C H.

N
Legyen ez a kifejtés w = ) «; - ¢(z;), ahol a; € R.
j=1

Ekkor:
1.  Explicit eset:
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2. Implicit eset:

d[(w, Z([Z(s))m] _ ; o - K, (25,8(s)) - g/(s)

Bizonyitds.
1.  Explicit eset: az allitas adodik a lancszabalybol.

2. Implicit eset:
diw,ple@)od _ (T el2).0(66) |
d[S] ] d[s]
4[32; a5 (0(z;), 0 (8()o

=Y a; -k (z;,8()) - &/(s).
J
Az els§ egyenletben beirtuk w kifejtését, majd kihasznaltuk a skalaris
szorzat linearitasat. Ezutan a

k(u,v) = {p(u), p(v))5

reprezenticié és kernel kozti Gsszefiiggést alkalmaztuk. Az utolso lépés a
lancszabalybol adodik.

O
Folytatjuk (6) kiszamitasat:
1.  Explicit eset: Az el6z6 lemma szerint
d[s'T1(t)] d[{wi (), T (W), 44 ]

u=g'(s'(t))

ds'(t)] o

(w00 @) ]
= d[u]

u=x!*1(t)

(l=1,...,L—1;i=1,....NE").
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A masodik egyenldségnél (i) kihasznaltuk a (4) azonossagot, és (ii) kiemel-
tiik a (gl)/ (s'(t)) tagot matrixok szorzésanak megfelelGen.
2. Implicit eset: wﬁ“(t)—kre fennall a (3) kifejtési tulajdonsag. Ez kezdetben

feltevésiink volt. A 3.1.3. alfejezetben 1atni fogjuk, hogy ez a tulajdonsag
az iteraciok soran ,oroklédik”. Igy

N
witl(t)y= Y ol =) (=1, L-Li=1,... N
j=1

és a kivant (6) derivalt a lemma alkalmazasaval

d[s!t! N )
SOL | T e W 0.6 0) - (8) (50 | -
N ,
=| T oo W ox ) | (@) 60

(I=1,...,L—1i=1,...,N5").

A mésodik egyenl6ségnél kihasznaltuk a (4) azonossagot. A (g') (s'(1))
matrix tagot méatrixok szorzasdnak megfelelgen kiemeltiik.

Léancszabaly és 611 (t) definiciéja alapjan
die*(t)] _ dl*(t)]  dls"™ ()]

80 = wo) ~ ] as] 0 @

dls'*1 (1)

ey (I=1,....,L—1).

Ismét alkalmazva a lancszabalyt, 8'(t) és s!(¢) definiciéja szerint

de*(®)] _ dle*(t)] dlsi(t)] _ i
T~ 0] i) =5l o (x'(t) (=1,....,Lyi=1,...,NL), (8)
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3.1.2. Regularizacios tag

Ez a tag egyszertien megadhaté:

1] 3 i)
d[r(t)] _ L=rim ' i\ g
d[Wl,(t)} d[Wl(t)}

3

(I=1,...,L;i=1,...,N&).

=2 wl(t) (9)

Vegyiik észre, hogy a derivalt az aktualis w(¢) stlyok skalarszorosa. Ezen forma
szerint implicit hangolasi szabaly adhato.

3.1.3. Koltség tag

Hasznélva a

die®)] _ die*@®)] | dlr(®)]
t Lt

(I=1,....,L;i=1,...,N})

diwl(t)] ~ dwi()]  diwl(t)]

Osszefiiggést és az approximécios, illetve regularizacios tagokra kapott eredménye-
inket [(8) és (9) egyenlet] a

wit+1) = wi(t) - pbey - DLy o Ny

legmeredekebb lejt6 szabalyban adédik, hogy
wi(t+1) = wit) — pi(t) - (05(2) - ' (x' (1)) + 2] - wi(t))
= (1= 245(t) - X)) - wi(t) — p(t) - 84(t) - ' (x'(8))
(I=1,...,L;i=1,...,N&).
Ugyanez dualis forméban

al(t+1) =[(1—2u(t) - AL) - al(t); —pb(®) - 6i@)] (=1,...,Lyi=1,...,N}).

Igy a halozat sulyvektorainak kifejtési tuladjonsaga [(3) egyenlet] az iterdciok soran
6roklédik. Specialisan, a szamitas végeztével kapott w! paraméterekre is fennall.
Osszefoglalva, MLK-ra létezik visszaterjesztési eljaras. A levezetett explicit és imp-
licit eljarasokat a 3.1. és a 3.2. tablazat foglalja Gssze.

4. Konkluaziok
Uj tobbrétegti modell, a Tébbrétegt Kerceptron (MLK) elméleti leirasaval fog-

lalkoztunk. Ez a halézat egyesitheti a Tobbrétegi Perceptron (MLP) és a Tamaszto
Vektor Gépek (SVM) elényeit: (i) Stulyai hangolhatok és a hangolas regularizacios
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elvek mentén is megtehetS. (ii) MLK-ban kernelek hasznélata lehetséges. (iii) Az
MLK hélézat behangolt silyai segitségével a halézat kimenete gyorsan szamolhato.
(iv) Az MLK rejtett rétegekkel rendelkezik, és igy képes lehet az SVM-ek adta par-
ticionaldsokat kombinalni. A megkozelités kiilonb6zd adatbazisokon adodé elényei
és hatranyai jovGbeni kutatasaink targyat képezi.

(1]
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MULTILAYER KERCEPTRON

ZOLTAN SzABG AND ANDRAS LGRINCZ

Multilayer Perceptrons (MLP) are formulated within Support Vector Machine (SVM) frame-
work by constructing multilayer networks of SVMs. The coupled approximation scheme can take
advantage of generalization capabilities of the SVM and the combinatory feature of the hidden
layer of MLP. The network, the Multilayer Kerceptron (MLK) assumes its own backpropagation
procedure that we shall derive here. Tuning rule will be provided for quadratic cost function,
with regularization capability as well. A further appealing property of our approach is that by
the aid of the so called kernel trick the MLK computations can be performed in the dual space.
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