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MODELLEK A MAGYARORSZAGI EVES FOLDRENGESSZAMOK
VIZSGALATARA

KOVACS ELOD, ARATO MIKLOS, LIPOVITS AGNES

A magyarorszagi éves foldrengésszamokat vizsgaltuk. Célunk olyan sztochasz-
tikus modell kivalasztasa volt, amely megfelelGen illeszkedik a megfigyelt adatokra,
és alkalmas a jovGbeli folyamatok véletlen szimuldldsara. Vizsgalatunk sordn csak
azokat a rengéseket néztiik, amelyeknek magnitiadoja legalabb 2,9. Az adatok ko-
ziil elhagytuk az — altalunk adott definici6 alapjan kiszilirt — utérengéseket, majd
megnéztiik, hogy a XX. szazad sordn az egyes években hiny rengés volt. T&bb
modellt is illesztettiink az igy kapott adatsorra: a biztositdsmatematikiban leg-
gyakrabban haszndlt karszameloszlasokat, keverék Poisson-eloszlasokat és rejtett
Markov-modellt (HMM=Hidden Markov Model). Bemutatjuk a becslési modsze-
reket és eredményeket, valamint néhany szimulaciot.

1. Bevezetés

A katalogusokban a foldrengéseket jellemzs adatok altalaban: a rengés he-
lye (3 dimenzios adat), ideje, erdssége, amelyek kiegésziilhetnek mas adatokkal.
A magyarorszagi rengésekrol (részben interaktiv modon) részletes adatokat nyujt a
www. georisk.hu, illetve a www.foldrenges.hu honlap. A [8]-[18] munkakban részletes
adatsorokat taldlhatunk. A Pannon-régid, illetve a Karpat-medence szeizmicitasat
pedig — t6bb mas szerz6 és tanulmany mellett — Toth L. és tarsai cikke [18], illetve
Zsiros T. [17] tekinti 4t nagyon részletesen.

1.1. A rengésszamrol

A foldrengésszammal kapcsolatos egyik elsé vizsgalat Omori nevéhez fizédik.
Az 1891-ben, Japanban, Nobiban tortént rendkiviil erGs — 8-as magnitadoju —
foldrengést kovets utorengéseket vizsgalta. A fGrengés oOta eltelt napok t szama
és az egy napra es6 utorengések n(t) szama kozott az alabbi kapcsolatot talalta:
n(t) = K(t + ¢)~!, megfelel6 K és ¢ konstanssal (Omori, 1894). Késsbb 44
utorengés-sorozat vizsgalatat kovetGen Utsu ezt a kovetkezSképpen modositotta:
n(t) = K(t + ¢)"P , ahol a p konstans gyakran 1-nél kissé nagyobb, altalaban 1
és 1,5 kozé esik [3]. Utobb mas, tobb paraméteres illesztések is sziilettek. Megfe-
lels skaldk birtokaban — amelyek korabban nem léteztek — a XX. szézad elss felé-
ben kezdték vizsgilni a rengés energidja és a rengésszam kozotti kapcsolatot (Wa-
dati, 1932, Gutenberg és Richter, 1936). Az energiat erg mértékegységben mérve
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(1 erg = 1077 joule) Gutenberg és Richter (1956) a log E = 1,5 M + 11,8 defini-
ciot adta a rengés M magnitadojara. (Ha az energiat joule-ban mérjik, akkor —
természetesen — a log B = 1,5M + 4,8 osszefiiggést kapjuk.) Ezekkel a jelolések-
kel kordbbi eredményeiket az alabbi formaban irhattak fel: log(N(M)) = a — bM,
ahol N(M) jeloli az M-nél erGsebb rengések szamat (adott nagysagu teriileten és
id6intervallumban), a és b pedig a teriiletre jellemz§ alland6. Az a konstans ér-
téke (természetesen) fligg a vizsgalt teriilet és idGintervallum nagysagatol, illetve
hosszatol. A megfigyelt teriilethez tartozd b konstans értéke altaldban 0,6 és 1,1
kozé esik (Zsiros munkajaban 0,5 és 1, 5 kozottinek mondja [17]), sok teriilet esetén
kozel 1-hez [7, 3]. Ezek a konstansok egy Magyarorszag nagysagu teriileten nagyon
eltérGek lehetnek.

1.2. Statisztikai megkozelités

A foldrengések eloszliasanak statisztikai vizsgélata a XX. szdzad kézepén vett
nagy lendiiletet, bar a legels, legegyszertibb modellek mar joval kordbban megszii-
lettek. A modellek egy része az id6beli, mésik része a térbeli eloszlasra koncentréalt,
majd sziilettek tér-idé modellek is.

Az idébeli eloszlas vizsgalatéira elsGként stacionarius Poisson-folyamatot alkal-
maztak (Schuster, 1897) [3]. Eszerint egy [t; ¢ + At] idSintervallumban egy adott
teriileten bekovetkezs foldrengések szama csak At-t6l fiiggs Eay valdszintiségi val-
toz6. Annak valészintisége, hogy éppen n rengés torténik az adott teriileten és
id6ben:

P(at =n) = (v At)" - exp(—v - At)/nl.

Ebben a modellben csupan a v intenzitéis becslésére van sziikség, amely megfelelGen
nagy T hosszisagt idGintervallumot tekintve N/T, ahol N az idéintervallumra
es6 rengések széma. KésGbb inhomogén Poisson-folyamatokkal is kozelitették a
rengésszamokat.

Az id6beli eloszlast vizsgald modellek masik csoportja a felijitasi folyamatok
appardtusat hasznalja. Ezek két rengés kozott eltelt id6 jellemz6it, példaul varhato
értékét vizsgaljak.

1.3. A cikkben targyalt modellek

Tanulmanyunkban az éves rengésszamot, mint valészintiségi valtozét vizsgal-
tuk. Elgszor feltételeztiik, hogy az évenkénti rengések szamai fiiggetlen, azonos
eloszlast valdszintiségi valtozok, és eloszlasukat kivantuk azonositani, paramétere-
iket becsiilni.

Miutan kideriilt, hogy az (a, b, 0) — vagyis a Poisson, binomiélis, illetve negativ
binomialis — eloszlasok nem illeszkednek jol, Poisson eloszlésok keverékeit vizsgaltuk
és paramétereiket becsiiltiik. Ezekre két Poisson keveréke esetén:

A3

)\n
P =n)=p-e™ -S4+ (1-p)-e? nl’

- n>0 (1.1)
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illetve harom keverékét nézve:
Ny

AP A\
P(fz':n):p'e_kl~f1'+q-e_>‘2-f2|+(l—p—q)-e_)‘3 -
n! n! n!

n>0

)

ahol az i-edik év rengéseinek szamét jeldli &;.

Ezt kovetSen lemondtunk a fliggetlenség feltételezésérsl. A keverék modellek
egyfajta altaldnositasat tekintettiik, ahol az egymast kovet§ évek rengésszamai,
mint valoszintiségi valtozok, fiiggenek egymastol. Egy olyan, kétallapoti modell-
ben végeztiink paraméterbecslést, amelyben — az allapotokhoz kélcsondsen egyér-
telmien hozzarendelt — intenzitds paraméterek egy altalunk nem megfigyelhetd,
stacionarius Markov-lanc szerint valtoznak. Feltételeztiik, hogy az intenzitas para-
méterek ismeretében az egyes évek rengései feltételesen fiiggetlen, Poisson-eloszlasi
valosziniiségi valtozok, és ez a feltételes eloszlas csak az adott év allapotatol fiigg.

A modell strukttra tehat a kovetkezo [20, 23, 24]: a diszkrét ideji sztochaszti-
kus modellt egy rejtett, meg nem figyelhets {Z;} Markov-lanc és egy megfigyelhets
{&;} folyamat alkotja, melyekre

1.  ha Z; adott, akkor &;-k feltételesen figgetlenek, valamint

2. ha Z; adott, & feltételes eloszlasa csak Zy-tol fiigg minden k esetén.

Esetiinkben &,-k feltételes eloszlasa Poisson, Zj-k pedig {0, 1} értékkészletd
valészintiségi valtozok. Fzt a modellt kétallapotu rejtett Markov-modellnek vagy
keverék Markov-modellnek hivjuk (Hidden Markov Model, Markov Mixture Model,
speciélis esetben Poisson Hidden Markov Model).

Ebben a modellben az intenzit4s paramétereket és az dtmenetvaloszintiségeket
becsiiltiik.

2. Az adatok

Az elmult 1600 év magyarorszigi rengéseinek rendezése, az utérezgések kiszi-
rése erre a célra készitett szamitdgépes programmal, az adatok vizsgélata pedig az
R programcsomag segitségével tortént. (Megjegyzés: az északi szélesség 45,5 — 49
fok és a keleti hosszusag 16 —23 fok kozotti teriiletet értettiik ,Magyarorszag” alatt.)

Vizsgalatunk soran nem az 6sszes ismert rengést tekintettiik. Csupan a férengé-
seket (mainshock) néztiik, kisziirtiik az utorengéseket (aftershock). (Megemlitjiik,
hogy az elérengések — foreshock — azonositasaval egyaltalan nem foglalkoztunk).
A fenti fogalmakra univerzalisan elfogadott egzakt definicié nincs [3], bar az uto-
rengések szaméra vonatkozé Omori—formula (1894), amelyet mar emlitettiink, tobb
mint 100 éves. Igy az alabbi munka-definiciot adtuk: nevezziik utérengésnek azt
az R rengést, amelyhez talalunk olyan rengést, hogy

— legfeljebb 30 nappal R elstt tortént,
— epicentruma R epicentrumahoz ,nagyon kozel” van és

— magnitadéja R magnitidéjanal nagyobb.
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Munka-definicio: az A(x1, y1) és B(xe, y2) pontot térben ,nagyon kozelinek”
tekintjiik, ha
1

((1‘1 —29)% +1,89 (y; — y2)2) ? <

)

N |

ahol az elsg koordinata hosszisagi, a masodik a szélességi kort jelenti (fokban).

A definicionk szerinti utérengéseket toroltiik a listabol. (Elszor csak megje-
16ltiik a fenti kritériumnak eleget tevéket, utana tordltik a megjeldlteket. Mod-
szeriinkkel az utérengések utérengéseit is toroltiik. Masik listat eredményezne az
azonnali torlés.) A tovabbiakban ,rengés” alatt az utorengések elhagyisa utan
megmaradt rengéseket értjiik, amelyek legalabb 2,9 magnitadojuak.

Az ennél kisebb magnitudéja rengések esetén minimalis az esélye, hogy ko-
moly kar kovetkezik be, ugyanis a 3-as magnitidoénal kisebb rengések maximalis
intenzitdsa — a tapasztalatok szerint — nagyon ritkén éri el a IV—es fokozatot, igy
komoly kérokat nem okoznak. Az intenzités skéla a pusztitds mértékét jelzi 12
fokozat segitségeével (I-tsl XII-ig valtozik). Ez utobbi mar teljes pusztulast jelent
az épitett kornyezetben, az el6bbi viszont alig érzékelhet6. A Munich Re Group
CD-je [1] szerint a kdrarany varhato értéke még egy V-0s intenzitasa rengés esetén
is 0,1 %-nal kisebb. Megjegyezziik, hogy tobb intenzitas skala ismert, a kozottiik
lévs kapcesolatrol attekintést ad T. Utsu munkaja [2].

3. A megfigyelt rengések szamanak és erdsségének alakulasa az
évszazadok soran

A regisztralt magyarorszagi foldrengések szadma rendkiviil gyors névekedést mu-
tat, ennek oka — minden bizonnyal — a technikai eszktzok fejl6dése. Neézziink két
példat ennek szemléltetésére!

3.1. Csokkend sorrendben tekintsiik, hogy mely évbdl szarmazik az els6 regiszt-
récié az egyes magnitudo értékekbsl! Vagyis az el6zonél kisebb magnitidé-érték
hol jelenik meg leghamarabb Magyarorszagon:

1. tablazat.

Magnitids | 6,3 | 5,6 | 4,9 | 42 | 35 | 3,2 | 209 | 1,8
Ev 456. | 984. | 1230. | 1528. | 1590. | 1723. | 1757. | 1822.

Adatainkat az 1. abran lathato grafikonon is megjelenitettiik.

3.2. Nézziik meg, hany olyan rengésrdl tudunk az alabbi idSintervallumokban
(50 év), amelyek Magyarorszagon torténtek, magnitudéjuk pedig legalabb 4, de
kisebb mint 5 (vagyis jelentds rengések). (2. tablazat, 2. abra)
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: S. . [= Agatsor]
2 -
1. abra. A korabbiaknal kisebb magnitidoja rengések megjelenése
2. tablazat.
Ev 1200-1250 | 1250-1300 | 1300-1350 | 1350-1400
Esemény 1 0 0 0
Ev 1400-1450 | 1450-1500 | 1500-1550 | 1550-1600
Esemény 0 0 1 3
Ev 1600-1650 | 1650-1700 | 1700-1750 | 1750-1800
Esemény 5 7 6 14
Ev 1800-1850 | 1850-1900 | 1900-1950 | 1950-2000
Esemény 24 22 a7 46
60 —
50
40
%
20+
104
° 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
2. dbra. 4 és 5 magnitido kozotti erdsségi rengések észlelési gyakorisaga 50
évenként
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Szembedtls a megfigyelések szamanak gyors névekedése. Hasonlo eredményeket
talalhatunk Zsiros tanulmanyanak [17] 5. fejezetében. A legnagyobb valtozas éppen
a XX. szazad elején tortént, amikor kozel egy tucat megfigyelG-allomashaél allo
halézatot épitettek ki Magyarorszag akkori teriiletén, mellyel az orszag az észlelés
terén a vilag élvonaléba keriilt [18].

4. Két lehetséges megkozelités

4.1. Megtehetjiik, hogy az évenkénti (magyarorszagi) foldrengésszam eloszla-
sanak vizsgalatakor csupéan az elmult kb. szaz év megfigyeléseit vessziik figyelembe,
wkidobva” a kordbbi rengéseket. E mellett szol, hogy ezek az adatok joval részlete-
sebbek és megbizhatobbak a korabbiaknal. Munkankban ezt az utat valasztottuk,
vallalva rengeteg adat mellGzését.

4.2. A miésik at, hogy specilis statisztikai modszerekkel ,6sszehasonlithatova”
tessziilk a kiillonbozd korok megfigyeléseit. A kisebb magnitidoji rengésekrdl csak
nagyon hiényosak az adataink. Igy az elmilt 1600 év Ssszes — utérengések nélkiili
— eseményét tekintve minden évben egy bizonyos ,kiiszob” (threshold) feletti ada-
tokkal kell dolgoznunk [4], amikor az éves rengésszamot vizsgaljuk, illetve amikor
egy-egy hipotézist ellendrziink. Raadasul a feltételezett ,kiiszob” — részben tarsa-
dalmi okokbél — teriiletenként és koronként is eltérd. Feltételezziik, hogy a , kiiszéb”
alatti rengéseket ,nem latjuk”, roluk semmilyen adatunk nincs. Es abban sem le-
hetiink biztosak, hogy a valasztott kiiszob” felett minden (megtdrtént) rengést
ismeriink. A threshold médszert foldrengések vizsgélatara tébbek kozott Dargahi-
Noubary alkalmazta [4], egyszerre becsiilve egy adott id&szakban a foldrengések
szamat és az erGsséget jellemz$ paramétert. Ezt az utat egy mésik munkankban
akarjuk bemutatni.

5. A XX. szazadi adatok vizsgalata, modellek

1900-t6l 2003-ig az egyes években regisztrélt legalabb 2,9 magnitidéju nem-
utorengések szamét a 3. abran mutatjuk meg.

5.1. Els6 modelliinkben feltételeztiik, hogy az évenkénti rengések szamai:
&1900; &1901, - - -, €2003 fliggetlenek és azonos eloszlasiak. Az aldbbi grafikon mu-
tatja, hogy 1900 és 2003 kozott (104 év) hény olyan év volt, amikor a f6ldrengések
szama 0, 1, 2, ..., 17, 18 volt. (4. abra)

Az évenkénti rengések szama eloszlasanak azonositasa soran prébalkozhatunk
elGszor a Poisson-, negativ binomidlis, illetve binomidlis eloszlissal, lasd példaul
Kagan és Jackson cikkét [5]. Megjegyezziik, hogy ezek az eloszlasok a biztositas-
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—e—arengések szama

3. abra. Rengésszamok 1900 és 2003 kozott (az utorengések nélkiil)

Rengések szama - évek gyakorisaga

o1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

4. dbra. Az évenkénti rengések szamainak gyakorisdgai
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matematikadban gyakran alkalmazott (a, b, 0) eloszlasok |6], melyekre

P=n)=(a+b/n)-PE=n—-1), n=123, ...

Megnéztiik, hogy adataink ilyen tipustak-e. K, -nel jeloltiik azoknak az évek-
nek a szamat, amikor n rengés volt (n =10, 1, 2, ...), és a
T,=Mn+1)-Kpt1/K, (n=0,1,2,...)

mennyiségeket is tekintettiik (ahol értelmezhetd volt). Igy a kivetkezs adatsorokat

kaptuk, a T,, értékeket pedig grafikonon is dbrazoltuk:

Rengés | Hanyszor T
0 2 2
1 4 3,5 5
2 7 4,286
3 10 2.4
1 6 12,5 il M
5 15 4,4
6 11 7,636 N
T 12 4,667 18 ]
8 7 5,143 _
9 4 15
10 6 16,5 10 R
11 9 2,667
12 2 19,5
13 3 9,333 5 N
14 2 7.5 H H H H
15 1 0 H H
16 0 értehmetlen 0 HI T
17 B 9 01 23 48 6 7 8 81011213 14181617

5. abra. A T, értékek

Mivel a T, sorozat nem (kvazi) monoton névekeds, nem monoton csékkend és
kozel allandénak sem mondhaté, ezért a fent emlitett harom eloszlast rogton elvet-
hettiik [6]. Ellendriztiik mégis azt a hipotézist, hogy & (i = 1900, 1901, ..., 2003)
fiiggetlen, Poisson-eloszlasi (azonos paraméterrel) y2-probaval is. Ekkor a

P& =n)=\"-e/n!

hipotézist elfogadva a paraméterbecslés: A= 706/104 = 6,788. A 3. tablazat
mutatja a kategoridkat, a (tényleges) megfigyelések szaméat (melyeket N(n) jelol)
és a becsiilt valészintségekkel szamolt értékeket.
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3. tablazat

7! =1 2 3 :| i 1] 7 & 0 =110
MNin) i T 11} 1] 15 11 12 4 | 26
Becsiile értékek | 0,91 | 2,70 | 6,11 | 10,36 | 14,07 | 15,92 | 15,44 | 13.10 | 9,88 | 15,50

A becsiilt paraméterek szama 1, igy a szabadsagi fok 10 — 1 — 1 = 8. A y?
statisztika értéke 55,35. A hipotézist elvetjiik, mert a x? eloszlas kvantilise 99 %-os
szinten 20,09 (a szignifikancia szint kozel 1).

Megvizsgaltuk a gyakorisdgokat abban az esetben is, amikor a magnitido leg-
alabb 3, 5, illetve legalabb 4. Az alabbi, 0sszesen 263 rengést feldolgozo adatsorokat
kaptuk a 3, 5-0s kiiszo6b esetén. A T,, értékeket grafikonon is abrazoltuk:

Rengés(n) | Gyakorisag(/K,,) T,
0 14 1,7857 P
1 25 1,92 _
2 24 2 4 —
3 16 2 15 o
4 8 3,75
5 6 2 o N
6 2 21 ‘ i
7 6 1,3333 |_|
8 1 18 0 1 : |—| : |_| : ﬂ : : |_| : : | :
9 2 0 0 1 2 3 4 5 B 7 ]
10 0

6. abra. A T, értékek a legalabb 3,5 magnitudo6ju rengések esetén

A 7. abran lathato adatokat pedig a 4 magnitudos kiiszobnél kaptuk (109
rengeés).

Az elss esetben a harom emlitett eloszlas nem keriilhet széba. A méasodik eset-
ben a novekedés negativ binomialis eloszlast sejtet, amit megerdsit, hogy a varhato
értek becslése (1,048) kisebb, mint a szérasnégyzet becslése (1,222) [6]. Korabbi
foldrengésszam vizsgalatok miatt is erre az eloszlasra gondolhatunk [5]. 5 katego-
ridt alkalmazva a szabadsagi fok 2, a y2-statisztika értéke 8,1 lett. A hipotézist
elvetjiik, mert a x? eloszlas kvantilise 95 %-os szinten 5,99 (a szignifikancia szint
98,26 %).

5.2. Legteljesebb (legalabb 2,9 magnitudoju rengéseket tartalmazé) adatso-
runkat vizsgaljuk ismét. Az el6z8 eredmények miatt (mivel az illeszkedések nem
voltak megfelel6k) az eloszlast 2 Poisson keverékével kozelitettiik. Feltételeztiik,
hogy az évenkénti rengések szamai: €1900, £1001, - - -, E2003 flggetlenek és az (1.1)
képletnek megfelel6 azonos eloszlésuak.
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Rengés(n) | Gyakorisag(K,) T, Tn értékek
0 46 0, 5869
1 27 1,3333 .
2 18 1,3333 | | - [
8 )‘ -_l" 15 — — f—
i —
<7 |4
= - " u

7. abra. A T, értékek a legalabb 4 magnitidoju rengések esetén

A likelihood fiiggvényt az R programcsomag segitségével, kizelitéssel maximali-
zéaltuk. A kozelités a kovetkezs eredményt adta: p = 0, 56, 5\1 = 4,3657, 5\2 =9,88.
A \? statisztika értéke ebben az esetben 9,129, tehat az illeszkedés nagyon jo6, a
hipotézist elfogadhatjuk. (A kategéridk szama 10, a becsiilt paramétereké 2, igy a
szabadsagi fok 7. A 7 szabadsagi fokt x? eloszlas eloszlasfiiggvénye a 9,129 helyen
75,65 %).

Ezutan nem meglepd, hogy a tobb paramétert tartalmazé 3 Poisson-eloszlast
valészintiségi valtozo keverékével dolgozé modell még jobb illeszkedést muta-
tott. Csak szemléltetésiil kozoljiikk a maximum likelihood becslés eredményeit:
p=10,1033, § = 0,5915, A\; = 1,8528, Ao = 5,5832, A3 = 10, 7964.

5.3. Az egyes évek (utorengések nélkiili) rengéseinek szamat fliggetlennek te-
kintve azt tapasztaltuk, hogy a keverék Poisson-eloszlas igen jol illeszkedik az ada-
tainkra. Meégis tgy gondoljuk (alapvetGen a foldrengésekkel foglalkozo kilfoldi
irodalom alapjan), hogy vizsgalnunk kell olyan modellt is, amelyben az egymast
kovets évek rengéseinek szamai kapcsolatban allnak egyméssal, fliggenek egymaés-
tol.

Olyan modellt tekintiink, amelyben az egyes évek megfigyeléseinek (rengései-
nek) szamai az allapotok ismeretében feltételesen fiiggetlen, Poisson-eloszlastu va-
loszintiségi valtozok, az allapotok viszont Markov-lancot alkotnak. Igy egy rejtett
Markov-lancot kell vizsgalni.

6. Rejtett Markov-modell

6.1. Modell struktira. A kovetkez§ modellt épitjiikk fel. Legyenek
Z1, Lo, ..., Zy indikdtor valoszintségi valtozok. Z,, (m = 1,2, ..., N)-re ugy
tekintiink, mint az m-edik ,&v” allapotara. Legyen \g a 0 allapot, A\, pedig az 1-es
allapot paramétere (Ao, A1 > 0). Tegyiik fel, hogy az allapotok homogén Markov-
lancot alkotnak:

Alkalmazott Matematikai Lapok (2008)



MODELLEK A MAGYARORSZAGI EVES FOLDRENGESSZAMOK VIZSGALATARA 85

P(Zm-i-l = .j|Zm =0, L1 = Zm—1, -, L1 = 21, Lo = ZO) =
ZP(Zm_H =j|Zm=7:)=pij, i,jE{O, 1},m€{0, 1, ...,N—l}.

Igy az atmenet—val6szinlség matrix:

. | poo 1—poo
II= (pij)@je{oﬁl]’ a [ P10 1—=pio

Jeldlje &, az m-edik év rengéseinek (megfigyeléseinek) szamat. Feltessziik,

hogy &1, &2, ..., {n feltételesen fliggetlenek a 7y = 21, Zo = 29, ..., LN = 2zN
feltételre vonatkozoan, tovabba &, feltételes eloszlasa Poisson, és csak Z,,-t6l fligg
minden m esetén (m € {1, 2, ..., N}), vagyis
)\If?'m
Plm=hnlZi=21,Z2 =23, ..., Lo =i, ..., By = 2y) = Zize™
és
P =k,&=ke,....n=kN|Z1=21,...,ZN =2N) = H 1:,87)‘”
j=1"7"

Lathato, hogy az (1.1) képlettel meghatarozott keverék Poisson-modell jelen
modelliink specidlis esete a pgo = P19 = p paramétervilasztissal. Célunk meg-
becsiilni a Zy, Zsg, ..., Zy értékeket, Ao és Aq-et, valamint a pyg és p1o dtmenet-
valészintiségeket.

6.2. Bayes-i megkozelités. Bayes-i megkozelitéssel dolgozunk. Feltessziik,
hogy paramétereink a priori eloszlasa a kdvetkezs:

Poo ™~ E(07 1)7 P1o ™ E(07 ]-)7 A0 ~ F(Ck(), 50)7 A1 ~ F(alv 51)

Adottnak feltételezzilk az «g, [y és a1, (1 paramétereket.
A Bayes-formulabol

£ (ylz) = f(zly) - f(y

—)a T .
- {f(&ly)f(y)dy f(zly) - f(y),

ahol A = {az Osszes lehetséges y érték}. Itt az « a Bayes-i statisztikdban szokéasos
jelolés, azaz azt jelenti, hogy a két mennyiség konstans szorzétol eltekintve egyenld.
Ezért most

f5o6: P1os Ao, Al (P00, P10, Ao, A1 k) @
aP (£=E|Poo =00, P10 =P10, A0 =0, A1 = A1) * fpog.prg.rors (P00 D105 Ao, A1) -
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Ennek a fiiggvénynek a maximumbhelyét, illetve maximumbhelyeit keressiik.
Megjegyzés. £ =k feltétel a & = k1, {2 = ko, ..., En = ky feltételt roviditi.

Amennyiben a pgg, P1g, Ao; A1 valoszintiségi valtozok fliggetlenségét feltéte-
lezziik, akkor a fentiek igy irhatok:

P (£ = klpoo = Poos P10 = P10 Ao = A0, A1 = A1) * X{pooe[0.1]} * X{pro€[0,1]}"
[a75) (o5
A@0=1 o=BoXo ﬁ# el g=Bea L
0 ].—‘(Cko) ! F((Jél)

aP (€ = EklPoo = Poo, P1o = P10s Ao = Ao, A1 = A1) - Age AP

-em P20 = g (pgo, pro, Aoy A1)

Ha pedig Z1, Zs, ..., Zn értékeket is becsiilni kivanjuk:

f20. 25, Zx Do Pros Aos Arlg (215 225 -y 2N, P00, P1os Aoy Atlk) =
=P(=klZ=2,2 =2, ..., Ly = 2n,
Poo = P00, P1g = P10> Ao = Ao, Ay = A1) -
P (Zy=2z1,22 =2, ..., ZN = zN|Poo = Poo;
P10 = P10, Ao = Ao, A1 = A1)~
oo (P00) * foy (P10) - frg (M) - fa, (M) /P (§ = k) =

g\z1, 22, ..., ZN, P00, P10, )\07 )\1
= ( )Oég(Zl,ZQ, --+3 ZN, P00, P10, )\07 )\l)a

P(§=k)

ahol
fpoo (pOO) = X{poo€[0,1]}> fp1o (plO) = X{p10€[0,1]}

az fag (o) és azfx, (A1) fiiggvény a gamma eloszlas siirségfiiggvénye, a P (€ = k)
csupéan egy normalizal6é konstans.

Ennek az 7, 7,,.... 2y, poo: P10, Aos A€ (215 22, -5 2N, Poo, P1o, Ao, A1]k) fligg-
vénynek a maximumbhelyét keressiik. A fliggvény tényezsit kiilon-kiilon vizsgéljuk
meg!

P(§:E|Zl 221722:,2:2, ey ZN:ZN,
Poo = P00s P1o = P10, Ao = Aos A1 = A1) =

ki
Mo (L—2z)+ M- 2) e~ (Ro(1=zi)+A1-2:)
k! ’

N

i=1

valamint
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P(Z1=2,%2 =2, ..., LN = ZN|Poo = P00> P10 = P10s
Ao =Xo, Ad1 = A1) =
=P(Zn = 2N|ZN-1 = ZN-1, - .-, L1 = 21, Pgo = P00s P1o = P10s
Ao =Xy A1 = A1)
‘P(Zn-1=2N-1|Zn-2 = 2N_2, ..., 21 = 21, Pgp = P00, P10 = P10,

Ao = Ao, Adr = A1)
- P (Zg = 23|71 = 21, Poo = P00, P10 = P10, Ao = Ao, A1 = A1)~
P (Zl = 21|P00 = Po0> P10 = P10, Ao = Ag, A1 = )\1) =
= pay - (1= poo)™ - plt - (1 = pao
P (Z1 = 21|Pgo = P00, P10 = P10, Ao = Ao, A1 = A1),

)Zu .

ahol £y jeloli a 0 allapotbol 0 allapotba, £y; jeloli a 0 dllapotbdl 1-es allapotba,
£10 az 1-es allapotbol 0 allapotba, £11 pedig az 1-es dllapotbdl 1-es allapotba térténd
adtmenetek szamat.

Megjegyzés. Loo + o1 + 10 + 011 = N — 1.

Megjegyezziik, hogy az utolséd tényezs esetén Z, eloszldsa mar fliggetlen a fel-
tételben szerepld eseményektdl.

6.3. Az a posteriori eloszlasok.

6.3.1. ElGszor a Ay valdésziniiségi valtozo a posteriori eloszlasat vizsgaljuk.

g (2’1, 22y «vvy ZN, )‘07 )‘17 Poo, plO)

Frole.z (Molk, 2) = =

e p(E=1)
((1=25)-20)"
1 1’“_[ \
= K- fao (Ao) - e,
P(§=k) 220
vagyis a nullas allapotokat tekintjiik csak. K nem tartalmaz Ao-t, ahogy a 7 ,51:k)

és a k;! tényezok sem, szorzatukat C jeloli. Ekkor

i:g::oki *Ao-g (1—25)
Frolez Molk, 2) = C frg (Mo) - Ay ce =0

Mivel Ag ~ I'(av, 9), és igy siirtségfiiggvénye

6@
I'(@)

AT e (N > 0),

f)\o ()‘0) =
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akkor

0% )\a_lﬂgzo i 7A0<6+ fl 1fzik1->
2 e = —
I(a) "°

a—14+ Y ks _ N .
= B. /\0 G2=0 e )\0<6+i§1 @ 1)> .

Frole.z (Molk, 2) = h(Xho) = C'-

Tehat azt kaptuk, hogy Ag a posteriori eloszlasa:

N

1:2;=0 i=1
Ugyanezt mondhatjuk el A; a posteriori eloszlasarol (o és o', illetve o/ + > k;
1:z;,=1
N
és &' + > z; paraméterrel.) [22]

=1

6.3.2. Attériink a pgq valdsziniségi valtozd a posteriori eloszldsdnak vizsgala-
tara:

g(z1, 22, ..., ZN, Aos A1, Poo, P1o)
k, z) = -
fp00|§7Z(p00L g) P (é _ E)

= C - fpyo (P00) -pey (1 — poo

)501
Megkaptuk, hogy az a posteriori eloszlas 5 (€oo + 1, £p1 + 1). Hasonléan adhato
meg pgy a posteriori eloszlasa is, amely 5 (f19 + 1, ¢11 + 1) lesz.

6.4. MCMC (Markov Chain Monte Carlo) mddszer alkalmazasa.
A maximumbhely keresést az MCMC (Markov Chain Monte Carlo) modszerrel vé-
gezziik (lasd példaul a [21] Gsszefoglald cikket).

1. Z1, Za, ..., Zy értékeit {0, 1}-en diszkrét egyenletes eloszlasbol, pog €S P1o

érteket F(0; 1) eloszlasbol generdljuk, Ag-at T (3; 115 ), Ar-et T (5;}) eloszlasbol

vélasztjuk ki. Az igy kapott értékek lesznek iterdcios eljarasunk kezdGértékei.
(Bar valasztasainkat a parameéterek esetén ,indokolni” nem tudjuk, a kovetkezs

meggondolasbol sziilettek: a keverék Poisson-modell esetén a varhaté értékek becs-

lései Ay = 4,38 és Ay = 9,88 voltak; most pedig 3- - = 4,5 és 5- + = 10 a fenti
értékekhez kozeliek.) '

2. A {1,2,...,N}-bdl visszatevéses mintavétellel kivalasztjuk iy, ia, ..., in-t.
Jelolje g = (i1) azt a flggvényértéket, melyet ugy kapunk, hogy z;,-et 1 — z;,-re
valtoztatjuk, a tobbi argumentumot valtozatlanul hagyjuk.

g * (i1)
g (Zlv ce+y 2N, )‘Oa )\15 Poo, POO)

Ha

> 1, akkor z;,-et 1 — z;,-re valtoztatjuk.
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g * (i)
g (21, 22, ..., ZN, Ao; A1, Poos Poo)
cseréljiik, 1 — a valdsziniiséggel meghagyjuk z;, értékét.
Hasonloan jarunk el ia, i3, ..., iy esetén is. (Ez a lépés a Metropolis—Hastings
algoritmusnak felel meg.)

Ha

= a < 1, akkor ,,a” valészintiséggel ki-

3. Uj értéket generalunk Ao a posteriori eloszlasabol, jeldlje ezt Aj. Ao-t Aj-ra
valtoztatjuk, a tobbi argumentumot valtozatlanul hagyjuk.

4. Hasonloan jarunk el az aktudlis A1, poo €s p1o értékkel szemben is. (A 3. és
4. lépést Gibbs-lépésnek nevezziik.)

5. A 2-4. pontban leirtakat megfelelGen sokszor — néhany tizezerszer — megis-
mételjiik.
6. A Ao és Ay, valamint a pgg és pyo becslése az algoritmus sordn hasznéalt

értekeik atlaga lesz. (Az els6 néhany ezer adatot — az iteraciok mintegy tizedrészét —
nem vessziik figyelembe.)

7. AZ; (i =1,2,3,..., N) becslése az az allapot, melyben a rendszer az
algoritmus soran tébbszor tartézkodott.

Az iteracios becslési eljaras elvégzéséhez programot dolgoztunk ki, amelynek
alkalmazasaval a kovetkez eredményeket kaptuk:

5000 figyelembe nem vett iterdcié utan 100 000 iteraciot végeztiink. Az alabbi
tablazatban lathatoak becsléseink. Az ,Osszesitett” becslés az elss (,,Atlag”) sorban
lathato, a tovabbi sorok 100100 iteracié soran kapott atlagot mutatjak (vagyis csu-
pan 1200 iteraci6 eredmeényét tartalmazza az 1-12. sor, az els6 viszont 100 000-ét).
Az utolso két oszlop azt jelzi, hogy az utolsd 2 évben az iteraciok hany szazalékaban
volt az egyes allapotban a rendszer.

10 1 P00 pl0 =103 Iz 104
Atlag 4, 18204757 9,595539041 0,732472625 0,272438237 73,505 53,007
1 4_6'5;'1"‘5'1“66—6; 9,457883732 0,701 145060 0,281892006 68 57
2 4,404168520 9,8841 50196 0,759503698 0,31 3682174 68 4z
s 4,1 23858765 9,403907699 0, 719902759 0,24T088922 61 57
4 41644321309, 4324047812 0, 746502007 0,235290183 92 70
5 4305457640 9, 75951 5695 0, 7437001 70 0,282466375 72 51
s 4,1222849659,5267311390,716296275 0,2836 79996 BS 48
7 4035598721 9,356752326 0, 730958985 0,251609114 688 &9
8. 40644237199 425677438 0, 702309667 0,26 878470 683 56
9 4,1568528109,5407125040,745310557 0,257037332 87 65
10 4,137226495 9,39921 3003 0,749120459 0,23 4497373 82 71
11. 3,9204894859,383593921 0,671 171453 0,269699750 79 50
12, 3,925001458 9 083686216 0,699076408 0,235576461 99 T
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Megjegyezziik, hogy az elébbivel megegyezs feltételekkel torténs mésik két fut-
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tatas eredménye (a fenti sorrendben):

Ao becslése | A1 becslése | pgo becslése | py, becslése | Z1o3 becslése | Zigsbecslése
4,2667 9,5401 0,2717 0, 7385 72,29 51,81
4,1848 9,5976 0,2727 0,7333 73,64 53,06

Lathato, hogy pgg €8 p1o becslései igen tavol allnak egyméastol és a futési
eredmények alapjan elutasithat6é az a hipotézis, hogy egyenlSek (mar emlitettiik,
hogy ez felelne meg a keverék Poisson-eloszlas (1.1) modelljének).

Ao és A1 a priori eloszlasanak paramétereit megvaltoztatva hasonld becsléseket
kaptunk.

Az iteracidkat 100-asaval csoportositva Ag és Ay becsiilt értékeit dbrazolja az
alabbi két grafikon:

100 400 s00 Foo s00

8. abra. A )\g becslései az iteraciokat szazasaval csoportositva

300 s00 700 900 1

9. abra. A \; becslései az iteraciokat szdzasaval csoportositva
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Az atmenetvalosziniségek becslése pedig a kovetkezSképpen alakult pg,, illetve
P1o esetén:

Ce ————
ozal Nl
0,76 il
0,74 1 |' ¥
o,72 | | |
it |l (1

0,66 I — -H-

0.66

oty -——-|-—- e 3 e s i : : :
e - SRR || SRS TR e i S ol A—

11. abra. A p;q becslései az iterdciokat szazasaval csoportositva

7. A becslések eredményeinek Gsszehasonlitasa, elérejelzések

7.1. Két Poisson-eloszlast valdszintiségi valtozo keverékének eloszlasa esetén a
becslésekre a kovetkezok adodtak: p = 0,56, A = 4,3657, Ao = 9,88. A 12. sbra
mutatja a becsiilt paraméterekkel a rengésszam eloszlasat.

Adatainkat grafikonon is abrazoltuk.

Lathato, hogy négy rezgésre szamithatunk legnagyobb eséllyel, illetve példaul
annak esélye, hogy legalabb 10 rengés lesz egy év soran 0,2396 e modell szerint.
Az illesztett eloszlds medidnja 6.

7.2. Hérom Poisson-eloszlast valoszintiségi valtozo keveréke esetén p = 0, 1033,
G = 0,5915, Ay = 1,8528, Ao = 5,5832, A3 = 10,7964 adodott. Az eloszlast és a
hozz4 tartozé grafikont a 13. dbra mutatja.
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Gyakorisag 0 1 2 3 4 5 6
Valoszintiség | 0,0071 | 0,0313 | 0,0689 | 0,1023 | 0,1166 | 0,1117 | 0,0975
Gyakorisag 7 8 9 10 11 12 > 12
Valészintség | 0,0837 | 0,074 | 0,067 | 0,0599 | 0,0514 | 0,0414 | 0,0872

Két Poisson keveréke

014
? 012 o < *
8 o1 &
g L4
=§ 008 . < - .
N o0 * *
8 o -
o " ’ v
> om
o
0 2 4 6 F 10 2 14

Eves rengésszam

12. abra. Két Poisson keverékének eloszlasa a becsiilt paraméterekkel

Gyakorisag 0 1 2 3 4 5 6
Valoszintség | 0,018422 | 0,042497 | 0,062834 | 0,083002 | 0,076011 | 0,111148 | 0,108231
Gyakorisag 7 8 9 10 11 12 > 12
Valészintség | 0,115015 | 0,080752 | 0,066643 | 0,055092 | 0,045506 | 0,036976 | 0, 097869

Harom Poisson keveréke

0,140000
0,120000 =
0,100000
0,030000 * *
* *
0,060000 *
0,040000
0,020000
0,000000

L 4

Valészinliség
*
i d

Eves rengésszam

13. Abra. Harom Poisson keverékének eloszlasa a becsiilt paraméterekkel
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A legnagyobb valoszintiséggel hét rengés torténik évente a modell szerint. (Ot
és hat rengésnek is szinte ugyanennyi az esélye.) Az éves rengésszam medianjanak
becslése e modellben is 6. Legalabb 10 rengés lesz 0,2354 valoszintiséggel, igy
varhatoan kb. 4 évente lesz legalabb 10 rengés.

7.3. Az MCMC médszer egyik el6nye, hogy segitségével a kovetkezs évek
torténéseit is szimuldlni tudjuk. A becslési iterdcid minden (vagy példaul min-
den 100.) lépésénél a pont aktualis paraméterekkel a feladatnak megfeleld szama
év eredményét sztochasztikusan generaljuk. Ezaltal a moédszer alapja lehet mas
vizsgalatoknak is (példaul foldrengések modellezésének).

Az alabbi tablazat soraiban egy-egy eldrejelzés lathatd 2004-t61 2023-ig. A pa-
raméterek becslése utan dllapotokat generaltunk 20 évre a megfelel6 dtmenetvalé-
szintségekkel, majd az allapothoz tartozo (szintén becsiilt) paraméterrel Poisson-
eloszlasbol adatokat generaltunk:

1116 (311|211 2| 4 |12 2
11 |1] 3 |4|16 |10

(1]
[$V]
o
e
o

511116912
916 (4|43 0[6]4]9

(14
Co
|

A 20 év rengésszamainak generalasat 1000-szer végeztiik el. A 2007-es évre
(amely a negyedik generalt adatot jelenti) az alabbiakat mondhatjuk:

7.3.1. A rengésszam gyakorisaga a kiévetkezének adodott 1000 forgatokdnyv
vizsgalata soran:

2007-re 1000 forgatokonyv gyakoris agai

140
120 —
100
80
60

ggﬁ—t i i Wﬂmmsg —

012 3456 7 8 910111213 14 1516 17 18 19 20 21 22 23

Gyakorisag

Rengés évente

14. abra. A 2007-es évre generalt adatok gyakorisaga 1000 forgatékonyv esetén

7.3.2. Az emlitett évre a rengésszam kvantilisére 99%-os szinten 16, 95%-os
szinten pedig 13 adoédott. Meg kell jegyezni, hogy a keverék Poisson-eloszlasa
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modellben a becsiilt paraméterekkel nagyon hasonld értékek jénnek ki.
P(& <13) =94,4%, P(& < 14) = 96,6%,
P(& <16) = 98,9%, P(& < 17) =99,4%

7.3.3. A 20 év medianjanak gyakorisdga a 15. dbran lathaté. A legtSbbszor
az 5, utdna 4,5, 5,5 és 6 jott ki.

A medianok gyakorisaga 1000 forgatokonyv esetén

250

200 *
:g 150 * &
g *
% 100 . .

% e

0 - AR SN

] 2 4 6 8 10 12
Median

15. Abra. A medidnok gyakorisaga 1000 forgat6konyv esetén

7.8.4. A 20 év generélt rengéseit tartalmaz6 1000 forgatokdnyvben a ma-
ximalis rengésszamokat vizsgilva az esetek tobb mint felében legalabb 13 volt a
maximalis éves rengésszam. Leggyakrabban 14-et kaptunk maximumnak, és nem
elhanyagolhat6 (0,05 és 0,1 kozotti) azoknak az éveknek a relativ gyakorisaga,
amikor 17 vagy 18 eseményt generaltunk maximalisan (20 év alatt).

Maximalis rengésszamok gyakorisaga 1000 forgatokényvben

200 -
ﬁ* 150 .« *,
g 100 - +
& 50 . ¢ .
0 = : *® 4000
0 5 10 15 20 25 30

Maximalis rengésszam

16. abra. A 20 évenkénti maximélis rengésszamok gyakorisagai 1000 forgatokdnyv

esetén
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8. Osszefoglalas

Dolgozatunkban megprobaltuk bemutatni a Magyarorszagon bekovetkezd éves
foldrengésszémok statisztikai vizsgalatdnak néhény lehetséges megkozelitését. Cél-
jaink kozé tartozott, hogy az utébbi években egyre népszertibb MCMC-mébdszer
hasznossagat egy érdekes adatsoron szemléltessiik.

Megallapitottuk, hogy a leggyakrabban alkalmazott eloszlasok nem illeszked-
nek jol adatainkra. A keverék Poisson-eloszlassal a gyakorisagokat megfelelGen ko-
zelitettiik, de a rejtett Markov-modell becslésénél kapott eredmények azt sejtetik,
hogy az éves rengésszamok nem fiiggetlenek egymastol.

A kidolgozott programmal a jovébeli események kénnyen szimulalhatok, fel-
hasznalhatok példaul biztositasi szamitasokhoz. A tovabbiakban tervezziik kisebb
teriiletek foldrengésszamainak leirasat tér-idé modellek segitségével is, de gy gon-
doljuk, hogy az eddig kapott eredmények segitséget nytjthatnak ezekhez a vizsga-
latokhoz is.

Koszonjiik Szeidovitz Gy6zd segitségét, akitdl tobb hasznos tanacsot kaptunk
a foldrengések szakirodalméval kapcsolatban. K&szonjiik tovabba a lektor hasznos
észrevételeit.
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MODELLING OF ANNUAL FREQUENCY OF EARTHQUAKES IN HUNGARY

EL6D Kovics, MIKL6S ARATO, AGNES LIPovITS

Some possible approaches of the annual earthquake numbers’ statistical investigation hap-
pening in Hungary is tried to be presented in the essay. We aimed to demonstrate an interesting
series of data the usefulness of the MCMC method, which is getting more and more applied in
the last years.

We pointed out that the distributions applied most often do not apt well to our data. We
approached the frequencies with the mixed Poisson distribution acceptably, but the results, recei-
ved by the evaluation of the hidden Markov model, suggest that the annual numbers of frequencies
are not independent of one another.

Future events might be easily simulated with the presented program, applying for insurance
calculations for example.
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