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TERMESZETES KIVALASZTAS ES RIEMANN-GEOMETRIA

FARKAS MIKLOS

Felirjuk a szelekcié Fisher-féle differencialegyenletét, targyaljuk ennek legfonto-
sabb tulajdonsagait. Kimondjuk a Kimura-féle maximumelvet, és Gj metrika beve-
zetésével igazoljuk azt.

1. Bevezetés

Ha egyetlen fajt tekintiink, és valtozatlan koriillmények kozott, a tébbi egytittéls
fajtol elkiilonitve vizsgaljuk, a darwini természetes kivalasztis egy egyszertisitett
valtozatat viszonylag konnyen modellezhetjiik matematikailag. Feltételezziik, hogy
genetikailag minden egyes egyed egy diploid sejtbdl fejlédik ki. A diploid zigdta
két haploid ivarsejt, két gaméta Gsszeolvadisabdl jon létre, amelyek az egyed két
sziil6jétsl, az anyatol és az apatdl érkeznek a reprodukcié soran és hordozzék a
szilok genetikailag atorokithet anyagat. A gamétakat genome-tipusokba soroljuk;
egy 4 tipusu és egy k tipusi gaméta egy ik tipusu zigotat alkot. Az ik tipust
azonosnak tekintjiik a ki tipussal, vagyis nem kiilonboztetjiilk meg a gamétakat
aszerint, hogy az anyatdl vagy az apatdl érkeztek-e. A reprodukcié sorédn az ik
tipusu zigbta egy i és egy k tipust gamétat produkal, ezek azutan més gamétapart
keresnek maguknak. Az egyszertiség kedvéért azonban ugy képzeljik, hogy az ik
tipusu zigota egy ugyanolyan tipusit reprodukal, és figyelmen kiviil hagyjuk a
mutaciokat és a cross-overt (azt, hogy egyes gének véletlenszertien kicserélédnek,
illetve azt, hogy a zigotat alkotd gamétdk kromoszomain egyes szakaszok helyet
cserélhetnek). A létért valo kiizdelem” a zigotak kozott zajlik; az életképesebb
tipusok elszaporodnak, a gyengébbek kihalnak. Jeloljik b;;-val, illetve d;;-val az
ik zigdta szaporodasi, ill. halalozasi ratajat; ekkor a

M4k = big — dig,

kiilonbséget az ik zigdta fitneszének nevezziik. Az el6bbiek szerint m;, = my;. Ez
az id6ben allandoénak tekintett érték hatarozza meg a zigota sikerét a versenyben,
vagyis azt, hogy melyik zigéta genotipus marad fenn és orokit at, és melyik hal ki.
Az itt szerepls fogalmakra és a kovetkezSkre nézve lasd [1] és az abban szerepls
hivatkozasokat.
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A kovetkezS pontban bevezetjiik a gaméta genome tipusok allapotterét és felir-
juk a dinamikajukat leird Fisher-féle differencidlegyenletet. A 3. pontban kimond-
juk a Kimura-féle mazimumelvet, bevezetjiik a Shahshahani-metrikdt és igazoljuk
a maximumelv érvényességét.

2. Az allapottér és a Fisher-féle differencidlegyenlet

Legyen n a kiilonbozs, figyelembe vett gaméta genome tipusok szama és
x;(t) > 0 az i-edik genome tipus mennyisége (i = 1,2,...,n) a ¢ idé6pontban. Fel-
tételezziik, hogy a populacié ,,jol kevert”, vagyis barmely gaméta egyenls valdszi-
niiséggel talalkozik barmelyik masik gamétaval, és a létszamok olyan nagyok, hogy
a relativ gyakorisdgokat egyenlének vehetjiik a valoszintiségekkel. Az ik tipusu zi-
goték szama legyen x;k, az Gsszes zigdta szdma T = szzl Tik, az Osszes gaméta
szdma 2T = .| x;. Az ii tipust homozigdtdk egy fére esd szama idGegység alatt
my;-vel, az ezeket alkotd ¢ gamétak szama ennek kétszeresével valtozik. Az ik ti-
pusu heterozigotik egy fore es6 szama idGegység alatt mgi-val, az ezekben 1évG 4
gamétak szama ugyanennyivel valtozik. Az i gamétdk szdmanak dinamikajat a
kovetkezs differencidlegyenlet-rendszer irja le:

dIi
dt

= 2m“3’“ + Z MLk, 1= 17 2, ey (1)
ki

Minket a kiilénb6z6 genome tipusok gyakorisidga, a genome tipusok eloszlasa ér-

dekel. Az i genome tipus gyakorisidga p; = 3%, az ik és az ii zigéta genotipus
gyakorisaga
Tik .
Pik = T = 2pipk7 ? 7& ka
illetve

T
pi = — = p?

T
mivel ennyi annak valdszintisége, hogy egy ¢ gamétat tartalmazd zigota egy k
(illetve egy ugyanolyan i) gamétat tartalmazé zigotaval talalkozzék és ilyen uto-
dokat hozzon létre (ez az an. Hardy-Weinberg-torvény; a heterozigotak esetében
ugyanaz a genotipus kétféleképpen johet 1étre: anyatol-apatol, illetve apatol-anyatol).
Az allapottér

Y ={(x1,...,xn) 320, i=1,...,n},

a gyakorisagok dinamikaja azonban e tér
S={(p1,---,pn) ERL: p1+--+pu =1}

szimplexéhez van kotve. A kovetkez6kben (pi,...,p,) mindig e szimplex pontjat
jeloli. Nem tul nehéz szamolas utan (1)-bdl levezethetS a természetes szelekcio
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Fisher-féle differencidlegyenlete:

dp; .
dtZ = Di Ek MikPk — ;g . ME;PrP; | » 1=1,...,n. (2)
¢ 5J

Az
mi(p) =Y mikps
k

kifejezés az ¢ gamétat tartalmazo zigotak fitneszének stlyozott szamtani kozepe;
ezt az i gaméta fitneszének nevezziik.

m(p) = Z MEjPEP; = Z m;(p)p;
k,j J

a populacio dtlagfitnesze. A (2) differencidlegyenlet ezekkel a mennyiségekkel még
a kovetkezGképpen is felirhato:

b; :pi(mi(p)_m(p))’ t=1,...,n (2/)
A (2') egyenleteket Osszeadva lathatd, hogy ha a kezdeti érték p(0) € S, ak-
kor lel(O) = 0, vagyis a megoldas trajektoridja rajta marad az S szimplexen.
Tovabbé, ha az ¢ gaméta fitnesze nagyobb az atlagfitnesznél, akkor gyakorisidga nd,
ha pedig kisebb, akkor gyakorisaga csckken. Egyensulyi allapotba akkor keriil a
rendszer, ha az O6sszes (megmaradt) genome tipus fitnesze egyenls. Egyszertd sza-
mol4s mutatja, hogy a targyalt esetben (szimmetrikus fitnesz matrix) érvényes a
kévetkezé:
2.1. TETEL. (A populdciégenetika alaptétele). A (2) differencidlegyenlet meg-
oldasai mentén a populdcié atlagfitnesze névekedik.

Valéban kiadédik, hogy

2
m (p(t)) =2D* >0, ahol D*>=3% p; (m - Zpk-mk>
i k

a genome fitneszek eloszlasdnak szorasnégyzete. EgyenlGség csak akkor &ll fenn, ha
a szoras zérus. Az el6z8 egyenlStlenséghdl az is 1athatd, hogy az atlagfitnesz annal
gyorsabban noévekszik, minél nagyobb a széras. Ekkor gyorsan csokken az atlag
alatti gamétak gyakorisaga és novekszik az atlag folottieké.

3. A Kimura-féle maximumelv, a Shahshahani-metrika

A Kimura-féle maximumelv, amelynek érvényességét intuitive elvarjuk, azt
mondja ki, hogy az evolicié soran nemcsak az igaz, hogy a populécié atlagfit-
nesze allandéan novekedik, hanem az is, hogy az eloszlas a leggyorsabb névekedés
irdnyaban valtozik. Matematikailag ezt a kdvetkezGképpen fogalmazhatjuk meg.
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3.1. TETEL. A Fisher-féle differencidlegyenlet megoldasai trajektoridinak érin-
tévektora, vagyis a (2) differencidlegyenlet jobboldalan all6 vektor parhuzamos az
atlagfitnesz gradiens vektoranak az S szimplexre vetett vetiiletével.

Ha elvégezziik a szamitasokat, kideriil, hogy a Tétel allitdsa nem teljesiil.
Latszolag vagy a Kimura-féle maximumelvet, vagy a Fisher-féle differencidlegyen-
letet el kellene vetni. Az ellentmondast Shahshahani oldotta fel [2] dolgozata-
ban azzal, hogy a gaméta genome tipusok mennyiségeinek fazisterében mas met-
rikat kell bevezetni. Az R fazistérben két ,szomszédos” pont, (21,...,2,) és
(1 + dz, ..., z, + dz,) tavolsdganak négyzete, az ,jivelemnégyzet” (azért, hogy
Osszhangban maradjunk a korabbiakkal, a koordinatak indexeit tovabbra is alulra
irjuk, és nem fogjuk az Einstein-konvenciot hasznélni):

1 1
ds* = —da? + - + —da?
x x

no
1 n

x; > 0, 1=1,...,n. (3)

Ez a Shahshahani-metrike, amit fazisteriinkben hasznélni kell. Intuitiv jelentése
az, hogy a dx; megvaltozas annél jelent&sebb, minél kisebb z;, és nagy z; esetén
elhanyagolhato. A (3) metrika bevezetésével a fazistér latszolag Riemann-térré
alakul. Azonban az

i’ O 1

T dz; = a—fidmi = gwidwi, i=1,...,n 4)

Tr; =
koordinatatranszformacio a (3) ivelemnégyzetet a
ds® = dzi> + - + dz,”

alakra transzformalja, ami azt jelenti, hogy a tér euklideszi maradt, bevezethetd
Descartes-féle koordinatarendszer, csupan az eredeti (marmint az x; rendszer)
nem az.

Ezek utan kiszamitjuk az atlagfitnesz gradiensét és annak vetiiletét az S szimp-

lex érintGsikjara. A hullamos, Descartes-féle koordinatarendszerben S egyenlete

51/2+"'+'%\’r;2:47 @207 izl?"'an7
vagyis a Shahshahani-metrikdban S az (n — 1) dimenzids, 2 sugaru, origd kozép-
pontd goémbfeliiletnek a pozitiv ortansba esd része. Az atlagfitneszt attranszfor-
maljuk az 4j koordindtarendszerbe:

~ — 1 o
m(x) = Zmikxi(x)xk(x) =1 Zmikxizxk2.
ik ik

Ha egy Riemann-térben egy skaldrmezd gradiensét kiszamitjuk, akkor elsédlege-
sen a vektor kovaridns koordinatait kapjuk meg. Euklideszi térben, Descartes-féle
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koordinatarendszerben azonban ezek megegyeznek a kontravaridns koordinatakkal.
Tehat az atlagfitnesz gradiensének kontravarians koordinatéi

~ 1 o o o
vm(@) = lz muTr ()%, mokda(Tr)°, - .,Zmnk:cn(m?] :
k k k
E vektor S érintGsikjara vett vetiiletének kiszdmitasahoz latnunk kell, hogy az S

gombfeliillet  pontjaban a normalvektora z, ennek abszolut értéke 2, vagyis a

normal egységvektor % A gradiens vetiilete S érintGsikjara tehat

5(%) = Vm(Z) — (ﬁm(g) . ) S = Vm(z) - m@)z
~ (@) - — LT —
= |ﬁﬁ (%:mlk 4 _m(x) yoeeln zk:mnk( 4 _m(T) :
A (4) transzformacios formulat alkalmazva a kontravarians vektorkoordinatakra

vy = T (Z i 7 —mm)

= 2x; (Z MLk — m(m))
k

= 2 (my(z) — m(z)),

ahol ). z; = 1. Ez (2') jobb oldalanak kétszerese. Ezzel a 3.1. tételt bebizonyitot-
tuk.

Vannak, akik a természetes kivilasztason alapuld evolucidébdl azt a kévetkezte-
tést vonjak le, hogy az egyes fajok valtozatlan koriilmények kozott a lehets legélet-
képesebb szinvonalra fejlédnek, illetve fejlédtek, hogy a ma él§ oroszlén, szinyog,
tolgyfa, vagy ember maga a tokéletesség. Ez hamis kovetkeztetés. Amikor hosszi
idére allando koriilmények jonnek létre (idgjaras, egyiittéls fajok, stb), az adott faj
az un. fitnesz tdj (fitness landscape) egy meghatarozott pontjan talalhat6. A fitnesz
taj az atlagfitnesz grafikonja a gamétaeloszlasok szimplexe f6l6tt. Ugy képzeljiik ezt
el, mint egy holdbéli tajat, vagy egy vulkanikus cstcsokkal tarkitott ,kamcsatkai”
vidéket. Amikor az evolucié elkezdddik, a populéacié a Kimura-elv szerint elkezd
maszni folfelé azon a hegyen, amelyen éppen van, vagyis gaméta Osszetétele ahhoz
a ponthoz tart, amely f6l6tt a hegy cstucsa helyezkedik el. Ha ezt a pontot elérte,
nyugalomba keriil, hiszen innen mér nem tud elmozdulni (tgy, hogy atlagfitnesze
novekedjek). Innen vagyakozva tekinthet méas kozeli, vagy tavoli, magasabb hegy-
cstcsokra, ahol mar nem lenne vakbele, nem kapna rendszeresen torokgyulladast
és konnyebben megértené a matematikat. Mas pontba csak akkor juthat el, ha a
koriilmények valtozasa kivetkeztében, az id6ben a fitnesz taj valtozik, atalakul agy,
hogy lehetévé tegye a mozgast, illetve akkor, ha igen kis valészintségd, 1ényeges,
hasznos mutéacié torténik.
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NATURAL SELECTION AND RIEMANNIAN GEOMETRY

MikL6s FARKAS

The Fisher differential equation of natural selection is presented and discussed. The Kimura

maximum principle is stated and proved by introducing a new metric, the Shahshahani metric in
the space of gameta genome types.
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