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EGY KONSTRUKTIVAN DEFINIALT TOBBDIMENZIOS
GAMMA-ELOSZLAS ILLESZTHETOSEGI FELTETELEVEL KAPCSOLATOS
KOMBINATORIKUS PROBLEMAKROL

KERI GERZSON ES SZANTAI TAMAS

A jelenlegi dolgozat célja a [4] dolgozatban bevezetett, és a [6] dolgozatban
tovabb vizsgalt, konstruktivan definidlt t6bbdimenzits gamma-eloszlas empirikus
adatokhoz val6 illeszthetGségére vonatkozé 1j eredmények kozlése. A t6bbdimen-
zi6s gamma-eloszlas és alkalmazasi lehetGségeinek bGvebb targyalasat az érdekl6ds
olvasé az [1], [2], [3] és [5] konyvekben taldlhatja meg. Azt mar a [4] dolgozat szer-
z61 megmutattak, hogy az altaluk bevezetett tobbdimenzids gamma-eloszlas nem
feltétlentil illeszthets tetszdleges nemnegativ tapasztalati kovariancamatrixt adat-
halmazhoz. A [6] dolgozatban a szerz§ a kovarianciaméatrix elemeire vonatkozo sziik-
séges feltételeket fogalmazott meg az illeszthetGségre vonatkozbéan. Ezekrdl a 4-nél
nem nagyobb dimenziés eloszlasok esetében meg tudta mutatni, hogy elégségesek
is. Nagyobb dimenzié esetén e sziikséges feltételek elégségessége nyitott kérdés ma-
radt. Ebben a dolgozatban megmutatjuk, hogy magasabb dimenzioban a [6]-ban
felsoroltakon kiviil tovabbi sziikséges feltételeket is konnyen meg lehet adni. A mai
fejlettebb szamitastechnikai eszkdz6k birtokdban megadtuk az 5 és a 6 dimenzios
esetekre is az illeszthetGség elégséges feltételeit. Ennek soran kideriilt, hogy 5 di-
menzi6 esetén a szlikséges és elégséges feltételek Osszességére még tetszetds, kerek
meghatarozas adhato, 6 dimenzid esetén azonban e feltételek oly moédon béviilnek,
hogy mar nem OGsszegezhetSk a 4 és 5 dimenzids esethez hasonléan, és kezdenek
szinte kaotikusnak latszoé format 6lteni. Megkiséreltiik a 7 dimenzids eset megolda-
sat is, err6l azonban menet kézben lemondtunk, amikor kideriilt, hogy az elvégzendd
szamitas gépid6 igénye a vartnal joval tetemesebb.

1. Bevezetés

A [4] cikkben a szerzSk bevezettek egy 4j, tobbdimenzios gamma-eloszlast a
Tisza Tokajnal mért havi vizhozam adatainak a modellezésére. Kzt az eloszlast
illesztették a hat egymés utani vizszegény hoénap vizhozam adataihoz és sikeresen
alkalmaztak azt egy sztochasztikus optimalizalasi probléma megoldasaban. A [6]
cikkben a szerzG annak feltételét vizsgélja, hogy egy empirikus kovarianciaméat-
rixhoz létezzen a matrix adataira illeszkedd tobbdimenzidés gamma-eloszlas. Ez a
vizsgélat kapcsolodik a [4] cikk eredményeihez, melyben a szerzék harom modszert
dolgoztak ki a targyalt tébbdimenzids gamma-eloszlas empirikus adatokhoz térténd
kozelits illesztésére. A [6] cikk alapGtlete annak felismerése, hogy a t6bbdimenzios
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gamma-eloszlas illeszthet&ségének a problémaja a kovetkezd linearis egyenletrend-
szer megoldhatésidganak a kérdésére vezethetd vissza:

Milyen feltételek mellett teljesiil, hogy adott n x n méreti valés szimmetrikus
C maétrix esetén a

p
ZalalTﬁl =C (1)
=1

egyenletrendszernek a 19;-ekre van nemnegativ megoldasa? Itt p = 2" — 1, az
a; € R*", 1l = 1,2,...,p vektorok pedig az Osszes olyan R"-beli vektort jelentik,
melyek komponensei 0 vagy 1 értéktiek, de nem mind 0 értékd.

A C matrix szimmetrikus volta miatt elég az (1) egyenletrendszernek a C mat-
rix felsd haromszdg részéhez tartozo egyenleteit tekinteni. Ekkor az ajal didadoknak
is csak a fels§ haromszog része marad az egyenletrendszerben. A fels§ haromszig
matrixok elemeibsl 2n(n + 1) méretd vektorokat képezve, (1)-bél az

Ad=c
¥>0 @
feltételrendszert kapjuk, ahol A egy sn(n+1) x (2" — 1) méretd matrix.

A [6] cikkben a szerzs az (1) egyenletrendszer nemnegativ megoldasanak lé-
tezésére a kovetkezd sziikséges feltételt talalta, melyrél megmutatta, hogy n < 4
esetén elégséges is. (Idézzik az emlitett cikk 2.1. tételét.)

1.1. TETEL. Ha egy C empirikus kovarianciamatrixra létezik az (1) feltételek-
nek eleget tevd, csupa nemnegativ komponensbdl 4116 V1, . . . , ¥, paraméter halmaz,
akkor C elemeire teljesiilnie kell a

Z Cii — Z Cik + Z Cik + Z cir >0 (3)

il i€l kel i€l1 kel i<k i€z, k€2 i<k
feltételrendszernek, ahol I, 1o C T ={1,2,...,n} és [; NIy = 0.

E sziikséges feltételek segitségével egy uj, az el6zdeknél hatékonyabb algorit-
mus késziilt a pontosan illeszkedd tobbdimenzids gamma-eloszlas meghatarozasara,
melynek alkalmazasa soran gy épiil fel lépésrol lépésre a pontosan illeszkeds tSbb-
dimenzioés gamma-eloszlas, hogy a fennmaradé rész kovariancia méatrixa mindig
eleget tesz a ré vonatkozoé sziikséges feltételeknek, vagy legalabbis azok koziil a leg-
lényegesebbeknek. Az algoritmus lépései soran mindig csak az altalunk eddig ismert
szitkséges feltételek teljesiilését koveteljiik meg a fennmarado rész kovariancia mét-
rixdra vonatkozoéan, ezért el6fordulhat, hogy az algoritmus gy fejez6dik be, hogy a
szitkséges feltételek teljesiilnek ugyan, mégsem lehet a fennmaradé részt pontosan
elgallitani. Ennek esélyével kapcsolatos szamitasokat a cikk végén, a 4. szakaszban
ismertetiink. A kozbeess részekben (2-3. szakasz) az 1.1. tételben megadott sziik-
séges feltételek altalanositasara, majd n =5 és n = 6 esetén sziikséges és elégséges
feltételek megadasara és osztalyozasara vonatkozo tjabb eredményekrdl szamolunk
be.
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2. Egy mddszer a sziikséges feltételek bdvitésére

Ebben a szakaszban ismertetjiik és bebizonyitjuk az 1.1. tétel altalanositasa
forméjaban megfogalmazott bévebb sziikséges feltételrendszer 1étezését n > 4 ese-
tén. Az altalanosités elgkészitéseként elGszor egy lemmaét bizonyitunk be.

2.1. LEMMA. Ha egy C empirikus kovarianciamatrixra létezik az (1) feltételek-
nek eleget tevs, csupa nemnegativ komponensbél 4116 ¥4, . . ., ¥, paraméter halmaz,
akkor C elemeire teljesiilnie kell a

n—1 n
Pi p +1)
Z D it 3 e 20 (4)
i=1 k=i+1
feltételnek tetszéleges pi, pa, . - ., pn egészek esetén (melyek kizott lehetnek azono-

sak is).

Bizonyitds. Az (1) egyenletrendszer szerint

p
Cik, = g aiar Y
=1

ahol ayy, ag, . . ., ap az a; vektor komponensei. E kifejezéseket a (4) egyenlStlenség
bal oldalaba helyettesitve azt kapjuk, hogy

n—1 n

sz pz“rl u+Z Z PiPrCik =

i=1 k=i+1

p n n—1 n
Z [Z(P? + pi)ag +2 Z Z pipkailakl‘| U =
i=1

1 i=1 k=i+1

n 2 n
<Z pi all> + Z piafl v =
i=1

=1

(Z p> (Z pra + 1> >0

i=1

N =
X

l\J\H
(7=

1

N)M—l
M@

l

1

Az 4talakités utolsé lépésében felhasznaltuk, hogy a? = a;, mivel a; értéke
csak 0 vagy 1 lehet. [

Az altalanositast kimondé tétel megfogalmazasahoz jeloljiik a 0-t6l és egymaés-
t6l is kiilonboz6 p; egészek szamat s-sel, és gyfijtsiik dssze az azonos p; egészek
indexeit az I1, Is, ..., I indexhalmazokba. (Természetesen lehetséges, hogy vala-
mennyi nemnulla p; kiilonbozik egyméastol, ebben az esetben az Iy, Is, ..., I in-
dexhalmazok mind egyelemiiek.) Most tetsz6leges p € {1,2,...,s} esetén legyen
rp, = p; ahol ¢ € I,. E jelolésekkel nyilvanvaléan adddik a 2.1. lemma aldbbi
kévetkezmeénye:
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2.1. TETEL. Ha egy C empirikus kovarianciamétrixra létezik az (1) feltételek-
nek eleget tevd, csupa nemnegativ komponensbdl 4116 9+, . .., 9, paraméterhalmaz,
akkor C elemeire teljesiilnie kell a

i 77*1,(7“1,2—1— 1)2011' +i: 7‘12, Z Cik | +
p=1

p=1 i€l i€lp, kel i<k
s—1 s
+ E E TpTq E cGr | >0
p=1g=p+1 i€l keI,

feltételeknek, ahol I,I»,..., I C I = {1,2,...,n}, [, N1, = 0, ha p # g,
r1,T2,...Ts pedig tetszéleges 0-t6l és egyméstol kiilonboz6 egész szamok.

Vegyiik észre, hogy a 2.1. tételbdl az 1.1. tételt agy kapjuk meg, hogy a para-
métereknek azokra az értékeire szoritkozunk, melyekre s =1, 1y = —1, vagy s = 2,
T = 1, To = —1.

Megjegyezziik, hogy méar az 1.1. tétel is tartalmazott redundans feltételeket,
ez még inkabb igy van a végtelen szamossagu feltételt tartalmazé 2.1. tétel esetén.
A [6] dolgozat feltarta, hogy az 1.1. tétel esetén melyek a redundans feltételek,
megmutatva, hogy tetszéleges n-re az 1.1. tétel feltételrendszere ekvivalens azzal
a sziikebb feltételrendszerrel, amit tgy kapunk, hogy az eredeti feltételekbdl csak
azokat vessziik figyelembe, melyekre

ny =0 és ng = 2,
vagy n; =1 és 1<ny <n-—n,
vagy ni > 2 és 2<ns <n—nj.

Itt és a tovabbiakban is n,-vel az I, halmaz elemszamat jeloljiik.

A 2.1. tétel esetében altalanos értelemben nem, de n = 5 esetére a késGbbi
1. tablazatban megadunk egy hasonld, redundancidt mar nem tartalmazoé sztiki-
tett feltételrendszert. E feltételrendszer meghatirozasahoz szamitégépes modszert
hasznaltunk. Ugyanez a kérdés n > 5 esetén nagyon nehéznek latszik, viszont egy
ilyen, az altalanos esetre vonatkozé vizsgélat jelentGségét amugy is nagy mértékben
csOkkenti az az — ugyancsak szamitégép segitségével kapott — meglepd eredmény,
mely szerint n = 6 esetén mar az 1.1. tételhez képest lényeges bovitéseket tartal-
maz6 2.1. feltételei sem adnak elégséges feltételt.

A 4. gzakaszban n = 5 esetére két konkrét példat latunk olyan kovariancia-
métrixokra, melyek az 1.1. tétel feltételrendszerét még teljesitik, de a 2.1. tétel
feltételrendszerét nem. Fzek az ott Ci-gyel és Ca-vel jelolt métrixok.

3. Az n =05 és az n = 6 eset szamitogépes megoldasa

Amint mér a [6] dolgozat is részletesen kifejtette, a sziikséges és elégséges fel-
tételek vizsgalata ekvivalens bizonyos konvex poliedrikus kipok extremaélis irdnyai
meghatarozasanak a kérdésével.
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s |y T flg 1 o g felvatel tipus
rfz - —-]-1 - - c1z = 0
201 I -11 -1 - c11 — cpa = 0
2 1 2 — 1 —1 — c11 + 093 — €12 — C13 _' 1]
LN boo— S e11+ 23 + g + Cag — 012 — €13 — c1g = 0
21001 L= e £11 + 23 + 024 + f25 + c34 + o35 + a5 —
—C1p — g — g — s = 0
2] 2 2 - 1 -1 - £11 + 22 + C12 + Caq — 013 — €14 — Coz — Cag = 0
N i - 1 -1 - c11 + o + C12 + Caq + Cas +Cys —
—1% — ©14 — C15 — £33 — ©pd — ca5 = ()
sz =01 -1 - c11+ czz + c3s + 012 + 015 + ops + cgs —
— 14 — €15 — C24 — 25 — Csg — Cz5 = U
204 e e T Jess + o1z + 013 o1+ ozs + cag +os —
— 2015 — 2oag — Bogs — 2ogs = 0
A1 4 1 1 —1 2 £11 + 3ess + ca3 + ©24 + 0oy + 2095 —
=01z — 013 — 014 — 2055 — 2035 — 2ogs = 0
S 1 1 1 -1 -2 11 + €22 + a3 + 055 + 012 + O3 + Cas + 2ogs +
— 14— Czq — Caq — 2015 — 2095 — 2055 = 0
3 2 2 1 1 —1 =2 | e+ cop + 055 + 019 + 3y + 2055 + 2045 —

— 13 — C1q — 23 — g — 2015 — 2ogg = 0

1. tablazat. Sziikséges és elégséges feltételek n = 5 esetén
Jelolje C,, azoknak az n xn méretd valds szimmetrikus C matrixoknak a halma-

zat, melyekre az (1) feltételrendszernek létezik nemnegativ megoldésa. Jelolje D,,
azoknak az n X n méretd valés szimmetrikus D matrixoknak a halmazat, melyek

elemeire teljesiil
D> diji 20

j=1k=1
az i1,l9,...,is (1 <s<n) indexek minden olyan rendszere esetén, ahol
1 <1 <idg < -+ <is <n. [6]-ban a szerzé megmutatja, hogy a C, és D,

halmazok konvex kiupok a szimmetrikus matrixok mint vektorok @ dimenzibs
euklideszi terében, melyekre fennall, hogy D € D,, akkor és csak akkor, ha

n n

Z Zcikdik >0 minden C €C(, esetén,
i=1 k=1

és C € C,, akkor és csak akkor, ha

Z Zcikdik >0 minden D € D,, esetén. (5)

i=1 k=1
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Az ilyen tulajdonsagu kup parokat egymas duélisanak (vagy polarjanak) szok-
tak nevezni, gyakran forditott egyenlStlenségekkel értelmezve, de az altalunk vég-
zett vizsgalatok szempontjabdél mindegy, hogy a lehetséges értelmezések melyik
modozatat valasztjuk.

Az el6bbi megallapitis alapjan kimondhatjuk, hogy egy C empirikus kovari-
anciamatrixra akkor és csak akkor létezik az (1) feltételeknek eleget tevs, csupa
nemnegativ komponensbdl allo 91, . .., ¥, paraméter halmaz, ha fennall (5). Ebbsl
kivetkezik az aldbbi sziikséges és elégséges feltétel. (Ez lényegében a [6] dolgozat
4.2'. sllitasa.)

3.1. TETEL. Egy C empirikus kovarianciamétrixra akkor és csak akkor létezik
az (1) feltételeknek eleget tevd, csupa nemnegativ komponensbdl allé v.,...,7,
paraméter halmaz, ha

n n

Z Zcikdik >0 minden olyan D € D,, esetén,
i=1 k=1

mely a D,, kiipnak extremdlis irdnya.

E tétel gyakorlati értéke azon miilik, hogy meg tudjuk-e hatarozni D,, extre-
malis irdnyait.

A 2.1. lemma alapjan annyi rogton latszik, hogy a kovetkezd méatrixok mind
elemei (de nem okvetleniil extremalis irdnyai) a D, halmaznak. (Ehhez a
2.1. lemma (4) formulajat irjuk at a f6atlo alatti elemeket is tartalmazo
o Dok PiPkCik + Y oiq pici; > 0 alakba.)

p1(p1+1) p1p2 p1P3 e P1Pn
p2p1 p2(p2+1)  p2ps e p2pn
(6)
PnP1 Pn P2 PnpP3 e Pn (pn + 1)
A p1,p2,...,pn paraméterek itt is elGjelben nem korlatozott egész értékeket
vehetnek fel, k6zottiik lehetnek 0-k és azonosak is.
Ismét Gsszegytjtve az azonos p; értékeket az I1, Io, . . ., Iy indexhalmazokba és

bevezetve az Iy = {1,2,...,n}\U,—, I, jelolést, a (6) alatti D € D,, métrix elemei
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a kovetkezGképpen is megadhatok:

& — rp(rp+1) haiel, 1<p<s, 7
B 0 haie.[(),

diy = 7’% haikel, i#k 1<p<s, ()
0 ha’i,kEI(), ’L?ék7

rprg hai€l,, kel, 1<p q<s, p#q
di = (9)
0 ha ¢ € Iy vagy k € Iy.

Az Osszes extremélis irdny szidméanak meghatarozisa n = 5-re és n = 6-ra
a kettds leir6 modszerre (double description method) Fukuda &ltal implementalt
cdd+ programrendszer (lasd [7]) hasznalataval tortént. Az eredmény:

A Dy halmaz extremdlis irdnyainak szama 210.
A D¢ halmaz extremdlis irdnyainak szama 38780.

Izomorfia (vagyis ekvivalencia) vizsgalat alapjan ezek a szamok jelentGsen csok-
kenthetSk. Két azonos méretti szimmetrikus matrixot izomorfnak és egyuttal ek-
vivalensnek tekintiink, ha szimmetrikus sor-oszlop permutécié egyiket a masikba
viszi.

Nyilvanvalé, hogy ha D € D,, extremalis irany, akkor az 6sszes D-vel ekvivalens
métrix is eleme és extremélis irdnya a D,, kdpnak. Sajat készitésd gépi program
hasznalataval n = 5 és n = 6 esetére meghataroztuk az egymassal nem ekvivalens
extremalis irdnyok szamat, melyre a kévetkezd eredményt kaptuk:

A D5 halmaz egymdssal nem ekvivalens extremdlis irdnyainak szdma 12.
A Dg halmaz eqgymdssal nem ekvivalens extremdlis iranyainak szama 145.

Az alkalmazott moédszer lényege, hogy valamilyen szisztematikus leszamlalasi
eljarassal minden esetben az egyméassal nem ekvivalens struktirdk (esetiinkben
extremalis iranyok vagy, ha gy tetszik, matrixok) szaméat hatarozzuk meg. E cél-
bél valamilyen lexikografikus rendezési elv alapjan minden ekvivalenciaosztalybol
egyet, a lexikografikus értelemben legkisebbet taroljuk a leszamlélas soran.

Az n =5 esetre az izomorf alakzatok kizarasa utan kapott 12 extremalis irdny
a 2.1. tétel feltételrendszerébdl is kikovetkeztethetd, ha az 1. tabldzatban megadott
s, n; és r; paraméterekkel irjuk fel a 2.1. tétel feltételeit. E tablazatban felsoroljuk
el6szor a 8 korabban (az 1.1. tétel alapjan) is ismert feltétel fajtat, majd a vizszintes
vonal alatt folytatjuk a késébb talalt 4 feltétel fajtaval.

A matrixelemek indexeit varidlva, a tablazatban felsorolt 12 feltételtipusbol
tipusonként 10, 20, 30, 20, 5, 30, 10, 10 (eddig Gsszesen 135 régi), 5, 20, 20, 30,
minddsszesen 210 feltétel adodik. A D5 konvex kupnak ugyanennyi extremaélis
irdnyat kapjuk meg a 2. tablazatban felsorolt matrixokbdl a sorok és oszlopok
szimmetrikus permutaciéi segitségével.
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o100 0 2 -1 0 0 o0 2 -1 -1 0 0
1o 0 00 -1 0 0 0 0 N N
o000 0 o0 0 00 -1 1 0 0 o0
o000 0 o0 0 00 o0 o0 0 0
0o 0 o o o) L o 0o 0o o 0 00 00 0,
2 -1 -1 -1 0 2 -1 -1 -1 -1 2 -1 -1 0
-1 0 1 1 0 -1 0 1 1 1 12 -1 -1 0
-1 1 0 1 0 -1 1 0 1 1 -1 -1 0 1 0
-1 1 1 0o 0 -1 1 1 0 1 -1 -1 1 @0 o
0o 0 0 0 0 -1 11 0 B0 0 0 0
21 -1 -1 -1 2 1 1 -1 -1 o111 -2
12 -1 -1 -1 12 1 -1 -1 10 1 1 -2
-1 -1 0 1 1 112 -1 -1 1 1 0 1 -2
-1 -1 1 0 1 -1 -1 -1 0 1 1 1 1 0 -2
-1 -1 1 1 0 -1 -1 -1 1 0 -2 -2 -2 -2 6,
2 -1 -1 -1 2 21 1 -1 =2 21 -1 -1 -2
-1 0 1 1 -2 12 1 -1 -2 2 -1 -1 -2
-1 1 0 1 -2 112 -1 -2 -1 -1 0 1 2
-1 1 1 0 -2 -1 -1 -1 @0 2 -1 -1 02
V2 2 2 2 &) -2 -2 -2 2 2 V2 2 2 2 2

2. tablazat. D,, extremalis irdnyai n = 5 esetén

Megjegyezziik, hogy szamitégép nélkiil, standard matematikai moédszerekkel
elméleti Gton is bizonyithatd, hogy az 1. tablazatban felsorolt feltételek kézott —
az indexek variici6it is figyelembe véve — nincsenek redundansak. Az elméleti
bizonyitast az olvaséra bizzuk, és ennek megkdnnyitésére felsoroljuk az extremalis
iranyoknak megfelel¢ matrixokat is (2. tablazat).

Strukturdk ekvivalenciaosztalyainak vizsgalata sordn illik megadni az egyes
osztalyok automorfizmus-csoportjanak rendjét. Szimmetrikus matrixok ekvivalen-
ciaosztélyai esetén automorfizmusok azok a — sorok és oszlopok szimmetrikus per-
mutécidjaval értelmezett — leképezések, amelyek az adott matrixot valtozatlanul
hagyjak. Megvizsgélva ebbdl a szempontbél a 2. tablazatban megadott matrixokat,
kénnyen lathato, hogy e matrixok esetén automorfizmusok azok az indexpermuta-
ciok, amelyek csak az azonos (n;,r;) parokhoz tartozo indexeket, tovabba az eset-
leges csupa 0 értéket tartalmazd sorok indexeit permutaljik. Az automorfizmus-
csoportok tehat ezekben az esetekben kisméretd szimmetrikus csoportok direkt
Osszegei. A tablazatban megadott matrixok automorfizmus-csoportjanak rendje
eszerint minden esetben a

f[ni! ahol ng =n — Zs:ni (10)
i=0

i=1
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képlettel kaphato meg, és igy a 12 matrix automorfizmus-csoportjanak a rendjére
sorrendben a 12, 6, 4, 6, 24, 4, 12, 2, 24, 6, 6, 4 értéket kapjuk.

Itt érdemes mindjart megjegyezni, hogy a (10) képlet tetszbleges n esetén is
érvényes minden olyan szimmetrikus matrixra, melynek elemeit a (7)—(9) elGirassal
képezziik.

Ratérve az n = 6 eset vizsgélatara, a 145 egymassal nem ekvivalens extremalis
irany, illetve az ezeknek megfelel6 matrixok attekintése sordn az deriilt ki, hogy ezek
koziil csak 31 métrix adhaté meg a 2.1. tételben és a (7)—(9) formuldknal hasznalt
jelolésekkel. Sajnos, ez azt is jelenti, hogy az n = 6 esetre érvényes sziikséges és
elégséges feltételrendszer feltételei koziil ezeknek csak koriilbeliil egynegyede vezet-
hets le a 2.1. tétel alapjan. Ezek koziil 12 matrix az 1. tablazat soraihoz tartozo (és
a 2. tablazatban szemléltetett) 12 matrixnak egy-egy csupa 0 elemd sorral és osz-
loppal torténd kiegészitéseként adodik. Az ott még nem szerepelt ujabb 19 esetnek
a felsorolasat a 3. tabladzat tartalmazza. Az e tablazat sorainak megfelels egyen-
I16tlenség feltételek az 1. tdblazathoz, azok méatrix reprezentaciéi a 2. tabldzathoz
hasonlé modon irhatok fel.

s|m mg mz ng | Ty T9 T3 T4
211 5 - - 1 -1 - -
2| 2 4 - = 1 -1 - -
21 3 3 - - 1 -1 - -
2| 4 2 - = 1 -1 - -
2| 4 2 - -] -1 2 - -
215 1 - -] -1 2 - -
311 4 1 - 1 -1 2 -
31 2 3 1 - 1 -1 2 -
3| 2 3 1 - 1 -1 -2 -
31 3 1 2 - 1 -1 -2 -
31 3 2 1 - 1 -1 -2 -
3| 4 1 1 - 1 -1 -2 -
2| 4 2 - - 1 -2 - -
2|15 1 - - 1-1 3 - -
311 4 1 - 1 -1 3 -
313 2 1 - 1 -1 -3 -
31 4 1 1 - 1 -1 -3 -
4|1 3 1 1 -1 2 =2
4| 2 2 1 1 -1 2 =2

3. tablazat. Néhany tovabbi sziikséges feltétel n = 6 esetén
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A héatralévs tovabbi 114 extremalis irdny métrixa koziil a legtSbb egyéltalan
nem, vagy alig rendelkezik felismerhets struktiraval. Ezért ezeknek a matrixoknak
az egyenkénti vizsgalata nem tulsdgosan érdekes. A részletes vizsgélat helyett csak
néhany példat mutatunk itt Dg olyan extremadlis irdnyaira, melyek nem vezethetsk
le a 2.1. tételbdl:

0o 1 -1 -1 2 2 0o 1 1 -1 -2 =2
1 0 -1 -1 2 2 1 0 1 -1 —2 =2
-1 -1 2 1 -2 =2 1 1 0 -1 —2 =2
-1 -1 1 2 =2 —2 |’ -1 -1 -1 2 2 2|’
2 2 -2 -2 2 3 -2 -2 -2 2 6 3
2 2 -2 -2 3 2 -2 -2 -2 2 3 6
o 1 1 1 o0 -1 o o0 0 1 1 -1
1 0 1 1 0 -1 o 0 1 0 1 -1
1 1 0 1 -1 0 o 1 0 1 0 -1
1 1 1 0 -1 o[’ 1 0o 1 0 0 -1
0O 0 -1 -1 2 -1 1 1 0 0 0 -1
-1 -1 0 0 -1 2 -1 -1 -1 -1 -1 4

Ezek még viszonylag szabalyos strukturaval rendelkezé matrixok. (Az egymas-
sal nem ekvivalens extremalis iranyok teljes listajat a Fliggelék tartalmazza.)

4. Az illeszthetSség vizsgalata racspontok esetén

Ebben a szakaszban azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy mekkora annak a
veszélye, hogy a (3) sziitkséges feltételen alapulo illeszt6 algoritmus nem &llit el
pontosan illeszkeds tobbdimenzids gamma-eloszlast. E célbdl kiszamitjuk és Gssze-
hasonlitjuk a racspontok szamat a (3) feltételnek eleget tevé C matrixok halmaza-
nak, illetve a C,, halmaznak korlatos metszeteiben (adott élhosszusagt kockakban).
A tovabbiakban ismertetjiik a leszamlalasra alkalmazott modszer részleteit és ered-
ményét.

A gamma-eloszlas illeszthet&ségének, tehat az (1) egyenletrendszer megoldha-
tosaganak a kérdését itt olyan C szimmetrikus matrixok esetén vizsgaljuk, melyek-
nek minden elemére teljestil

OSCUS)\

Cij egész

} (1<i,j<n). (11)

Kis n-ek és A-k esetén (n < 6, A <9, de az utébbinak a korlatja n-tdl is fiigg)
meghatarozzuk az olyan C maétrixok szamat, melyek kielégitik az 1.1. tétel, illetve
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a 3.1. tétel feltételrendszerét, és egyidejileg eleget tesznek a (11) korlatossagi és
egészértékiiségi kivetelménynek is. Ellendrzési célbol dsszeszamoljuk az olyan kii-
16nb6z6 C empirikus kovarianciamétrixok szaméat is, melyek ugy addédnak, hogy
A-nal nem nagyobb nemnegativ egész értékd v, értékeket helyettesitiink be az (1)
feltételrendszer bal oldalan 4ll6 kifejezésbe minden lehetséges modon, és megha-
tarozzuk, hogy az igy kapott kiilonb6z6 C maéatrixok koziil hanyra teljesiil, hogy
minden matrixelem abszolut értéke legfeljebb .

A leszamlalas eredményét az 4. tablazatban mutatjuk be. (E tablazatbol az is
lathaté, hogy a kiillénb6z6 n értékek esetén milyen A\-kra végeztiik el az 6sszehason-
lité leszamlalast.) A leszamlalasra és ekvivalenciavizsgalatra készitett programok
helyességének teszteléseként elGszor n = 3-ra és n = 4-re végeztiik el a szamitast,
és azt taldltuk, hogy ezekre az n-ekre A < 9-ig a kiilénb6z6 modon elvégzett le-
szamlalasok azonos eredményt adnak. Ez nem meglepd, mivel tudjuk, hogy a (3)
feltétel n < 4 esetén sziikséges és elégséges. Mégis kaptunk ezzel egy nem til erds,
de talan ennek ellenére emlitést érdemls mellékeredményt:

4.1. TETEL. Ha valamely 3 x 3 vagy 4 x 4 méretii C métrix minden eleme
10-nél kisebb egész és az (1) rendszernek van nemnegativ megoldasa, akkor van
(1)-nek olyan nemnegativ megoldasa is, amely csupa egész értéki komponensbdl
all.

Megjegyezziik, hogy n = 3-ra az 4.1. tételben megfogalmazott allitds a A < 10
korlat nélkiil is igaz. Ez kénnyen lathato a [6] cikk 4. szakaszédban kozolt gon-
dolatmenetbdl, amely n = 3 esetén a (3) illeszthetségi feltételek elégségességét
bizonyitja.

A\n 4 5 6

1 12 19 19 19 30 30 30
2 10 32 108 373 371 370 1365 1339 1332
3 20 | 110 759 6593 6549 6546 75567 73498 73265
4 35 313 4230 90667 90152 90144 | 3259603 | 3177039 | 3174592
5 56 | 771 19190 | 929050 | 924671 | 924660

6 84 | 1702 | 73239

7 120 | 3442 | 241999

8 165 | 6487 | 709746

9 220 | 11533 | 1884440

4. tablazat. Az egymaéssal nem ekvivalens C métrixok
szama 3 kiilonb6z6 értelmezésben

A 4. tablazat n = 5-re és n = 6-ra harom oszlopot tartalmaz. Ilyenkor az
azonos n-hez tartozd harom oszlop kozil a balra 1évs (kisebb fontmérettel nyom-
tatott) oszlop a (3) feltételrendszernek eleget tevé C matrixok szamat, a kozéps6
(normél mérettel nyomtatott) oszlop a sziikséges és elégséges feltételrendszernek

Alkalmazott Matematikai Lapok (2008)



110 KERI GERZSON ES SZANTAI TAMAS

eleget tevé C matrixok szdmat mutatja, a jobbra lévé (megint kisebb meérettel
nyomtatott) oszlop pedig a nemnegativ ¢; értékek behelyettesitése utjan nyert C
métrixok szamat.

Az n = 2-hoz tartozo oszlop értékeit meghatéirozé fajlokat még kozvetleniil ge-
neréltuk az alabbi észrevétel alapjan: n = 2 és tetszSleges A esetén az e paraméter-
értékeknek megfeleld fajl azon 2 x 2 méretii szimmetrikus C métrixokbal all, melyek
elemeire fennéll

0<cia<ci1<cap <A

az ilyen (c12,¢11, c22) harmasok szdma pedig

A+3
(57)

n > 3 esetén az n-hez tartozé fajl elkészitéséhez a program inputként hasznalja
az (n — 1)-hez tartozé fajlt.

A leszamlalas eredményei bizonyos mértékig vélaszt adnak arra a kérdésre,
hogy a (3) feltételekre épiilg algoritmus mennyire megbizhato. Ez jorészt azon
mulik, hogy a (3) feltételrendszernek eleget tevé C matrixok kézott milyen ardny-
ban fordulnak el6 ,hamis megoldasok”, vagyis olyanok, amelyek nem elemei a C,
halmaznak. Az el6z6ekben specifikalt racspontokra n = 5;\ = 2,3,4,5, illetve
n =06, A =2,3,4 esetén a 4. tablazat adataibol kiszamithato, hogy ez a részarany
a vizsgalt esetekben 0,47 és 2,74 szazalék kozott van, és ez elég megnyugtatonak
tlnik.

Végiil két példat mutatunk ,hamis megoldas” eléfordulasara. Vélasszuk ehhez
a 4. tablazatban a legegyszeriibb olyan esetet, amikor a kiillénb&z8 értelemben vett
leszamlalasok eredményei kozott eltérés van. Ez az n = 5, A = 2 eset. Most
tekintsiik azokat a 0, 1, 2 elemd 5 x 5 méretdi matrixokat, amelyek a (3) felté-
telrendszernek eleget tesznek, viszont egész értékd 9J;-ek behelyettesitésével nem
allithatok el6. Harom ilyen matrix van, mivel a leszamlalas 373 matrixot generalt
az els6, 370 matrixot a harmadik esetben. Ezek a métrixok a kévetkezdk:

1 0 0 1 1 1 01 1 1
0 2 1 1 1 0 2 1 1 1
Ci=101 2111}, C=111211]1],
111 2 1 11 1 2 1
11 1 1 2 11 1 1 2
2 01 11
0 2 1 1 1
C3=|1 1 2 11
11 1 2 1
11 1 1 2
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A matrixelemek behelyettesitésével verifikilhatd, hogy mindharom métrix ma-
radéktalanul eleget tesz a (3) feltételrendszernek, viszont Cy és Cy esetén (1)-nek
mégsincs nemnegativ megoldasa, tehat C; és Co mint empirikus kovarianciaméat-
rixok esetén a gamma eloszlas nem illesztheté pontosan.

Konkrét szamitdshoz (1) helyett célszertibb a vektorialis (2) feltételrendszert
tekinteni. Az ebben el6fordul6 A matrix n = 5 esetén a kovetkezs:

1 1111 111111 1111 1
1 1 111 111 111 111 11
1 1 1 11 1 11 11 111 111

1 1 111 11 11 111 1111

1 1 1 11 1 11 111 11111

1 111 111 1

1 1 11 11 1 1

1 11 1
1 1 11 111 1
1 1 11 11 11
1 1 1 1 1 1 11
1 1 11 11 11

1 1 1 11 111

1 1 1 1 1 111

1 1 11 1111

>
Il
—_
—_
—_
—_

(Az attekinthetdség kedvéért a 0-k helyét liresen hagytuk a matrixban.)
Szorozzuk meg a (2) feltételrendszerben allo egyenléségrendszer mindkét olda-
14t balrél az

(1, 0, 0, 1, 1, 2, 2,—-2,—2 1,—-1,—-1,—-1,—-1, 1)
sorvektorral. Ezaltal azt kapjuk, hogy

Y1 + 94 + 95 + 306 + 307 + P10 + 3V15 + 6V16 + 17+
+ V18 + P19 + Vo0 + Vg + P25 + 3026 + 327 + V31 =
=c11 + Caq + 55 + 2c12 + 213 — 2¢14 — 2¢15+

+ €23 — €24 — Co5 — €34 — €35 + €45 = —1,

és ez ellentmond a 9 vektorra megkovetelt nemnegativitasnak.
Hasonl6 modszert alkalmazhatunk a Co matrixra is, de ehhez a

3,1, 0, 0, 0, 2,-2,-2,—-2,—-1,-1,—1, 1, 1, 1)
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sorvektorral érdemes szorozni, hogy a kivant célt elérjiik. Ekkor azt kapjuk, hogy

391 + Vg + 696 + V7 + Js + Vg + 13 + V14 + V15 + 3V16+
+ 3017 + 3018 + 325 + V26 + Va7 + Vas + V30
=3c11 + a2 + 2¢12 — 2¢13 — 2¢14 — 2015 — Ca3—
—Coq — C25 + C34 + €35 + ca5 = —1,
ami ismét ellentmond ¥ nemnegativitasdnak.
Egész mas a helyzet a C3 matrixszal. Ez a matrix arra az esetre példa, amikor

a (2) feltételrendszernek van nemnegativ megoldasa, de nincs egész értékd nemne-
gativ megoldésa. Egy nemnegativ megoldas a kdvetkezs:

ha l € {7,8,9,10,11,12,29, 30}

az Osszes tobbi [ indexre.

I =

O =

llyen esetek el6fordulasa magyarazza, hogy a 4. tablazatban az n = 5-hoz és
n = 6-hoz tartoz6é harom szamoszlop kozil a masodik és a harmadik oszlop kissé
eltér egymaéstol.
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Ko&sz6netnyilvanitas

A szerz6k koszonetiiket fejezik ki Hujter Mihalynak a kézirat alapos atnézé-

séért, hasznos észrevételeiért, valamint tanacsaiért, melyekkel segitette a dolgozat
végsS forméjanak kialakitasat.
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COMBINATORIAL PROBLEMS ACCORDING TO CONDITIONS ON FITTING A
CONSTRUCTIVELY DEFINED MULTIVARIATE GAMMA DISTRIBUTION TO
EMPIRICAL DATA

G. KEri aAND T. SzANTAI

The main goal of this paper is to give new results according to fitting the multivariate gamma
distribution introduced in paper [4] to empirical data. This problem was investigated before also
in paper [6]. More details of the multivariate gamma distribution and its applications can be
found in the books [1], [2], [3] and [5]. The authors of paper [4] proved that the new multivariate
gamma distribution not always can be fitted to empirical data when the empirical covariance
matrix has all nonnegative components. In paper [6] necessary conditions of the fitting were
given and the sufficiency of these conditions was proved for dimension 4. For higher dimensions
the question of sufficiency of the necessary conditions remained an open question. In this paper
we formulate further necessary conditions. This way we prove that the necessary conditions given
earlier are not sufficient. Using the more efficient computation tools we are able now to give the
sufficient conditions for dimensions 5 and 6 as well. However, for higher dimensions we have only
necessary conditions and the sufficiency of these conditions remains an open question.
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