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ELDISZJUNKT UTRENDSZER KITERJESZTESE

SZABO JACINT!

A dolgozatban egy ujfajta problématipussal, az Ggynevezett kiterjesztési prob-
lémaval foglalkozunk. Az off-line kiterjesztési problémdban adott egy G halozat
egész élkapacitasokkal, valamint egy Hi és egy Ha igénygraf egységnyi igényekkel
ugyanazon a ponthalmazon. Feladatunk meghatéarozni az olyan F' C E(H;)NE(H2)
élhalmazok méretének maximumaét, amelyeknek van olyan G-beli egész ttkiosztasa,
amely kiterjeszthetd Hi, valamint Ho egy-egy egész G-beli Gtkiosztasava. Az online
kiterjesztési problémdban adott egy G halozat egész élkapacitasokkal, egy H igény-
graf egy G-beli utkiosztassal, valamint egy Ho igénygraf egységnyi igényekkel,
amelyre E(H) C E(H2) teljesiil. Kérdés, mekkora az olyan F' C E(H) élhalmazok
méretének maximuma, amelyekre az adott Utkiosztds F'-re valé megszoritasa kiter-
jeszthets Ho egy egész utkiosztasava? Attol fliggden, hogy a grafok iranyitottak
vagy irdnyitatlanok, négy kiilonboz6 feladatot kapunk. Mind a négy NP-teljes, de e
dolgozatban teljes megoldast adunk e feladatokra abban az esetben, amikor G egy
gylird és az igénygrafok csillagok.

1. Bevezetés

A kovetkez§ fogalmakat iranyitott és iranyitatlan grafokra is értjik. Egy
c: E — {0,1,2,...} kapacitas-fiiggvénnyel ellatott G = (V, E) grafot hdlézatnak
hivunk. Legyen adott egy G halozat és egy H igénygraf ugyanazon a V ponthalma-
zon. H-nak lehetnek parhuzamos élei, de feltessziik, hogy H semely éle nem hurok.
E(H)-nak egy P leképezését H egy G-beli itkiosztdsdnak hivjuk, ha minden s és
t kozotti f € E(H) élre P(f) egy st-at G-ben, és minden e € E élt legfeljebb ¢(e)
ilyen at hasznal. Az e-t hasznaldé P-beli utak szama az e terhelése, ezt lp(e)-vel
jeloljiik. F C E(H) esetén azt mondjuk, hogy H-nak a P utkiosztésa kiterjeszti
F-nek a Pr tutkiosztasat, ha Pr = P|p.

1.1. Definicié. Az OFF-LINE KITERJESZTEST PROBLEMABAN adott egy
G = (V,E) halozat a c: E — {0,1,2,...} kapacitasfiiggvénnyel, valamint ¢ = 1,2-
re egy H; igénygraf ugyanazon a V ponthalmazon egy-egy G-beli tutkiosztéssal.
Jelolje po (G Hy, Hy) azon F C E(H,) N E(H,) élhalmazok méretének maximu-
mat, amelyeknek létezik egy olyan G-beli atkiosztésa, amely kiterjeszthetd Hy és
Hj egy-egy G-beli utkiosztasavi. Feladat meghatarozni p,g(G; H1, Ha)-t.

1A kutatas a France Telecom R & D, az OTKA K60802 és T'S049788 palyazatai, valamint az
ADONET Marie Curie RTN (504438 sz. FP6 szerz6dés) tamogatasaval folyt.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2008)



120 SZABO JACINT

1.2. Definicié. Az ONLINE KITERJESZTESI PROBLEMABAN adott egy G = (V, E)
halézat a c¢: E — {0,1,2,...} kapacitasfiiggvénnyel, egy H igénygraf egy
G-beli P utkiosztassal és egy masik Hy igénygraf egy G-beli utkiosztassal ugy,
hogy E(H) C E(H>) teljesiil. Jelolje won(G;P; Hs) azon F C E(H) élhalmazok
meéretének maximumat, amelyekre P|r kiterjeszthets Hs egy G-beli utkiosztasava.
Feladat meghatarozni ¢on (G; P; Hz)-t.

Ezen feladatokat tavkozlési halozatok tutkiosztasi problémai motivaljak.
Tegylik fel, hogy adott egy ilyen halozat, és egymas utan kiilénb6zé igénygrafok
valtjdk egymast, amelyeknek azonnal utkiosztast kell biztositani. Ezt lehetéleg
ugy akarjuk, hogy egy igénygraf-valtasnal minél kevesebb a valtast tuléls igénynek
kelljen 4j utat kiosztani. Ez épp az ONLINE KITERJESZTESI PROBLEMA. Figyeljik
meg, hogy egy igénygraf-valtasra koncentralva feltehetjiik, hogy a kordbbi igény-
graf részgrafja az tjnak. Az OFF-LINE KITERJESZTESI PROBLEMA akkor meriil
fel, ha példaul valamilyen napszaktol fiiggs struktirdja van az igénygrafoknak, igy
elég szamitési kapacitdsunk van arra, hogy elére kiszamitsuk igénygréafok egy soro-
zatanak dtkiosztasat. Ezt szintén lehetbleg tgy szeretnénk, hogy minél kevesebb
megmaradé igénynek kelljen Gj utat kiosztani. Bevezethetnénk tehat az OFF-LINE
k-KITERJESZTESI PROBLEMAT is, ahol egy k igénygrafbol allo sorozatnak kell utki-
osztast adni, ebben a cikkben azonban csak a k = 2 esettel foglalkozunk. Téavkozlési
halozatokrol bévebben [6]-ban olvashatunk.

Hs-nek adott egy-egy G-beli utkiosztésa, hogy a kiterjesztési probléma ne tartal-
mazza az utkiosztas keresésének NP-teljes feladatat. Bebizonyithato, hogy még igy
is NP-teljes a kiterjesztési probléma mind a négy valtozata

Ebben a dolgozatban a kiterjesztési problémat egy speciélis esetben oldjuk
meg.

1.8. Definicio. Az oda-vissza irdnyitott kér egy iranyitott graf a
{v1,v2,...,v, =vg} (n > 3) ponthalmazon a {v;v;11, vViy1v; : 0 < i < n—1}
élhalmazzal (azaz két ellentétesen iranyitott kor ugyanazon a ponthalmazon).
Gyird alatt iranyitatlan vagy oda-vissza iranyitott kort értiink.

A 2. fejezetben az irdnyitott esettel foglalkozunk. Mind az off-line, mind az
online valtozatra egy minimax formuldt mondunk ki abban a specidlis esetben,
amikor G egy oda-vissza irdnyitott kor és az igénygrafok minden élének ugyanaz
a pont a forraspontja. Az off-line esetben bizonyitast is adunk, az online eset
bizonyitasa pedig a [5] dolgozatban talalhato.

A 3. fejezetben az iranyitatlan esetet targyaljuk azon feltételezés mellett, hogy
G egy iranyitatlan kor, és az igénygrafok éleinek egyik végpontja kozos. Bizonyitas
nélkiil kimondunk egy minimax formulat az off-line valtozatra, és egy polinomiélis
algoritmust adunk az online esetre. Itt az a meglep6 helyzet all el, hogy tgy tinik,
a masik harom esettdl eltéréen az irdanyitatlan online valtozatban nem létezik szép
minimax formula.

Vegyiik észre, hogy ha csak egy csillag igénygrafunk volna, akkor a maximélis
folyam — minimalis vagas tétel miatt a jol ismert vagésfeltétel sziikséges és elégsé-
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ges egy utkiosztas létezéséhez. A kiterjesztési probléméban viszont a vélasz joval
bonyolultabb abban az egyszert esetben is, amikor a halézat egy gydrd.

A tavkozlési halozatokban betoltott fontos szerepe miatt szamosan vizsgaltak
az utkiosztasi probléméat gytirin, egy igénygraf feltételezése mellett. Ha a kapa-
citasok egészek, az igények egységnyiek, és a P tutkiosztas tort st-folyamokbol all
st-utak helyett, akkor tort utkiosztasrol beszéliink. A vagasfeltétel nem elegendd
tort ttkiosztas létezéséhez oda-vissza iranyitott kor haldézat esetén, ami megmagya-
razza azt, hogy erre a problémara az egyetlen ismert modszer egy linearis program
megoldésa. Iranyitatlan kor esetében viszont a vagasfeltétel elegends tort ttkiosz-
tas létezéséhez, és az els§ kombinatorikus algoritmus vézlatat Schrijver, Seymour
és Winkler [4] adtak. Modszeriiket késgbb Kiraly [3] javitotta.

Az utkiosztas e cikkben hasznalt fogalmara térve, Wilfong és Winkler [7] leirtak
egy elegans algoritmust utkiosztas keresésére egész élkapacitdsu oda-vissza iranyi-
tott kor hélézatban, feltéve, hogy tort utkiosztas létezik. Az iranyitatlan esetben
Frank [2] egy modszerével adhaté polinomialis idejd algoritmus.

Ha az igények egészek, de nem feltétleniil egységnyiek, és megkoveteljiik, hogy
az utkiosztas osztatlan legyen, azaz minden dy; igénytd s és t kozti f igényélre az
utkiosztasnak egy dy értékid st-utat kell tartalmaznia, akkor NP-teljes problémat
kapunk abban az egyszeri esetben is, ha a halozat egy gytirt (Cosares és Saniee [1]).
Az iranyitatlan esetben Schrijver, Seymour és Winkler [4] egy olyan kombinatorikus
kozelits algoritmust adtak, amely tort Gtkiosztas létezése esetén egy olyan osztatlan
utkiosztast ad, amely legfeljebb %D—vel sérti a kapacitasokat, ahol D az igények
maximuma. Megoldasuk kdnnyen kiterjeszthets az iranyitott esetre is.

A kiterjesztés” gondolata més érdekes kérdéseket is felvet a kombinatorikus
optimalizélas témakdrében. Példaul, egy paros graf élei pirosra, zoldre és piros-
z0ldre vannak szinezve. Hatérozzuk meg a maximalis méretii piros-zold élhalmazt,
ami kiterjeszthets piros, ill. z6ld teljes parositassa is. A szerz$ tudomésa szerint
ezen probléma komplexitasa nyitott.

2. Az iranyitott eset

Legyen G = (V,E) egy oda-vissza iranyitott kor. Egy iranyitott igénygraf
egy s € V kozéppontu csillag, ha minden élének forrdspontja s. Ebben a fejezet-
ben H, H; és Hs ilyen iranyitott grafokat fognak jelolni. A fejezetben mind az
OFF-LINE, mind az ONLINE KITERJESZTESI PROBLEMARA kimondunk egy minimax
formulat abban a speciélis esetben, amikor G egy oda-vissza iranyitott kor és Hy,
valamint Hs egy-egy s € V kézéppontu csillag. A révidség kedvéért az online eset
bizonyitasat kihagyjuk, ez megtalalhato [5]-ben.

2.1. Definicio. A G oda-vissza irdnyitott kor két lehetséges irdnya koziil az
egyik legyen az eldre, a mésik pedig a hdtra irany. Ennek megfelelGen, egy e € E él
lehet el6re- vagy hatraél, (@z u,v € V pontokra a két lehetséges u — v-ut koziil

[u,v] jeloli az elére-, és [u,v] a hatrautat (ha u = v, akkor mindkét ut egyetlen
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pontbol 4ll). Legyen (u,v] = [u,v] —u. Veégiil legyen € € E az e € E él ellentétesen
iranyitott parja.

Mint latni fogjuk, csillag igénygrafok utkiosztésa specialis alaktinak valaszt-
hato.

2.2. Definicio. A H igénygraf P utkiosztasa sima, ha létezik egy z € V — s
pont, hogy minden ¢ # z nyel6pontt f € E(H) igényre, hat € Vs, z] (t € V|z,s]),
akkor P(f) az el6re (hatra) s — t-ut. A z nyel6pontu igényeknek barmely ut ki
lehet osztva. z-t a P egy ellenpontjdinak hivjuk.

2.1. LEMMA. A G oda-vissza iranyitott korén egy H csillag igénygraf minden
P itkiosztasidhoz létezik H-nak egy P’ sima ttkiosztasa agy, hogy lp: < lp.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a t; # to nyel6pontu fi, fo igényekre P(f;) tar-
talmazza t3_;-t ©« = 1, 2-re. Ekkor mindkét igénynek az ellentétesen irdnyitott utat
kiosztva, semely él terhelését nem néveljiik, s6t valamelyik élét még csdkkentjiik
is. Vagyis véges sok lépés utdn a modositott P’ ttkiosztasban mar nem lesz ilyen
f1, fo igénypér, és igy P’ sima. O

2.3. Definicio. Az s kdzéppontu H csillag igénygrafra és az u,v € V' pontokra
legyen
dy(u,v) = |{f: f € E(H) nyel6pontja [u,v]-beli}|.

Azt mondjuk, hogy a t; nyel6ponti e; € F eléreél és a to nyel6ponti eg € E hatraél
szembenéznek, ha t1 € V(s,ta]. Legyen dy(e1,ea) = dp(t1,t2). Végil e € E-re
legyen

r(e) = min{c(e) + c(¢)) —du(‘e,e) : ¢ € E szembenéz ‘e -vel}.
Elsszor az off-line esetre bizonyitunk egy minimax formulét.

2.1. TETEL. Legyen G = (V, E) egy oda-vissza irdanyitott kér, Hy, Hy pedig
s € V kozéppontu csillag igénygrafok, egy-egy G-beli utkiosztassal. H-val jeloljiik
a 'V ponthalmazon az E(Hy) N E(Hs) élhalmazi grafot. Ekkor

©off(G; Hi, H2) < |E(H)| — max {d(e1,e2) — rm, (€1) — rm,(€2)},

ahol a maximum szembenézs ey, es € E parokon fut. Tovabba vagy egyenléség all
egy szembenézd e, es € E élparra, vagy pog(G; Hi, He) = |E(H)|.

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy H minden P utkiosztasaban lp(e) < rgy(e)
teljesiil minden e € E élre. Az egyenlGtlenség tehat nyilvanvalé.

A masik allitashoz hivjuk egy F' C E(H) élhalmaz egy kiterjeszthets P tutki-
osztasat szépnek, ha minden F(H) — F-beli igény nyelGpontja P-nek ellenpontja.
F = () iires atkiosztasa szép, ezért tekintsiink egy maximalis méreti F C F(H)
halmazt, amelynek van szép kiterjesztheté P utkiosztasa. Jeloljik H; — F' kiter-
jeszt6 utkiosztasat Pi-vel, i = 1,2-re. A 2.1. lemma miatt feltehetjiik, hogy P1
és Py simék a 21, 29 ellenpontokkal. Feltehetjiik, hogy 21 € V(s, 29] és valasszuk
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meg z1-et és zo-t gy, hogy az [s, z1] és [22, ] utak a lehetd legrovidebbek legyenek.
Lasd az 1. abréat.

Ha |F| = |E(H)|, akkor készen vagyunk. Egyébként s; € V(s, s2] mellett
legyen [s1, s3] az a minimalis graf, amely tartalmazza az 6sszes f € E(H) — F
igény nyelSpontjat. Ha Pi(f) = Pa(f) eléreat egy sy nyelsji f € E(H) — F
igényre, akkor F' + f-nek létezne szép kiterjeszthet$ ttkiosztésa, ellentmondasban
F maximalitasaval. Hasonléan érvelhetiink so esetén, ahonnan az [s1, s2] C [21, 22]
osszefiiggés adodik. Tovabbi kovetkezmény, hogy z1 # 22 esetén P (f) hatraut és
Po(f) elérett minden f € E(H) — F igényre. A z; = 25 esetben pedig, ha léteznek
olyan f1, fo € E(H) — F igények, hogy P1(f1) eloretat és Pi(f2) hatraut, akkor
Py-ben mindkét igényt a mésik tton elvezetve F-et megndvelhetnénk {fi, fo}-vel,
ami nem lehetséges. Vagyis Hy és H szerepét esetleg felcserélve a z; = 29 esetben
is feltehetjiik, hogy P1(f) hatraat és Pa(f) elreat minden f € E(H) — F igényre.
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1. abra. Az off-line valtozat az iranyitott esetben.

Legyen f € E(H)—F egy s1 nyel6jd igény, mint az 1. dbran lathato. Ha f-et el-
vezethetnénk Pi-ben az el6redton, akkor F + f-nek volna egy szép
kiterjeszthetd ttkiosztasa, ellentmondasban F' maximalitasaval. Vagyis 1étezik egy
e’ € E[s,s1] eloreél, hogy Ip, (¢/) + Ip(e') = c(e’). Vegyiik észre, hogy Ip, (¢/) > 0,
mivel Po(f) terheli e’-t. Kovetkezésképp e € Els,z1], és valaszthatunk egy
h € E(Hy) — F igényt z; nyelGvel, amire P (h) elreat. Pi(g) hatraut minden
g € E(H) — F igényre, ezért h € E(Hy) — E(H). F maximalitasa miatt nem lehet
f és h mindegyikét a mésik Gton elvezetni, ezért létezik egy e € F[s1, z1] hatraél,
hogy Ip, (e) + lp(e) = c(e). Mivel s; ellenpontja P-nek, Ip(e) = 0 teljesiil. Legyen

e; = ‘e. Osszefoglalva, s; ellenpontja P-nek, z; ellenpontja P;-nek, ¢/ € Els, 2]
Pl

és e € Elsy1, z1], vagyis

ri, (1) < ce) +c(€) — du, (e, €') = (Ip, (e) + Ip, (') + Ip(€) — dm, (e,¢') =
=dp,—r(e,¢') + (dr(e,¢') +lp(e1)) — dm, (e €) = lp(er).
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. e
Igy lp(e1) = rm,(e1). Hasonloan, létezik egy ex € Elz2, so] hatraél az
lp(e2) = ru,(e2) tulajdonsaggal. Mivel s; és sq ellenpontjai P-nek,

dr(e1,e2) = l'p(€1) + lp(eg)
teljesiil. Végezetiil,

du(er,e2) —ru,(e1) — ru,(e2) =
du-r(e1,e2) +dr(er,e2) —lp(er) —lp(e2) = du—r(e1,e2) = |[E(H) — F,

és készen vagyunk. a

A fenti bizonyitas algoritmikus. F = @-nek az iires P tutkiosztasabol indulva
minden 1épésben néveljiikk F' méretét, mig az el nem éri a 2.1. tételbeli korlatot.

Az iranyitott ONLINE KITERJESZTESI PROBLEMA specidlis esetére vonatkozo
alabbi tétel bizonyitasa megtalalhato [5]-ben.

2.2. TETEL. Legyen G = (V, E) egy oda-vissza iranyitott kor és Ho egy s € V
kézéppontu csillag igénygraf egy G-beli utkiosztassal. Legyen H a Ho egy részgrafja
egy G-beli P ttkiosztassal. Ekkor

Pon(G; P; Ha) <
<|E(H)| — max {dy,_p(m(e1,e2) + lp(e1) + Ip(ez) — c(er) — clea) }

ahol a maximum szembenézs eq,es € E parokon fut. Tovabba vagy egyenldség all
egy szembenézs ey, e € E élparra, vagy pon(G; P; Ha) = |E(H)|.

3. Az iranyitatlan eset

Az iranyitatlan H grafot egy s € V kizéppontu csillagnak hivjuk, ha H minden
éle illeszkedik s-re. Ebben a fejezetben a kiterjesztési probléma azon specialis esetét
vizsgaljuk, amikor G = (V, E) egy iranyitatlan kor, Hy, valamint Hs pedig s € V
kézépponti csillagok. Bizonyitas nélkiil kimondunk egy minimax formulét az off-
line valtozatra, valamint algoritmust adunk az online esetre, amely egy maximalis
kiterjeszthets dtkiosztast keres meg.

Az el6re és hatra irany, simasag és ellenpont fogalmat ugyantgy definialjuk,
mint az irdnyitott esetben. Az st-ut elére (hatra), ha s-bdl t-be iranyitva egy el&re-
(hatra-) utat kapunk. Az iranyitott eset (2.1. lemma) bizonyitasaban szerepls
elgondolés alapjan belathaté a kovetkezd lemma.

3.1. LEMMA. A G kéron egy H csillag igénygraf minden P itkiosztasihoz
létezik H-nak egy P’ sima ttkiosztdsa ugy, hogy lp: < lp.

3.1. Definicié. Az s kozépponti H igénygrafra és az u,v € V pontokra legyen

dy(u,v) =|{f: f € E(H) egy [u,v]-beli pont és s kozott fut}].
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Az e; = uwv; € E (i = 1,2) élekre azt mondjuk, hogy a rendezett (e1,es) par
szembenéz, ha ezen pontok sorrendje az elére iranyban s, uq, v1, u2, v2 (néhany
koziiliik egybeeshet). Ez esetben legyen dgy(eq, e2) = dy(v1,u2). Végil u € Vs, v]
mellett az e = wv € E élre legyen

ri;(e) = min{c(e) + c(e’) — du (e’ e) : €' € E[s,ul}, és
ri(e) = min{c(e) + c(€') — du(e,e’) : ¢’ € Ev, s]}.

Konnyen lathato, hogy az F' C E(H;) N E(Hs) élhalmaz minden olyan tutki-
osztasdban, amely kiterjeszthet6 H; egy G-beli utkiosztasava i = 1,2-re, az e € £
élt legfeljebb [} (€)/2] elére-, és legfeljebb [y (e)/2] hatrait terheli. Az off-line
valtozatra a kévetkez$ minimax formula bizonyithato [5].

3.1. TETEL. Legyen G = (V, E) egy iranyitatlan kér, Hy és Ho pedig csillag
igénygrafok s € V kézépponttal és egy-egy G-beli ttkiosztissal. Legyen H az a
graf, amelynek ponthalmaza V és élhalmaza E(Hy,) N E(Hs). Ekkor

) 7’;31(61) T, (€2)
0o(G; Hi,Hy) < |E(H)| — max < du(er, e2) — i e

ahol a maximum szembenézd (e1, ex) parokon fut. Tovabba vagy egyenldség all egy
szembenézd (e1, e2) parra, vagy ¢og(G; Hi, Hy) = |E(H)|.

Most az ONLINE KITERJESZTESI PROBLEMA iranyitatlan valtozatira tériink.
Azt mondjuk, hogy F C E(H) kiterjeszthetd, ha P|p kiterjeszthetd Ho egy G-beli
utkiosztasava. A kovetkez tétel bizonyitasanak magva egy polinomialis algoritmus,
amely egy maximalis méretd kiterjesztheté F' C E(H) halmazt keres. A 3.2. tétel-
ben el6fordulhat, hogy semely szembenézs (e1, e2) par nem ad egyenléséget, emiatt
nem tudunk itt szép minimax formulédt bizonyitani, a tobbi harom esettel meglepd
ellentétben. Azonban, mint latni fogjuk, ha @on(G;P; Ha) < |E(H)|, akkor a
kiilénbség az egyenlGtlenség két oldala kozott legfeljebb 1.

3.2. Definicio. ey, ea € E-re jelolje P, ., azon f € E(H) igények halmazat,
amelyekre P(f) tartalmazza ej-et és ea-t is.

3.2. TETEL. Legyen G = (V, E) egy iranyitatlan kor és Hy egy s € V kozép-
ponti igénygraf egy G-beli titkiosztassal. Legyen H a Hy egy részgrafja egy G-beli
P utkiosztassal. Ekkor

ponl G P Ha) < o= [B(H)| -~ max { P, ] — | AT Z ()

ahol a maximum szembenéz6 (e1, ea) parokon fut. Tovabba
von(G;P; Ha) € {|E(H)|, p, p— 1}
Polinomiilis idében talalhato egy maximalis méretid kiterjesztheté F C E(H) él-

halmaz.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2008)



126 SZABO JACINT

Bizonyitds. Hs minden ttkiosztasadban azon utak szama, amelyek ej-et és ex-t
is tartalmazzak, legfeljebb

{c(el) + 8(62)2— dm, (Gl,eg)J .

Az egyenl6tlenség ezért vilagos. Az alabbi algoritmus egy won := won(G;P; Ha)
meéreti kiterjesztheté F' C E(H) halmazt talél, és egyben arra is bizonyitékot szol-
galtat, hogy pon € {|E(H)|,u,p — 1}. Az algoritmus nyilvantart egy F C E(H)
kiterjeszthet§ halmazt, valamint Hs — F-nek egy P, kiterjeszt§ utkiosztésat.
Legyen P’ = P|p. Minden lépéshen vagy noveljiik F méretét, vagy bizonyitékot
nyeriink, hogy F' maximaélis méret.

Start. Legyen F = () és Py a Hy adott titkiosztasa. Menjiink az 1. 1épésre.

1. lépés. A 3.1. lemma alapjan tegyiik Po-t simévi, majd minden olyan
f € E(H) — F igényt, amelyre Pa(f) = P(f), adjunk F-hez és tordljiik Pa(f)-et
Py-b6l. Ha F = E(H) akkor megallunk. Egyébként ha Ps(f) eléretit minden
f € E(H) — F igényre, akkor lépjiink az 1. esetre, ha Pa(f) hatratut minden
f € E(H)—F igényre, akkor cseréljiik at az irdnyt és lépjiink az 1. esetre, kiilonben
lépjiink a 2. esetre.

Ps-t médositani fogjuk a tovabbiakban, de amennyiben Ps sima, 21 és 29 olyan
ellenpontokat fognak jelolni, amelyekre [s, z1] és 22, s] a lehet legrovidebbek.

1. eset. Pao(f) eldreit minden f € E(H)—F igényre. Amig lehetséges,
valasszunk egy leghosszabb Ps-beli P elSreutat, és iranyitsuk at hatrautta. Ha
P egy f € E(H) — F igényhez tartozott, akkor megallunk, f-et F-hez adjuk,
és az 1. lépésre léptink. Ha ez az eset soha nem fordul els, akkor E(H) — F
nemiiressége miatt egyszer megakadunk, aminek az oka egy es € Flz1,s] él az
Ipy(e2) + lpr(e2) = c(ez) tulajdonsaggal. Tekintsiink egy f € E(H) — F igényt s
és t kozott, amire [t, z1] minimalis. P(f) mutatja, hogy valdjaban es € E|zo, 5], és
hogy valaszthatunk egy h € E(Hy) — E(H) igényt s és zo kozott, amire Py (h) hat-
raut. Ha mind f-et, mind h-t 4t tudjuk irdnyitani Ps-ben, akkor adjuk f-et F-hez
és menjiink az 1. 1épésre. Ha nem tudjuk, akkor talalhatunk egy e; € E[t, zo] élt,
hogy Ip,(e1) + lpr(e1) > cler) — 1. Az f él valasztasa miatt E(H) — F C Pe, e,
teljesiil. Vagyis

c(er) + c(ea) — dm,(e1,e2) <
< (lp,(e1) +lp,(e2)) + (lpr(e1) + lpr(e2)) — du,(e1,e2) +1 =
=dp,—r(e1,e2) + (2|/F N Pey e,| +dr(er,e2)) —dm,(e1,e2) +1 =
=2[FNPeyes| +1, (1)

azaz |F| = p, és készen vagyunk.
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2. eset. Léteznek olyan fi, fo € E(H) — F igények s, valamint t1 és to k-
zott, amelyekre Pa2(f1) eléreit és Po(f2) hdtrait. Lasd a 2. abrat. Azt mondjuk,
hogy F' C E(H) szép, ha nem léteznek olyan f/ € F', f € E(H) — F' igé-
nyek, hogy P(f") valodi részatja P(f')-nek. Ha F nem szép, akkor helyettesitsiik
F-et F— f'+ f"-vel, és P'-t P" = P|p_jrypr-vel, amely nyilvan kiterjeszthets
H, utkiosztasava. Mivel P” terheléseinek 6sszege kevesebb P’-énél, ez az eljaras
el6bb-utobb egy szép kiterjeszthetd F' halmazt eredményez.

Vaélasszuk most fi-et ugy, hogy minimalizalja [t1, z1]-et, és fo-t Ggy, hogy mi-
nimalizalja [z2, t2]-t. Legyen h; € E(Hs) — F egy s és z; kozti igény i = 1, 2-re ugy,
hogy Pa(hy) eléreut és Pa(he) hatraut (h; = f; elképzelhets). Ha mind f;, mind
ho atiranyithato Pso-ben, akkor adjuk f-et F-hez és menjiink az 1. 1épésre. Ha ez
nem lehetséges, akkor 1étezik egy e1 € Elt1, 2] él, hogy Ip,(e1)+Ilp/(e1) > c(e1)—1.
Mind P(f1), mind P(fz2) terhelik [z1, z2] éleit, ezért e; € E[t1, z1]. Hasonléan, vagy
novelhets F, vagy létezik egy es € Elza,t2] él, hogy Ip,(e2) + lp/(e2) > c(ea) — 1.
Ha e; vagy ey megvélaszthato Ggy, hogy itt szigora egyenlStlenség all, akkor készen
vagyunk, mivel E(H) — F C P, ., az f1 és az fo valasztasa miatt, igy érvelhetiink
ugy, mint (1)-nél.

> s .\\
S/ o
::!.// M o

! i . ] !
[ Pa(ha) Pa(h) ‘

[55)] | “
1 & Palfs)
\‘{-‘\ A J

e eldre irany

2. Abra. Az online valtozat az iranyitatlan esetben.
Maradt tehat az az eset, amikor
Ip,(e) +1p(e) < c(e) — 1 minden e € Efty,21] U E[za, t2]
élre. P(f1) és P(f2) miatt ez minden e € E[z1,22] élre is 4ll. Ha ez minden
e € Elto, s] élre is teljesiil, akkor Pa-ben f; atiranyithato, és igy F noévelhets. Ez
esetben menjiink az 1. 1épésre. Feltehetjiik tehat, hogy létezik egy e” € Elta, s]
él, hogy Ip,(e”) + lp/ (") = c(e”), és hasonléan, egy €' € Els,t;1] él, hogy
Ip,(e") + lp:(e') = c(€).

3.2. LEMMA. F' maximaélis méreti kiterjesztheté halmaz.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2008)



128 SZABO JACINT
Bizonyitds. Ugyantgy, mint (1)-ben kapjuk, hogy
cler) + clea) — dp,(e1,e2) < 2|F N Peyey| + 2. (2)

Tegyiik fel, hogy létezik egy F* C E(H) kiterjeszthet6 halmaz az |F*| = |F| + 1
tulajdonsaggal. Persze feltehetjiik, hogy F* szép. Legyen P* = P|p« és legyen
P a Hy — F* egy kiterjeszt6 utkiosztésa. Felhasznalva, hogy E(H) — F C Pe, ey,
kapjuk

2F* N Peyoy| 21 2|/F NPy | +2 > cler) + clea) — dp, (e, e2) >2
>? (Ipy(e1) + Ipy (e2)) + (Ip-(e1) + lp=(e2)) — d, (€1, €2) >
23 de—F* (61a€2) + (2|F* mpel,ez‘ + dF* (61,62)) - dH2(61762) = 2|F* m,P€1762|7

vagyis végig egyenlGség all. >! miatt E(H) — F* C P, .,. >2-bdl kapjuk, hogy
Ips(ei) + lp~(e;) = c(e;) all i = 1, 2-re,

és emiatt Ip,(e;) = Ip;(e;), hiszen lp-(e;) = lp:(e;) + 1. Végiil > szerint semely
f' € E(Hy) — F* igényre nem tartalmazza a P3(f’) Gt e; és e mindegyikét. A

P- = (P UP)e@)\r., ., ¢ a Pl = (P UP;)|gwE)\P., .,
jelolésekkel tehat Ip_(e) = lp= (e) minden e € E[s, t1] U El[ta, s] élre. Ha

{f € F*:P(f) elorett} — |{f € F : P(f) el6reat}| =g > 0,
akkor sziikségképpen

{f € F:P(f) hatraut}| — |{f € F* : P(f) hatraut}| = g — 1.
Mivel F' és F* szép, ebbdl az kivetkezik, hogy

lpsups () Z lprupy () + 9 — (9 — 1) = c(e’) + 1,

ami ellentmondés. Hasonldéan érvelhetiink, ha
{f € F*: P(f) hatraut}| — |{f € F : P(f) hatraut}| > 0. O

(2) szerint |F| > p — 1, vagyis készen vagyunk a 2. esetben is. O

Ko6sz6netnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani Csizmadia Zsoltnak a probléma felvetéséért, va-
lamint Szeg6 Laszlonak a hasznos megheszélésekért.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2008)



ELDISZJUNKT UTRENDSZER KITERJESZTESE 129

Hivatkozasok

[1] S. Cosares, 1. SanieE: An optimization problem related to balancing loads on SONET
rings. Telecom. Systems (1994) 3 165-181.

[2] A. Frank: Edge-disjoint paths in planar graphs. J. Combin. Theory, Ser. B. (1985) 38
164-178.

[3] Z. KirALy: An O(n?) algorithm for ring routing. EGRES Technical Report TR-2005-10,

www.cs.elte.hu/egres

[4] A. ScHRUVER, P. SEYMOUR, P. WINKLER: The ring loading problem. SIAM J. Discrete
Math. (1998) 11 1-14.

[5] J. SzaB6: Upgrading edge-disjoint paths in a ring. EGRES Technical Report TR-2005-17,
www.cs.elte.hu/egres, bekiildve

[6] A. TanenBauM: Computer Networks, Prentice Hall, New Jersey, 2003

[7] G. WiLrong, P. WINKLER: Ring routing and wavelength translation. Proceedings of the
Ninth Annual ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms (San Francisco, CA), (1998)
333-341.

(Beérkezett: 2007. janudr 30.)

SZABO JACINT

Eo6tvos Lorand Tudomanyegyetem

Matematikai Intézet, Operacidkutatasi Tanszék, MTA-ELTE Egervary Kutatdcsoport
1117 Budapest, P4zmany P. s. 1/C

jacint@elte.hu

UPGRADING EDGE-DISJOINT PATHS IN A RING

JACINT SzABS

In this paper we introduce the upgrading problem of edge-disjoint paths. In the off-line
upgrading problem a supply graph G with integer capacities and two demand graphs Hi and
H> with unit demands are given on the same vertex set. Our task is to determine the maximum
size of a set F' C E(H1)N E(Hz2) such that F has an integer routing in G which can be extended
both to an integer routing of H; and to an integer routing of H>. In the online upgrading
problem we are given a supply graph G with integer capacities, a demand graph H with an
integer routing and another demand graph Hsz with unit demands such that E(H) C E(H2).
Our task is to determine the maximum size of a set F C E(H) such that the restriction of the
given routing to F' can be extended to an integer routing of H>. Thus, depending on whether the
graphs are directed or undirected, we have four different versions. We give algorithmic proofs to
minimax formulas for the case when G is a ring and the demand graphs are stars with the same
center. All four versions are NP-complete for general graphs.
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