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ÉLDISZJUNKT ÚTRENDSZER KITERJESZTÉSE

SZABÓ JÁCINT1

A dolgozatban egy újfajta problématípussal, az úgynevezett kiterjesztési prob-
lémával foglalkozunk. Az o�-line kiterjesztési problémában adott egy G hálózat
egész élkapacitásokkal, valamint egy H1 és egy H2 igénygráf egységnyi igényekkel
ugyanazon a ponthalmazon. Feladatunk meghatározni az olyan F ⊆ E(H1)∩E(H2)
élhalmazok méretének maximumát, amelyeknek van olyan G-beli egész útkiosztása,
amely kiterjeszthet® H1, valamint H2 egy-egy egész G-beli útkiosztásává. Az online
kiterjesztési problémában adott egy G hálózat egész élkapacitásokkal, egy H igény-
gráf egy G-beli útkiosztással, valamint egy H2 igénygráf egységnyi igényekkel,
amelyre E(H) ⊆ E(H2) teljesül. Kérdés, mekkora az olyan F ⊆ E(H) élhalmazok
méretének maximuma, amelyekre az adott útkiosztás F -re való megszorítása kiter-
jeszthet® H2 egy egész útkiosztásává? Attól függ®en, hogy a gráfok irányítottak
vagy irányítatlanok, négy különböz® feladatot kapunk. Mind a négy NP-teljes, de e
dolgozatban teljes megoldást adunk e feladatokra abban az esetben, amikor G egy
gy¶r¶ és az igénygráfok csillagok.

1. Bevezetés

A következ® fogalmakat irányított és irányítatlan gráfokra is értjük. Egy
c : E → {0, 1, 2, . . .} kapacitás-függvénnyel ellátott G = (V, E) gráfot hálózatnak
hívunk. Legyen adott egy G hálózat és egy H igénygráf ugyanazon a V ponthalma-
zon. H-nak lehetnek párhuzamos élei, de feltesszük, hogy H semely éle nem hurok.
E(H)-nak egy P leképezését H egy G-beli útkiosztásának hívjuk, ha minden s és
t közötti f ∈ E(H) élre P(f) egy st-út G-ben, és minden e ∈ E élt legfeljebb c(e)
ilyen út használ. Az e-t használó P-beli utak száma az e terhelése, ezt lP(e)-vel
jelöljük. F ⊆ E(H) esetén azt mondjuk, hogy H-nak a P útkiosztása kiterjeszti
F -nek a PF útkiosztását, ha PF = P|F .

1.1. De�níció. Az off-line kiterjesztési problémában adott egy
G = (V, E) hálózat a c : E → {0, 1, 2, . . .} kapacitásfüggvénnyel, valamint i = 1, 2-
re egy Hi igénygráf ugyanazon a V ponthalmazon egy-egy G-beli útkiosztással.
Jelölje ϕo� (G; H1,H2) azon F ⊆ E(H1) ∩ E(H2) élhalmazok méretének maximu-
mát, amelyeknek létezik egy olyan G-beli útkiosztása, amely kiterjeszthet® H1 és
H2 egy-egy G-beli útkiosztásává. Feladat meghatározni ϕo� (G;H1,H2)-t.

1A kutatás a France Telecom R & D, az OTKA K60802 és TS049788 pályázatai, valamint az
ADONET Marie Curie RTN (504438 sz. FP6 szerz®dés) támogatásával folyt.
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1.2. De�níció. Az online kiterjesztési problémában adott egy G = (V, E)
hálózat a c : E → {0, 1, 2, . . .} kapacitásfüggvénnyel, egy H igénygráf egy
G-beli P útkiosztással és egy másik H2 igénygráf egy G-beli útkiosztással úgy,
hogy E(H) ⊆ E(H2) teljesül. Jelölje ϕon(G;P; H2) azon F ⊆ E(H) élhalmazok
méretének maximumát, amelyekre P|F kiterjeszthet® H2 egy G-beli útkiosztásává.
Feladat meghatározni ϕon(G;P; H2)-t.

Ezen feladatokat távközlési hálózatok útkiosztási problémái motiválják.
Tegyük fel, hogy adott egy ilyen hálózat, és egymás után különböz® igénygráfok
váltják egymást, amelyeknek azonnal útkiosztást kell biztosítani. Ezt lehet®leg
úgy akarjuk, hogy egy igénygráf-váltásnál minél kevesebb a váltást túlél® igénynek
kelljen új utat kiosztani. Ez épp az online kiterjesztési probléma. Figyeljük
meg, hogy egy igénygráf-váltásra koncentrálva feltehetjük, hogy a korábbi igény-
gráf részgráfja az újnak. Az off-line kiterjesztési probléma akkor merül
fel, ha például valamilyen napszaktól függ® struktúrája van az igénygráfoknak, így
elég számítási kapacitásunk van arra, hogy el®re kiszámítsuk igénygráfok egy soro-
zatának útkiosztását. Ezt szintén lehet®leg úgy szeretnénk, hogy minél kevesebb
megmaradó igénynek kelljen új utat kiosztani. Bevezethetnénk tehát az off-line
k-kiterjesztési problémát is, ahol egy k igénygráfból álló sorozatnak kell útki-
osztást adni, ebben a cikkben azonban csak a k = 2 esettel foglalkozunk. Távközlési
hálózatokról b®vebben [6]-ban olvashatunk.

A kiterjesztési problémák fenti de�níciójában azért tettük fel, hogy H1-nek és
H2-nek adott egy-egy G-beli útkiosztása, hogy a kiterjesztési probléma ne tartal-
mazza az útkiosztás keresésének NP-teljes feladatát. Bebizonyítható, hogy még így
is NP-teljes a kiterjesztési probléma mind a négy változata

Ebben a dolgozatban a kiterjesztési problémát egy speciális esetben oldjuk
meg.

1.3. De�níció. Az oda-vissza irányított kör egy irányított gráf a
{v1, v2, . . . , vn = v0} (n ≥ 3) ponthalmazon a {vivi+1, vi+1vi : 0 ≤ i ≤ n − 1}
élhalmazzal (azaz két ellentétesen irányított kör ugyanazon a ponthalmazon).
Gy¶r¶ alatt irányítatlan vagy oda-vissza irányított kört értünk.

A 2. fejezetben az irányított esettel foglalkozunk. Mind az o�-line, mind az
online változatra egy minimax formulát mondunk ki abban a speciális esetben,
amikor G egy oda-vissza irányított kör és az igénygráfok minden élének ugyanaz
a pont a forráspontja. Az o�-line esetben bizonyítást is adunk, az online eset
bizonyítása pedig a [5] dolgozatban található.

A 3. fejezetben az irányítatlan esetet tárgyaljuk azon feltételezés mellett, hogy
G egy irányítatlan kör, és az igénygráfok éleinek egyik végpontja közös. Bizonyítás
nélkül kimondunk egy minimax formulát az o�-line változatra, és egy polinomiális
algoritmust adunk az online esetre. Itt az a meglep® helyzet áll el®, hogy úgy t¶nik,
a másik három esett®l eltér®en az irányítatlan online változatban nem létezik szép
minimax formula.

Vegyük észre, hogy ha csak egy csillag igénygráfunk volna, akkor a maximális
folyam � minimális vágás tétel miatt a jól ismert vágásfeltétel szükséges és elégsé-
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ges egy útkiosztás létezéséhez. A kiterjesztési problémában viszont a válasz jóval
bonyolultabb abban az egyszer¶ esetben is, amikor a hálózat egy gy¶r¶.

A távközlési hálózatokban betöltött fontos szerepe miatt számosan vizsgálták
az útkiosztási problémát gy¶r¶n, egy igénygráf feltételezése mellett. Ha a kapa-
citások egészek, az igények egységnyiek, és a P útkiosztás tört st-folyamokból áll
st-utak helyett, akkor tört útkiosztásról beszélünk. A vágásfeltétel nem elegend®
tört útkiosztás létezéséhez oda-vissza irányított kör hálózat esetén, ami megmagya-
rázza azt, hogy erre a problémára az egyetlen ismert módszer egy lineáris program
megoldása. Irányítatlan kör esetében viszont a vágásfeltétel elegend® tört útkiosz-
tás létezéséhez, és az els® kombinatorikus algoritmus vázlatát Schrijver, Seymour
és Winkler [4] adták. Módszerüket kés®bb Király [3] javította.

Az útkiosztás e cikkben használt fogalmára térve, Wilfong és Winkler [7] leírtak
egy elegáns algoritmust útkiosztás keresésére egész élkapacitású oda-vissza irányí-
tott kör hálózatban, feltéve, hogy tört útkiosztás létezik. Az irányítatlan esetben
Frank [2] egy módszerével adható polinomiális idej¶ algoritmus.

Ha az igények egészek, de nem feltétlenül egységnyiek, és megköveteljük, hogy
az útkiosztás osztatlan legyen, azaz minden df igény¶ s és t közti f igényélre az
útkiosztásnak egy df érték¶ st-utat kell tartalmaznia, akkor NP-teljes problémát
kapunk abban az egyszer¶ esetben is, ha a hálózat egy gy¶r¶ (Cosares és Saniee [1]).
Az irányítatlan esetben Schrijver, Seymour és Winkler [4] egy olyan kombinatorikus
közelít® algoritmust adtak, amely tört útkiosztás létezése esetén egy olyan osztatlan
útkiosztást ad, amely legfeljebb 3

2D-vel sérti a kapacitásokat, ahol D az igények
maximuma. Megoldásuk könnyen kiterjeszthet® az irányított esetre is.

A �kiterjesztés� gondolata más érdekes kérdéseket is felvet a kombinatorikus
optimalizálás témakörében. Például, egy páros gráf élei pirosra, zöldre és piros-
zöldre vannak színezve. Határozzuk meg a maximális méret¶ piros-zöld élhalmazt,
ami kiterjeszthet® piros, ill. zöld teljes párosítássá is. A szerz® tudomása szerint
ezen probléma komplexitása nyitott.

2. Az irányított eset

Legyen G = (V,E) egy oda-vissza irányított kör. Egy irányított igénygráf
egy s ∈ V középpontú csillag, ha minden élének forráspontja s. Ebben a fejezet-
ben H, H1 és H2 ilyen irányított gráfokat fognak jelölni. A fejezetben mind az
off-line, mind az online kiterjesztési problémára kimondunk egy minimax
formulát abban a speciális esetben, amikor G egy oda-vissza irányított kör és H1,
valamint H2 egy-egy s ∈ V középpontú csillag. A rövidség kedvéért az online eset
bizonyítását kihagyjuk, ez megtalálható [5]-ben.

2.1. De�níció. A G oda-vissza irányított kör két lehetséges iránya közül az
egyik legyen az el®re, a másik pedig a hátra irány. Ennek megfelel®en, egy e ∈ E él
lehet el®re- vagy hátraél, és az u, v ∈ V pontokra a két lehetséges u → v-út közül
[u, v] jelöli az el®re-, és

←−−
[u, v] a hátrautat (ha u = v, akkor mindkét út egyetlen
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pontból áll). Legyen (u, v] = [u, v]−u. Végül legyen←−e ∈ E az e ∈ E él ellentétesen
irányított párja.

Mint látni fogjuk, csillag igénygráfok útkiosztása speciális alakúnak választ-
ható.

2.2. De�níció. A H igénygráf P útkiosztása sima, ha létezik egy z ∈ V − s
pont, hogy minden t 6= z nyel®pontú f ∈ E(H) igényre, ha t ∈ V [s, z] (t ∈ V [z, s]),
akkor P(f) az el®re (hátra) s → t-út. A z nyel®pontú igényeknek bármely út ki
lehet osztva. z-t a P egy ellenpontjának hívjuk.

2.1. Lemma. A G oda-vissza irányított körön egy H csillag igénygráf minden
P útkiosztásához létezik H-nak egy P ′ sima útkiosztása úgy, hogy lP′ ≤ lP .

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy a t1 6= t2 nyel®pontú f1, f2 igényekre P(fi) tar-
talmazza t3−i-t i = 1, 2-re. Ekkor mindkét igénynek az ellentétesen irányított utat
kiosztva, semely él terhelését nem növeljük, s®t valamelyik élét még csökkentjük
is. Vagyis véges sok lépés után a módosított P ′ útkiosztásban már nem lesz ilyen
f1, f2 igénypár, és így P ′ sima. ut

2.3. De�níció. Az s középpontú H csillag igénygráfra és az u, v ∈ V pontokra
legyen

dH(u, v) = |{f : f ∈ E(H) nyel®pontja [u, v]-beli}|.
Azt mondjuk, hogy a t1 nyel®pontú e1 ∈ E el®reél és a t2 nyel®pontú e2 ∈ E hátraél
szembenéznek, ha t1 ∈ V (s, t2]. Legyen dH(e1, e2) = dH(t1, t2). Végül e ∈ E-re
legyen

rH(e) = min{c(←−e ) + c(e′)− dH(←−e , e′) : e′ ∈ E szembenéz ←−e -vel}.
El®ször az o�-line esetre bizonyítunk egy minimax formulát.
2.1. Tétel. Legyen G = (V, E) egy oda-vissza irányított kör, H1, H2 pedig

s ∈ V középpontú csillag igénygráfok, egy-egy G-beli útkiosztással. H-val jelöljük
a V ponthalmazon az E(H1) ∩ E(H2) élhalmazú gráfot. Ekkor

ϕo�(G;H1,H2) ≤ |E(H)| −max {dH(e1, e2)− rH1(e1)− rH2(e2)} ,

ahol a maximum szembenéz® e1, e2 ∈ E párokon fut. Továbbá vagy egyenl®ség áll
egy szembenéz® e1, e2 ∈ E élpárra, vagy ϕo�(G;H1,H2) = |E(H)|.

Bizonyítás. Vegyük észre, hogy H minden P útkiosztásában lP(e) ≤ rH(e)
teljesül minden e ∈ E élre. Az egyenl®tlenség tehát nyilvánvaló.

A másik állításhoz hívjuk egy F ⊆ E(H) élhalmaz egy kiterjeszthet® P útki-
osztását szépnek, ha minden E(H) − F -beli igény nyel®pontja P-nek ellenpontja.
F = ∅ üres útkiosztása szép, ezért tekintsünk egy maximális méret¶ F ⊆ E(H)
halmazt, amelynek van szép kiterjeszthet® P útkiosztása. Jelöljük Hi − F kiter-
jeszt® útkiosztását Pi-vel, i = 1, 2-re. A 2.1. lemma miatt feltehetjük, hogy P1

és P2 simák a z1, z2 ellenpontokkal. Feltehetjük, hogy z1 ∈ V (s, z2] és válasszuk
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meg z1-et és z2-t úgy, hogy az [s, z1] és [z2, s] utak a lehet® legrövidebbek legyenek.
Lásd az 1. ábrát.

Ha |F | = |E(H)|, akkor készen vagyunk. Egyébként s1 ∈ V (s, s2] mellett
legyen [s1, s2] az a minimális gráf, amely tartalmazza az összes f ∈ E(H) − F
igény nyel®pontját. Ha P1(f) = P2(f) el®reút egy s1 nyel®j¶ f ∈ E(H) − F
igényre, akkor F + f -nek létezne szép kiterjeszthet® útkiosztása, ellentmondásban
F maximalitásával. Hasonlóan érvelhetünk s2 esetén, ahonnan az [s1, s2] ⊆ [z1, z2]
összefüggés adódik. További következmény, hogy z1 6= z2 esetén P1(f) hátraút és
P2(f) el®reút minden f ∈ E(H)−F igényre. A z1 = z2 esetben pedig, ha léteznek
olyan f1, f2 ∈ E(H) − F igények, hogy P1(f1) el®reút és P1(f2) hátraút, akkor
P1-ben mindkét igényt a másik úton elvezetve F -et megnövelhetnénk {f1, f2}-vel,
ami nem lehetséges. Vagyis H1 és H2 szerepét esetleg felcserélve a z1 = z2 esetben
is feltehetjük, hogy P1(f) hátraút és P2(f) el®reút minden f ∈ E(H)−F igényre.

1. ábra. Az o�-line változat az irányított esetben.

Legyen f ∈ E(H)−F egy s1 nyel®j¶ igény, mint az 1. ábrán látható. Ha f -et el-
vezethetnénk P1-ben az el®reúton, akkor F + f -nek volna egy szép
kiterjeszthet® útkiosztása, ellentmondásban F maximalitásával. Vagyis létezik egy
e′ ∈ E[s, s1] el®reél, hogy lP1(e

′) + lP(e′) = c(e′). Vegyük észre, hogy lP1(e
′) > 0,

mivel P2(f) terheli e′-t. Következésképp e′ ∈ E[s, z1], és választhatunk egy
h ∈ E(H1) − F igényt z1 nyel®vel, amire P1(h) el®reút. P1(g) hátraút minden
g ∈ E(H)− F igényre, ezért h ∈ E(H1)−E(H). F maximalitása miatt nem lehet
f és h mindegyikét a másik úton elvezetni, ezért létezik egy e ∈ E

←−−−−
[s1, z1] hátraél,

hogy lP1(e) + lP(e) = c(e). Mivel s1 ellenpontja P-nek, lP(e) = 0 teljesül. Legyen
e1 = ←−e . Összefoglalva, s1 ellenpontja P-nek, z1 ellenpontja P1-nek, e′ ∈ E[s, z1]
és e ∈ E

←−−−−
[s1, z1], vagyis

rH1(e1) ≤ c(e) + c(e′)− dH1(e, e
′) = (lP1(e) + lP1(e

′)) + lP(e′)− dH1(e, e
′) =

= dH1−F (e, e′) + (dF (e, e′) + lP(e1))− dH1(e, e
′) = lP(e1).
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Így lP(e1) = rH1(e1). Hasonlóan, létezik egy e2 ∈ E
←−−−−
[z2, s2] hátraél az

lP(e2) = rH2(e2) tulajdonsággal. Mivel s1 és s2 ellenpontjai P-nek,
dF (e1, e2) = lP(e1) + lP(e2)

teljesül. Végezetül,

dH(e1, e2)− rH1(e1)− rH2(e2) =
dH−F (e1, e2) + dF (e1, e2)− lP(e1)− lP(e2) = dH−F (e1, e2) = |E(H)− F |,

és készen vagyunk. ut
A fenti bizonyítás algoritmikus. F = ∅-nek az üres P útkiosztásából indulva

minden lépésben növeljük F méretét, míg az el nem éri a 2.1. tételbeli korlátot.
Az irányított online kiterjesztési probléma speciális esetére vonatkozó

alábbi tétel bizonyítása megtalálható [5]-ben.

2.2. Tétel. Legyen G = (V,E) egy oda-vissza irányított kör és H2 egy s ∈ V
középpontú csillag igénygráf egy G-beli útkiosztással. Legyen H a H2 egy részgráfja
egy G-beli P útkiosztással. Ekkor

ϕon(G;P; H2) ≤
≤ |E(H)| −max

{
dH2−E(H)(e1, e2) + lP(e1) + lP(e2)− c(e1)− c(e2)

}
,

ahol a maximum szembenéz® e1, e2 ∈ E párokon fut. Továbbá vagy egyenl®ség áll
egy szembenéz® e1, e2 ∈ E élpárra, vagy ϕon(G;P; H2) = |E(H)|.

3. Az irányítatlan eset

Az irányítatlan H gráfot egy s ∈ V középpontú csillagnak hívjuk, ha H minden
éle illeszkedik s-re. Ebben a fejezetben a kiterjesztési probléma azon speciális esetét
vizsgáljuk, amikor G = (V, E) egy irányítatlan kör, H1, valamint H2 pedig s ∈ V
középpontú csillagok. Bizonyítás nélkül kimondunk egy minimax formulát az o�-
line változatra, valamint algoritmust adunk az online esetre, amely egy maximális
kiterjeszthet® útkiosztást keres meg.

Az el®re és hátra irány, simaság és ellenpont fogalmát ugyanúgy de�niáljuk,
mint az irányított esetben. Az st-út el®re (hátra), ha s-b®l t-be irányítva egy el®re-
(hátra-) utat kapunk. Az irányított eset (2.1. lemma) bizonyításában szerepl®
elgondolás alapján belátható a következ® lemma.

3.1. Lemma. A G körön egy H csillag igénygráf minden P útkiosztásához
létezik H-nak egy P ′ sima útkiosztása úgy, hogy lP′ ≤ lP .

3.1. De�níció. Az s középpontú H igénygráfra és az u, v ∈ V pontokra legyen

dH(u, v) = |{f : f ∈ E(H) egy [u, v]-beli pont és s között fut}| .
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Az ei = uivi ∈ E (i = 1, 2) élekre azt mondjuk, hogy a rendezett (e1, e2) pár
szembenéz, ha ezen pontok sorrendje az el®re irányban s, u1, v1, u2, v2 (néhány
közülük egybeeshet). Ez esetben legyen dH(e1, e2) = dH(v1, u2). Végül u ∈ V [s, v]
mellett az e = uv ∈ E élre legyen

r+
H(e) = min{c(e) + c(e′)− dH(e′, e) : e′ ∈ E[s, u]}, és

r−H(e) = min{c(e) + c(e′)− dH(e, e′) : e′ ∈ E[v, s]}.
Könnyen látható, hogy az F ⊆ E(H1) ∩ E(H2) élhalmaz minden olyan útki-

osztásában, amely kiterjeszthet® Hi egy G-beli útkiosztásává i = 1, 2-re, az e ∈ E
élt legfeljebb br+

Hi
(e)/2c el®re-, és legfeljebb br−Hi

(e)/2c hátraút terheli. Az o�-line
változatra a következ® minimax formula bizonyítható [5].

3.1. Tétel. Legyen G = (V, E) egy irányítatlan kör, H1 és H2 pedig csillag
igénygráfok s ∈ V középponttal és egy-egy G-beli útkiosztással. Legyen H az a
gráf, amelynek ponthalmaza V és élhalmaza E(H1) ∩ E(H2). Ekkor

ϕo�(G;H1,H2) ≤ |E(H)| −max

{
dH(e1, e2)−

⌊
r+
H1

(e1)
2

⌋
−

⌊
r−H2

(e2)
2

⌋}
,

ahol a maximum szembenéz® (e1, e2) párokon fut. Továbbá vagy egyenl®ség áll egy
szembenéz® (e1, e2) párra, vagy ϕo�(G; H1,H2) = |E(H)|.

Most az online kiterjesztési probléma irányítatlan változatára térünk.
Azt mondjuk, hogy F ⊆ E(H) kiterjeszthet®, ha P|F kiterjeszthet® H2 egy G-beli
útkiosztásává. A következ® tétel bizonyításának magva egy polinomiális algoritmus,
amely egy maximális méret¶ kiterjeszthet® F ⊆ E(H) halmazt keres. A 3.2. tétel-
ben el®fordulhat, hogy semely szembenéz® (e1, e2) pár nem ad egyenl®séget, emiatt
nem tudunk itt szép minimax formulát bizonyítani, a többi három esettel meglep®
ellentétben. Azonban, mint látni fogjuk, ha ϕon(G;P; H2) < |E(H)|, akkor a
különbség az egyenl®tlenség két oldala között legfeljebb 1.

3.2. De�níció. e1, e2 ∈ E-re jelölje Pe1,e2 azon f ∈ E(H) igények halmazát,
amelyekre P(f) tartalmazza e1-et és e2-t is.

3.2. Tétel. Legyen G = (V,E) egy irányítatlan kör és H2 egy s ∈ V közép-
pontú igénygráf egy G-beli útkiosztással. Legyen H a H2 egy részgráfja egy G-beli
P útkiosztással. Ekkor

ϕon(G;P; H2) ≤ µ := |E(H)| −max
{
|Pe1,e2 | −

⌊
c(e1) + c(e2)− dH2(e1, e2)

2

⌋}
,

ahol a maximum szembenéz® (e1, e2) párokon fut. Továbbá

ϕon(G;P; H2) ∈ {|E(H)|, µ, µ− 1}.
Polinomiális id®ben található egy maximális méret¶ kiterjeszthet® F ⊆ E(H) él-
halmaz.
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Bizonyítás. H2 minden útkiosztásában azon utak száma, amelyek e1-et és e2-t
is tartalmazzák, legfeljebb

⌊
c(e1) + c(e2)− dH2(e1, e2)

2

⌋
.

Az egyenl®tlenség ezért világos. Az alábbi algoritmus egy ϕon := ϕon(G;P; H2)
méret¶ kiterjeszthet® F ⊆ E(H) halmazt talál, és egyben arra is bizonyítékot szol-
gáltat, hogy ϕon ∈ {|E(H)|, µ, µ − 1}. Az algoritmus nyilvántart egy F ⊆ E(H)
kiterjeszthet® halmazt, valamint H2 − F -nek egy P2 kiterjeszt® útkiosztását.
Legyen P ′ = P|F . Minden lépésben vagy növeljük F méretét, vagy bizonyítékot
nyerünk, hogy F maximális méret¶.

Start. Legyen F = ∅ és P2 a H2 adott útkiosztása. Menjünk az 1. lépésre.
1. lépés. A 3.1. lemma alapján tegyük P2-t simává, majd minden olyan

f ∈ E(H)− F igényt, amelyre P2(f) = P(f), adjunk F -hez és töröljük P2(f)-et
P2-b®l. Ha F = E(H) akkor megállunk. Egyébként ha P2(f) el®reút minden
f ∈ E(H) − F igényre, akkor lépjünk az 1. esetre, ha P2(f) hátraút minden
f ∈ E(H)−F igényre, akkor cseréljük át az irányt és lépjünk az 1. esetre, különben
lépjünk a 2. esetre.

P2-t módosítani fogjuk a továbbiakban, de amennyiben P2 sima, z1 és z2 olyan
ellenpontokat fognak jelölni, amelyekre [s, z1] és [z2, s] a lehet® legrövidebbek.

1. eset. P2(f) el®reút minden f ∈ E(H)− F igényre. Amíg lehetséges,
válasszunk egy leghosszabb P2-beli P el®reutat, és irányítsuk át hátraúttá. Ha
P egy f ∈ E(H) − F igényhez tartozott, akkor megállunk, f -et F -hez adjuk,
és az 1. lépésre lépünk. Ha ez az eset soha nem fordul el®, akkor E(H) − F
nemüressége miatt egyszer megakadunk, aminek az oka egy e2 ∈ E[z1, s] él az
lP2(e2) + lP′(e2) = c(e2) tulajdonsággal. Tekintsünk egy f ∈ E(H) − F igényt s
és t között, amire [t, z1] minimális. P(f) mutatja, hogy valójában e2 ∈ E[z2, s], és
hogy választhatunk egy h ∈ E(H2)−E(H) igényt s és z2 között, amire P2(h) hát-
raút. Ha mind f -et, mind h-t át tudjuk irányítani P2-ben, akkor adjuk f -et F -hez
és menjünk az 1. lépésre. Ha nem tudjuk, akkor találhatunk egy e1 ∈ E[t, z2] élt,
hogy lP2(e1) + lP′(e1) ≥ c(e1) − 1. Az f él választása miatt E(H) − F ⊆ Pe1,e2

teljesül. Vagyis

c(e1) + c(e2)− dH2(e1, e2) ≤
≤ (lP2(e1) + lP2(e2)) + (lP′(e1) + lP′(e2))− dH2(e1, e2) + 1 =

= dH2−F (e1, e2) + (2|F ∩ Pe1,e2 |+ dF (e1, e2))− dH2(e1, e2) + 1 =
= 2|F ∩ Pe1,e2 |+ 1, (1)

azaz |F | = µ, és készen vagyunk.
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2. eset. Léteznek olyan f1, f2 ∈ E(H) − F igények s, valamint t1 és t2 kö-
zött, amelyekre P2(f1) el®reút és P2(f2) hátraút. Lásd a 2. ábrát. Azt mondjuk,
hogy F ′ ⊆ E(H) szép, ha nem léteznek olyan f ′ ∈ F ′, f ′′ ∈ E(H) − F ′ igé-
nyek, hogy P(f ′′) valódi részútja P(f ′)-nek. Ha F nem szép, akkor helyettesítsük
F -et F − f ′ + f ′′-vel, és P ′-t P ′′ = P|F−f ′+f ′′ -vel, amely nyilván kiterjeszthet®
H2 útkiosztásává. Mivel P ′′ terheléseinek összege kevesebb P ′-énél, ez az eljárás
el®bb-utóbb egy szép kiterjeszthet® F halmazt eredményez.

Válasszuk most f1-et úgy, hogy minimalizálja [t1, z1]-et, és f2-t úgy, hogy mi-
nimalizálja [z2, t2]-t. Legyen hi ∈ E(H2)−F egy s és zi közti igény i = 1, 2-re úgy,
hogy P2(h1) el®reút és P2(h2) hátraút (hi = fi elképzelhet®). Ha mind f1, mind
h2 átirányítható P2-ben, akkor adjuk f -et F -hez és menjünk az 1. lépésre. Ha ez
nem lehetséges, akkor létezik egy e1 ∈ E[t1, z2] él, hogy lP2(e1)+lP′(e1) ≥ c(e1)−1.
Mind P(f1), mind P(f2) terhelik [z1, z2] éleit, ezért e1 ∈ E[t1, z1]. Hasonlóan, vagy
növelhet® F , vagy létezik egy e2 ∈ E[z2, t2] él, hogy lP2(e2) + lP′(e2) ≥ c(e2) − 1.
Ha e1 vagy e2 megválasztható úgy, hogy itt szigorú egyenl®tlenség áll, akkor készen
vagyunk, mivel E(H)−F ⊆ Pe1,e2 az f1 és az f2 választása miatt, így érvelhetünk
úgy, mint (1)-nél.

2. ábra. Az online változat az irányítatlan esetben.

Maradt tehát az az eset, amikor

lP2(e) + lP′(e) ≤ c(e)− 1 minden e ∈ E[t1, z1] ∪ E[z2, t2]

élre. P(f1) és P(f2) miatt ez minden e ∈ E[z1, z2] élre is áll. Ha ez minden
e ∈ E[t2, s] élre is teljesül, akkor P2-ben f1 átirányítható, és így F növelhet®. Ez
esetben menjünk az 1. lépésre. Feltehetjük tehát, hogy létezik egy e′′ ∈ E[t2, s]
él, hogy lP2(e

′′) + lP′(e′′) = c(e′′), és hasonlóan, egy e′ ∈ E[s, t1] él, hogy

lP2(e
′) + lP′(e′) = c(e′).

3.2. Lemma. F maximális méret¶ kiterjeszthet® halmaz.
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Bizonyítás. Ugyanúgy, mint (1)-ben kapjuk, hogy

c(e1) + c(e2)− dH2(e1, e2) ≤ 2|F ∩ Pe1,e2 |+ 2. (2)

Tegyük fel, hogy létezik egy F ∗ ⊆ E(H) kiterjeszthet® halmaz az |F ∗| = |F | + 1
tulajdonsággal. Persze feltehetjük, hogy F ∗ szép. Legyen P∗ = P|F∗ és legyen
P∗2 a H2 − F ∗ egy kiterjeszt® útkiosztása. Felhasználva, hogy E(H)− F ⊆ Pe1,e2 ,
kapjuk

2|F ∗ ∩ Pe1,e2 | ≥1 2|F ∩ Pe1,e2 |+ 2 ≥ c(e1) + c(e2)− dH2(e1, e2) ≥2

≥2 (lP∗2 (e1) + lP∗2 (e2)) + (lP∗(e1) + lP∗(e2))− dH2(e1, e2) ≥3

≥3 dH2−F∗(e1, e2) + (2|F ∗ ∩ Pe1,e2 |+ dF∗(e1, e2))− dH2(e1, e2) = 2|F ∗ ∩ Pe1,e2 |,

vagyis végig egyenl®ség áll. ≥1 miatt E(H)− F ∗ ⊆ Pe1,e2 . ≥2-b®l kapjuk, hogy

lP∗2 (ei) + lP∗(ei) = c(ei) áll i = 1, 2-re,

és emiatt lP2(ei) = lP∗2 (ei), hiszen lP∗(ei) = lP′(ei) + 1. Végül ≥3 szerint semely
f ′ ∈ E(H2)− F ∗ igényre nem tartalmazza a P∗2 (f ′) út e1 és e2 mindegyikét. A

P− = (P ′ ∪ P2)|E(H2)\Pe1,e2
és a P∗− = (P∗ ∪ P∗2 )|E(H2)\Pe1,e2

jelölésekkel tehát lP−(e) = lP∗−(e) minden e ∈ E[s, t1] ∪ E[t2, s] élre. Ha

|{f ∈ F ∗ : P(f) el®reút}| − |{f ∈ F : P(f) el®reút}| = g > 0,

akkor szükségképpen

|{f ∈ F : P(f) hátraút}| − |{f ∈ F ∗ : P(f) hátraút}| = g − 1.

Mivel F és F ∗ szép, ebb®l az következik, hogy

lP∗∪P∗2 (e′) ≥ lP′∪P2(e
′) + g − (g − 1) = c(e′) + 1,

ami ellentmondás. Hasonlóan érvelhetünk, ha

|{f ∈ F ∗ : P(f) hátraút}|− |{f ∈ F : P(f) hátraút}| > 0. ut

ut(2) szerint |F | ≥ µ− 1, vagyis készen vagyunk a 2. esetben is. ut

Köszönetnyilvánítás

Szeretnék köszönetet mondani Csizmadia Zsoltnak a probléma felvetéséért, va-
lamint Szeg® Lászlónak a hasznos megbeszélésekért.
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UPGRADING EDGE-DISJOINT PATHS IN A RING

Jácint Szabó

In this paper we introduce the upgrading problem of edge-disjoint paths. In the o�-line
upgrading problem a supply graph G with integer capacities and two demand graphs H1 and
H2 with unit demands are given on the same vertex set. Our task is to determine the maximum
size of a set F ⊆ E(H1)∩E(H2) such that F has an integer routing in G which can be extended
both to an integer routing of H1 and to an integer routing of H2. In the online upgrading
problem we are given a supply graph G with integer capacities, a demand graph H with an
integer routing and another demand graph H2 with unit demands such that E(H) ⊆ E(H2).
Our task is to determine the maximum size of a set F ⊆ E(H) such that the restriction of the
given routing to F can be extended to an integer routing of H2. Thus, depending on whether the
graphs are directed or undirected, we have four di�erent versions. We give algorithmic proofs to
minimax formulas for the case when G is a ring and the demand graphs are stars with the same
center. All four versions are NP-complete for general graphs.
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