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EGY MAGAS REND� NEMKONFORM VÉGESELEM CSALÁD A
KÉTDIMENZIÓS STOKES-FELADAT MEGOLDÁSÁRA

BARAN ÁGNES

A cikkben a kétdimenziós Stokes-feladat numerikus megoldása kapcsán egy nem-
konform, háromszöges végeselem családdal foglalkozunk. Hasonlóan a Scott és
Vogelius által de�niált konform elempárhoz a nyomást és a sebesség koordináta-
függvényeit itt is háromszögenként (k − 1)-edfokú és k-adfokú polinomokkal app-
roximáljuk. A diszkrét sebességek esetén � eltér®en a Scott�Vogelius-elemt®l �
a folytonosságot a szomszédos háromszögek közös oldalain csak bizonyos pontokban
követeljük meg. A végeselem pár tetsz®leges k rend esetén de�niált és ismert ala-
csony rend¶ (k = 1, 2, 3) elemek általánosítása. Megmutatjuk, hogy páros k esetén
az elem a Scott�Vogelius-elemb®l származtatható, annak sebességi terét háromszö-
genként egy nemkonform buborékfüggvénnyel b®vítve. A buborékfüggvény meg-
szünteti a Scott�Vogelius-elemekkel való diszkrét megoldás során felmerül® esetleges
algebrai szingularitást (az �energiamentes� diszkrét nyomásfüggvények jelenlétét).
Belátjuk, hogy páros k esetén az elempár stabil.

1. Bevezetés

Legyen Ω ⊂ R2 egy poligonális tartomány Γ = ∂Ω határral. A viszkózus,
összenyomhatatlan folyadékok stacionárius áramlását leíró egyenletrendszer:

−ν ·∆~u +
1
ρ
· gradP = ~f Ω-n,

div~u = 0 Ω-n,

~u|Γ = 0,

ahol ν a kinematikus viszkozitás, ~u a sebességvektor, ρ a s¶r¶ség, P a nyomás,
ρ~f a küls® er®k vektora. Feltételezve, hogy ρ pozitív konstans, bevezetve a p = P/ρ
jelölést és a ν viszkozitást 1-nek választva a fenti egyenletrendszer

−∆~u + gradp = ~f Ω-n,

div~u = 0 Ω-n, (1)
~u|Γ = 0,
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alakba írható, (1)-et stacionárius Stokes-feladatnak nevezzük. Az egyenletekb®l
p csak egy additív konstanstól eltekintve határozható meg egyértelm¶en. Az inho-
mogén Dirichlet-feltétel az (1)-ben szerepl® homogén peremfeltételre visszavezet-
het®.

Jelen cikkben a Stokes-feladat végeselem megoldásával kapcsolatban vizsgá-
lunk magas rend¶ háromszöges elemeket. A magas rend¶ véges elemek hasznáról
ld. például [7], [13].

Egy adott végeselem diszkretizáció kapcsán mindig felmerül az a kérdés, hogy
az egyértelm¶, stabil megoldás létezését biztosító inf-sup feltétel teljesül-e (ld. a
cikk 2. pontját).

Scott és Vogelius [10] a konform Pk/Pk−1 végeselem párt vizsgálta (három-
szögenként k-adrend¶ polinomok a sebesség, és k − 1-edrend¶ polinomok a
nyomás közelítésére), ahol a diszkrét nyomás függvényekr®l nem feltételezzük, hogy
folytonosak a háromszögek találkozásánál. k ≥ 4 esetén az elem stabil, de csak egy
a rácsra vonatkozó feltétel teljesülése esetén.

Egy másik esetleges probléma a konform Pk/Pk−1 elemek használatánál, hogy
a diszkrét gradiens operátor nulltere nagyobb lehet, mint az eredeti problémában a
gradiens operátor nulltere, amely csak a konstans függvényeket tartalmazza. Ez azt
jelenti, hogy amíg folytonos esetben a nyomás egy additív konstantól eltekintve
egyértelm¶en meghatározható, addig a végeselem diszkretizáció után kapott lineáris
egyenletrendszernek többdimenziós nulltere van.

A rácstól független stabilitás kapcsán kerülnek el®térbe a nemkonform ele-
mek: itt a sebességet approximáló háromszögenként de�niált k-adrend¶ polinomok
folytonosságát a szomszédos háromszögek közös oldalain csak bizonyos pontokban
követeljük meg. A 3. fejezetben egy tetsz®leges k rend esetén de�niált, nemkonform
végeselem párt írunk le, amely minden páros k esetén stabil, a rácsra vonatkozó
feltétel nélkül. Páros rend esetén a diszkrét sebesség tér a k-adrend¶ konform elem
sebesség terének b®vítése: annak bázisához háromszögenként egy k-adfokú polino-
mot, egy úgy nevezett nemkonform buborék függvényt adunk. k = 2 esetén az
elem megegyezik az ismert Fortin�Soulie-elemmel [6], a k = 4, 6 esetekben pedig
a [4]-ben vizsgált nemkonform elemekkel. Amíg [4]-ben a sebességi tér leírásánál
használt buborékfüggvényt csak a k = 4, 6 esetben sikerült képlettel leírni, addig a
3. fejezetben tetsz®leges páros k esetén érvényes formulát adunk. [4]-ben a szerz®k
belátták a negyed-, és hatodrend¶ elem stabilitását, de a szokásos b(·, ·) bilineáris
formát (ld. 2. pont) kiegészítették egy stabilizáló taggal.

Matthies és Tobiska [9] egy tetsz®leges rend esetén de�niált stabil, nemkonform
végeselem családot írnak le, de a k-adrend¶ konform sebességi teret egy háromszö-
genként (k + 1)-edrend¶ polinommal b®vítik.

Belátjuk, hogy a nemkonform buborék függvény hatására a diszkrét gradiens
operátor nulltere egydimenziós lesz, függetlenül a rácstól.
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2. Jelölések, alapfogalmak

Az (1) feladat gyenge megfogalmazásához vezessük be az alábbi jelöléseket.
Legyen L2(Ω) a négyzetesen integrálható függvények tere, továbbá

L2
0(Ω) =

{
p ∈ L2(Ω) :

∫

Ω

pdx = 0
}

.

A p függvényt � hogy az ne csak egy additív konstans erejéig legyen egyértelm¶ �
az L2

0(Ω) térben fogjuk keresni. A négyzetesen integrálható gradienssel rendel-
kez® L2(Ω)-beli függvények Szoboljev-terét jelölje (H1(Ω))2, és (H1

0 (Ω))2 legyen
azon (H1(Ω))2-beli függvények tere, melyek nyoma elt¶nik Γ-n. Ezek után az (1)
feladat gyenge megfogalmazása a következ®: olyan ~u ∈ (H1

0 (Ω))2 és p ∈ L2
0(Ω)

függvényeket keresünk, melyekre
a(~u,~v) + b(~v, p) = (~f,~v) ∀~v ∈ (H1

0 (Ω))2, (2)
b(~u, q) = 0 ∀q ∈ L2

0(Ω)

teljesül, ahol (·, ·) jelöli az L2(Ω) és az (L2(Ω))2 tér szokásos bels® szorzatát is,
továbbá

a(~u,~v) =
∫

Ω

2∑

i=1

2∑

j=1

∂ui

∂xj

∂vi

∂xj
dx, (3)

b(~v, p) = −(div~v, p). (4)

A feladat egyértelm¶en megoldható, ha ~f ∈ (L2(Ω)2.
Legyen Th az Ω tartomány egy triangularizációja, továbbá jelölje E a triangu-

larizáció éleinek halmazát.
A (2) feladat végeselem megoldása során a sebességkomponenseket és a

nyomást háromszögenként adott fokszámú polinomokkal közelítjük, jelölje Vh(Ω),
ill. Ph(Ω) ⊂ L2(Ω) a diszkrét sebesség, ill. nyomás tereket. Ha Vh(Ω) ⊂ (H1

0 (Ω))2

teljesül konform, ellenkez® esetben nemkonform approximációról beszélünk.
Ekkor a (2) egyenleteknek megfelel® diszkrét feladat: olyan ~uh ∈ Vh(Ω) és

ph ∈ Ph(Ω) függvényeket keresünk, melyekre

a(~uh, ~vh) + b(~vh, ph) = (~f,~vh) ∀~vh ∈ Vh(Ω), (5)
b(~uh, qh) = 0 ∀qh ∈ Ph(Ω) ∩ L2

0(Ω)

teljesül, ahol nemkonform esetben az a(·, ·) és b(·, ·) funkcionálokat a következ®
módon de�niáljuk:

a(~u,~v) =
∑

∆∈Th

∫

∆

2∑

i=1

2∑

j=1

∂ui

∂xj

∂vi

∂xj
dx, (6)

b(~v, p) = −
∑

∆∈Th

∫

∆

pdiv~vdx. (7)

Alkalmazott Matematikai Lapok (2009)



196 BARAN ÁGNES

Konform esetben (6)�(7) ugyanazokat a funkcionálokat de�niálja, mint (3)�(4).
Legyen

NVh(Ω) := {ph ∈ Ph(Ω) : b(~vh, ph) = 0 ∀~vh ∈ Vh(Ω)}
a diszkrét gradiens operátor nulltere.

Ahhoz, hogy az (5) feladat egyértelm¶en megoldható legyen a Vh(Ω),
(Ph(Ω)\NVh(Ω)) terekben szükséges az úgynevezett diszkrét inf-sup feltétel telje-
sülése, azaz létezzen olyan βh > 0 konstans, hogy

sup
~vh∈Vh

b( ~vh, qh)
| ~vh|1 ≥ βh‖qh‖L2(Ω) ∀qh ∈ Ph(Ω)\NVh(Ω),

ahol |~vh|1 = (a(~vh, ~vh))1/2. Ha βh ≥ β > 0, ahol β független h-tól, akkor a
végeselem megoldás stabil (ld. [3]), azaz

||~uh||1 ≤ C1 · ||~f ||L2(Ω), ||ph||0 ≤ C2 · ||~f ||L2(Ω).

Ebben az esetben a Vh(Ω), Ph(Ω) végeselem párt stabilnak (vagy inf-sup stabilnak)
nevezzük.

Ha az inf-sup feltétel nem teljesül, akkor tipikusan a sebességek konvergálnak,
a nyomás viszont nem.

Ha | · |1 normát de�niál a Vh(Ω) téren, akkor az inf-sup feltétel elegend® is az
egyértelm¶ megoldás létezéséhez.

3. A Gauss�Legendre-elemek

Jelölje Pk(∆) a ∆ háromszögön de�niált legfeljebb k-adfokú polinomok terét,
és tegyük fel, hogy a Th triangularizácó reguláris, azaz létezik olyan h-tól független
κ konstans, hogy

h∆ ≤ κρ∆ ∀∆ ∈ Th,

ahol h∆ a ∆ háromszög átmér®je, ρ∆ pedig a ∆ háromszögbe írható körök suga-
rainak maximuma.

Vizsgálataink kiindulópontja Scott és Vogelius [10] cikke, melyben a konform,
háromszöges Pk/Pk−1 elemekkel foglalkoztak: itt a sebességet háromszögenként
k-adrend¶, a háromszögek között folytonos polinomokkal, míg a nyomást három-
szögenként (k−1)-edrend¶ polinomokkal approximálták (a diszkrét nyomás folyto-
nossága nem feltétel). A megfelel® diszkrét terek:

Ph(Ω) =
{
ph ∈ L2(Ω) : ph|∆ ∈ Pk−1(∆), ∆ ∈ Th

}
, (8)

Vh(Ω) =
{
~vh ∈ (H1

0 (Ω))2 : ~vh|∆ ∈ (Pk(∆))2,∆ ∈ Th

}
. (9)

k ≥ 4 esetén a (8)�(9) végeselem pár stabilitása és diszkrét gradiens operá-
tor nullterének dimenziója attól függ, hogy a rács tartalmaz-e közel-szinguláris,
ill. szinguláris pontokat.
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3.1. De�níció. Legyen x0 a Th triangularizáció egy rácspontja. Jelölje ∆i,
i = 1, . . . , n, a triangularizáció azon háromszögeit, melyeknek x0 csúcspontja és
legyen Θi a ∆i háromszög x0-beli szöge. Tegyük fel, hogy a háromszögek sor-
számozása olyan, hogy a ∆i és ∆i+1 háromszögeknek van közös oldala minden
i = 1, . . . , n − 1 esetén. Ekkor az x0 pontot szinguláris pontnak nevezzük, ha
Θi + Θi+1 = π, i = 1, . . . , n − 1, teljesül. Az x0 szinguláris pont bels® szinguláris
pont, ha x0 ∈ Ω\Γ (ekkor n = 4), és perem szinguláris pont, ha x0 ∈ Γ (ekkor
n ≤ 4).

Szemléletesen, szinguláris pontnak nevezünk egy rácspontot, ha a triangulari-
záció azon élei, melyek tartalmazzák az adott rácspontot két (egymást a csúcsban
metsz®) egyenesen fekszenek. A 3. ábrán egy bels® szinguláris pont látható, míg
a perem szinguláris pont 4 típusát az 1. és 2. ábrán mutatjuk meg. A szinguláris
pontot mindhárom ábrán S0 jelöli, a tartomány peremét vastag vonallal jelöltük.

A [10]-ben leírtak alapján belátható, hogy:

3.1. Állítás. Ha k ≥ 4, akkor a (8)�(9) elem esetén a diszkrét gradiens ope-
rátor nulltere, az NVh(Ω) halmaz (σ + 1)-dimenziós, ahol σ a szinguláris pontok
számát jelöli.

A k ≥ 4 feltétel lényeges; ha például k = 2 és Ω = [0, 1]2, akkor standard trian-
gularizáció esetén dim NVh(Ω) = 6 (azaz dim NVh(Ω) = σ + 4), míg a jól ismert
�criss-cross� rács (ld. [3]) esetén dim NVh(Ω) = σ + 1 érvényes.

Az állítás szerint szinguláris pontok jelenléte esetén a diszkrét gradiens nulltere
nem részhalmaza a folytonos gradiens operátor nullterének, a bevezetésben már
említett jelenséggel találkozunk: a megoldandó lineáris egyenletrendszer nulltere
többdimenziós, �energiamentes� nem konstans nyomásfüggvények vannak jelen.

[10]-ben a szerz®k de�niáltak egy függvényt, amely azt méri, hogy egy nem
szinguláris x0 bels® rácspont mennyire közel van ahhoz, hogy szinguláris pont
legyen. A 3.1. De�níció jelöléseivel az R(x0) függvényt a következ® módon
de�niáljuk:

R(x0) := max{|Θi + Θj − π|, ahol 1 ≤ i, j ≤ n, i− j = 1 mod n}.

Legyen {Th}, 0 < h ≤ 1 triangularizációk egy családja. A (8)�(9) elem k ≥ 4
esetén csak akkor stabil, ha létezik egy olyan h-tól független δ konstans, hogy

min{R(x0) : x0 ∈ Ω\Γ nem szinguláris rácspont Th-ból} ≥ δ > 0

teljesül (ld. [10]).
Ha a diszkretizációs paraméter csökkenésével egy nem szinguláris pont tart a

szinguláris helyzethez, akkor a stabilitás nem teljesül.
A criss-cross rács számos szinguláris pontot tartalmaz, de a standard rács-

generáló programok által készített rácsokban is gyakran meg�gyelhet®k szingulá-
ris, vagy közel-szinguláris pontok, így többen foglalkoztak azzal, hogyan lehetne
ezt a rácsra vonatkozó kellemetlen feltételt kiküszöbölni. Egy lehetséges megoldás
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a Vh(Ω) tér nemkonform b®vítése: a sebesség folytonosságát a szomszédos három-
szögek közös oldalain csak bizonyos pontokban követeljük meg. Ha ezeket a pon-
tokat a k-adrend¶ esetben az adott oldalon de�niált k-adfokú Legendre-polinom
gyökeinek (a k-adrend¶ Gauss-Legendre-pontoknak) választjuk, akkor a (6) biline-
áris funkcionállal normát de�niálhatunk ezen a kib®vített téren.

3.2. De�níció. A k-adrend¶ Gauss�Legendre-elem:

Ph(Ω) =
{
ph ∈ L2(Ω), ph|∆ ∈ Pk−1(∆), ∆ ∈ Th

}
, (10)

V nc
h (Ω) =

{
~vh ∈ (L2(Ω))2, ~vh|∆ ∈ (Pk(∆))2, és ~vh folytonos a ∆
háromszög összes Gauss�Legendre-pontjában ∆ ∈ Th} , (11)

a norma Vh-n: |~vh|1,h,Ω :=

( ∑

∆∈Th

|~vh|21,∆

)1/2

.

Megjegyzés.
1. Ebben az esetben a homogén peremfeltétel helyett a sebesség v`, ` = 1, 2,

koordináta függvényeire
∫

Γj

qv`ds = 0, q ∈ Pk−1(Γj)

teljesül ∀Γj ⊂ ∂∆ ∩ ∂Ω, ∀∆ ∈ Th esetén.
2. V nc

h (Ω) 6⊂ (H1(Ω))2 (az elem nem konform), de a sebességek folytonosak a
Gauss�Legendre-pontokban, ezért az |.|1,h,Ω szeminorma normát de�niál
V nc

h (Ω)-n.
3. A (10)�(11) végeselem család az ismert Crouzeix�Raviart (k = 1),

Fortin�Soulie (k = 2) és Crouzeix�Falk (k = 3) elemek általánosítása.
A k = 4, 6 esetek vizsgálata [4]-ben szerepel.

Páratlan k esetén a V nc
h (Ω) tér elemei egyértelm¶en leírhatóak, ha szabadsági fokok-

nak az alábbi csomópontokban felvett függvényértékeket választjuk: a háromszögek
belsejében egyenletesen elosztunk (k − 2)(k − 1)/2 pontot, a maradék 3k pontot
pedig a háromszög oldalain, a k-adfokú Legendre-polinom zérushelyeinél helyezzük
el. Páros k esetén azonban létezik olyan k-adfokú polinom, amely a háromszög
oldalain csak a k-adrend¶ Gauss�Legendre-pontokban t¶nik el.

3.3. De�níció. Páros k esetén a k-adrend¶ nemkonform buborék függvény olyan
(az adott háromszögön) de�niált polinom, mely a háromszög minden oldalán a
k-adrend¶ Legendre-polinommal egyenl®:

B
(k)
n,∆ =

1
2

(
3∑

i=1

P
(0,0)
k (1− 2λi)− 1

)
, (12)
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ahol P
(0,0)
k jelöli az 1 f®együtthatójú, a [−1, 1]-en értelmezett k-adrend¶ Legendre-

polinomot, λi, i = 1, 2, 3, pedig a ∆-n de�niált baricentrikus koordináták.

Megjegyzés.
1. k ≥ 4 esetén a de�nícióban leírt tulajdonsággal nem csak a (12) alakú

függvények rendelkeznek, hanem minden B
(k)
n,∆ +B

(k)
c,∆ alakú függvény. Itt

B
(k)
c,∆ egy k-adrend¶ konform buborék függvény: B

(k)
c,∆ = λ1λ2λ3qk−3, ahol

qk−3 tetsz®leges, a ∆ háromszögön de�niált (k − 3)-adfokú polinom.
2. Páratlan k esetén a (12) függvény a háromszög oldalain azonosan nulla.
3. A k = 2 esetben

B
(2)
n,∆ =

1
2

{
3∑

i=1

P
(0,0)
2 (1− 2λi)− 1

}
= 3

3∑

i=1

λ2
i − 2,

ami éppen a [6]-ban használt buborék függvény, míg k = 4 és k = 6 esetén
B

(k)
n,∆ a [4]-ben használt buborék függvényekt®l csak egy konform tagban

különbözik.

3.2. Állítás. Páros k esetén a (12) segítségével V nc
h (Ω) a következ® módon is

leírható:

V nc
h (Ω) = Vh(Ω) +

{
~v, ~v|∆ =

(
α∆

β∆

)
B

(k)
n,∆, α∆, β∆ ∈ R, ∆ ∈ Th

}
. (13)

3.1. Tétel. Ha k páros, akkor a (10)�(11) végeselem pár esetén a diszkrét
gradiens operátor nulltere egydimenziós, azaz a

b(~vh, ph) = 0 ∀~vh ∈ V nc
h (Ω) (14)

összefüggés csak konstans ph esetén teljesül.

Bizonyítás. Legyen el®ször k = 2, és tegyük fel, hogy ph ∈ Ph(Ω)-ra (14) tel-
jesül. Legyen ∆ ∈ Th egy olyan háromszög, melyen ph nem azonosan nulla.
Ekkor ~vh|∆ = (B(2)

n,∆, 0), ~vh|Ω\∆ ≡ 0 választással, felhasználva, hogy ∂ph

∂x1
konstans,

(14)-b®l következik, hogy

0 =
∫

Ω

phdiv~vhdx = −
∫

∆

∂ph

∂x1
B

(2)
n,∆dx = −∂ph

∂x1

∫

∆

B
(2)
n,∆dx =

∂ph

∂x1
· 1
4
,

így ∂ph

∂x1
≡ 0. Hasonlóan adódik, hogy ∂ph

∂x2
≡ 0, így ph konstans a ∆ háromszög

fölött. Annak igazolásához, hogy ph konstans az egész tartományon, legyen ∆1

és ∆2 két közös oldallal rendelkez® háromszög, és teljesüljön ph|∆i ≡ ci ∈ R,
i = 1, 2. Legyen v a skalár eset Lagrange-bázisának az az eleme, melynek értéke a
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két háromszög közös oldalának felez®pontjában nem nulla. A ~vh,1|∆1∪∆2 = (v, 0),
~vh,1|Ω\(∆1∪∆2) ≡ 0 és ~vh,2|∆1∪∆2 = (0, v), ~vh,2|Ω\(∆1∪∆2) ≡ 0 függvényekkel felírva
a b(~vh, ph) = 0 egyenletet kapjuk, hogy c1 = c2.

k ≥ 4 esetén a részletesebb bizonyítást lásd [1]-ben és [2]-ben. A bizonyítás
vázlata: a 3.2. állítást felhasználva el®bb leírjuk az NVh(Ω) teret, majd belátjuk,
hogy minden ph ∈ NVh(Ω)-ra

b(~vh, ph) 6= 0

teljesül a ~vh|∆ = (B(k)
n,∆, 0), ~vh|Ω\∆ ≡ 0 vagy ~vh|∆ = (0, B

(k)
n,∆), vh|Ω\∆ ≡ 0 függvé-

nyek valamelyikével, ahol ∆ egy tetsz®leges háromszög ph tartójából.
Az NVh(Ω) teret egy olyan bázisával írjuk le, amely a konstans függvény mellett

σ darab olyan függvényt tartalmaz, amelyek mindegyike hozzárendelhet® a rács
egy szinguláris pontjához oly módon, hogy csak a szinguláris pontot tartalmazó
háromszögeken vesz fel nullától különböz® értékeket.

Vizsgáljuk a b(~vh, ph) = 0 egyenletet el®ször olyan ~vh függvényekre, melyek
csak egy rögzített ∆ háromszög belsejében vesznek fel nullától különböz® értéke-
ket. Ekkor ~vh|∆ = λ1λ2λ3~qk−3, ahol λi, i = 1, 2, 3, a ∆-beli baricentrikus koordi-
náták és ~qk−3 a ∆ háromszög fölött de�niált tetsz®leges (k − 3)-adfokú polinom.
A b(~vh, ph) = 0 egyenletb®l parciális integrálás után kapjuk, hogy ∂ph

∂x1
és ∂ph

∂x2
olyan

(k − 2)-edfokú polinomok, melyek a ∆ háromszög fölött a λ1λ2λ3 súlyfüggvényre
nézve ortogonálisak Pk−3(∆)-ra. Felhasználva a háromszögek fölött ortogonális
polinomrendszer leírását [8] belátható, hogy adott szinguláris pont esetén a hozzá-
tartozó bázis függvény minden olyan ∆ háromszögben, melynek a szinguláris pont
csúcspontja, a P

(0,2)
k−1 (1 − 2λi) konstansszorosával egyenl®. Itt P

(0,2)
k−1 a [−1, 1]-en

értelmezett (0, 2) paraméter¶ Jacobi-polinom, λi pedig az a baricentrikus koordi-
náta ∆-n, amelynek az értéke a szinguláris pontban 1. Részletesebben, a különböz®
típusú perem szinguláris pontok és a bels® szinguláris pont esetén:
A) Legyen az S0 I-es típusú perem szinguláris pont. Ekkor a triangularizáció
egyetlen háromszögének (legyen ez ∆1) csúcspontja S0 (ld. 1. ábra, itt az S0S1 és
S0S2 szakaszok a tartomány peremén helyezkednek el). Az S0 szinguáris ponthoz
rendelt eleme a bázisnak:

qh|∆1 = P
(0,2)
k−1 (1− 2λ3), qh|Ω\∆1 ≡ 0,

ahol λ3 az a baricentrikus koordináta ∆1-ben, amelynek S0-ban az értéke 1.
B) Legyen S0 II. típusú perem szinguláris pont. Ekkor S0 a triangularizáció két
háromszögének (∆1 és ∆2) csúcspontja, és a két háromszög S0 pontnál lév® szö-
gének összege π (ld. 1. ábra, itt az S1S3 szakasz része a tartomány peremének).
Az S0 ponthoz tartozó eleme a bázisnak

qh|∆1 = P
(0,2)
k−1 (1− 2λ

(1)
3 ), qh|∆2 = − 1

t0
P

(0,2)
k−1 (1− 2λ

(2)
3 ), qh|Ω\(∆1∪∆2) ≡ 0,

ahol ~S0S3 = −t0 ~S0S1, t0 > 0, és λ
(1)
3 , ill. λ(2)

3 az a baricentrikus koordináta ∆1-ben,
ill. ∆2-ben, amelynek az értéke S0-ban 1.
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1. ábra. I-es és II-es típusú perem szinguláris pont

C) Legyen S0 III. típusú perem szinguláris pont. Ekkor S0 a triangularizáció 3
háromszögének (∆1,∆2, ∆3) csúcspontja (ld. 2. ábra, ahol az S0S1 és S0S4 szaka-
szok a tartomány peremén vannak). Az S0 ponthoz rendelt függvény:

qh|∆1 = P
(0,2)
k−1 (1− 2λ

(1)
3 ), qh|∆2 = − 1

t0
P

(0,2)
k−1 (1− 2λ

(2)
3 ),

qh|∆3 =
1

t0t1
P

(0,2)
k−1 (1− 2λ

(3)
3 ), qh|Ω\(∆1∪∆2∪∆3) ≡ 0,

ahol ~S0S3 = −t0 ~S0S1, ~S0S4 = −t1 ~S0S2, t0, t1 > 0, és λ
(i)
3 , i = 1, 2, 3, az a bari-

centrikus koordináta ∆i-ben, amelynek az értéke S0-ban 1.
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2. ábra. III. és IV. típusú perem szinguláris pont

D) Legyen S0 IV. típusú perem szinguláris pont. Ekkor az S0 pont a triangulari-
záció 4 háromszögének (∆i, i = 1, 2, 3, 4) csúcspontja (ld. 2. ábra, ahol az S0S4S5
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szakasz a tartomány peremén fekszik). Az S0 ponthoz rendelt függvény:

q|∆1 = P
(0,2)
k−1 (1− 2λ

(1)
3 ), q|∆2 = − 1

t0
P

(0,2)
k−1 (1− 2λ

(2)
3 ),

q|∆3 =
1

t0t1
P

(0,2)
k−1 (1− 2λ

(3)
3 ), q|∆4 = − 1

t2
P

(0,2)
k−1 (1− 2λ

(4)
3 ),

q|Ω\(∆1∪∆2∪∆3 ≡ 0,

ahol ~S0S3 = −t0 ~S0S1, ~S0S4 = −t1 ~S0S2, ~S0S5 = −t2 ~S0S2, t0, t1, t2 > 0, és λ
(i)
3 ,

i = 1, 2, 3, 4, az a baricentrikus koordináta ∆i-ben, amelynek az értéke S0-ban 1.
E) Legyen S0 bels® szinguláris pont és ∆i, i = 1, 2, 3, 4, az S0 körüli háromszögek
(lásd a 3. ábrát). Ekkor az S0 ponthoz rendelt függvény:

q|∆1 = P
(0,2)
k−1 (1− 2λ

(1)
3 ), q|∆2 = − 1

t0
P

(0,2)
k−1 (1− 2λ

(2)
3 ),

q|∆3 =
1

t0t1
P

(0,2)
k−1 (1− 2λ

(3)
3 ), q|∆4 = − 1

t1
P

(0,2)
k−1 (1− 2λ

(4)
3 ),

q|Ω\(∆1∪∆2∪∆3∪∆4) ≡ 0,

ahol ~S0S3 = −t0 ~S0S1, ~S0S4 = −t1 ~S0S2, t0, t1 > 0, és λ
(i)
3 , i = 1, . . . , 4, azok a

baricentrikus koordináták ∆i-ben, i = 1, 2, 3, 4, melyek értéke az S0-ban 1.

S1

S2

S4

S3

S0

∆1

∆2∆3

∆4

3. ábra. Egy bels® szinguláris pont. ut

4. A páros rend¶ Gauss�Legendre-elemek stabilitása

Páros k ≥ 2 értékek esetén a stabilitás a [11]-ben leírt makroelem módszer
nemkonform esetre készített módosításával bizonyítható (részletesen lásd [2]-ben).
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Itt alapvet® szerepet játszik az a tény, hogy a páros rend¶ Gauss�Legendre-elemek
esetén a diszkrét gradiens nulltere � a rács esetleges szingularitásától függetlenül �
egydimenziós. El®ször (ugyanúgy, mint [11]-ben) de�niáljuk a makroelemeket, ill.
a makroelemek ekvivalenciáját.

4.1. De�níció. Egy makroelem Th-beli szomszédos háromszögek uniója.
Az M makroelem ekvivalens az M̂ referencia makroelemmel, ha létezik olyan
FM : M̂ → M leképezés, melyre az alábbi feltételek teljesülnek:

1. FM folytonos és kölcsönösen egyértelm¶,
2. FM (M̂) = M ,
3. ha M̂ =

⋃m
j=1 ∆̂j , ahol ∆̂j , j = 1, . . . ,m, az M̂ -et alkotó háromszögek,

akkor az M makroelemet a ∆j = FM (∆̂j), j = 1, . . . , m, háromszögek
alkotják,

4. FM |∆j
= F∆j ◦ F−1

∆̂j
, j = 1, . . . ,m, ahol F∆̂j

és F∆j
a referencia három-

szöget ∆̂j-re, ill. ∆j-re leképez® a�n transzformációk.

A stabilitás igazolásához makroelemek olyan EM̂i
,i = 1, . . . , n, n ≥ 1, ekviva-

lencia osztályait kell de�niálnunk, amelyekre a következ® két feltétel teljesül:
1. tetsz®leges h esetén a Th-beli háromszögek összecsoportosíthatóak makro-

elemekké úgy, hogy az így kapott Mh makroelem-felosztás minden
M ∈Mh eleme besorolható valamelyik EM̂i

, i = 1, . . . , n makroelem-
osztályba,

2. minden M ∈ EM̂i
, i = 1, . . . , n esetén az

Nnc
M := {ph ∈ Ph(M) : b(~vh, ph) = 0 ∀~vh ∈ V nc

h (M)}

tér egydimenziós.

4.1. Tétel. Ha a fenti két feltétel teljesül, akkor a (10)�(11) elem inf-sup
stabil.

A tétel bizonyítása [2]-ben található.

4.2. Tétel. Páros k ≥ 2 esetén a (10)�(11) elem inf-sup stabil.

Bizonyítás. Esetünkben 3 makroelem osztályt de�niálunk; EM̂1
-be tartoznak

azok a makroelemek, amelyek két szomszédos (közös oldallal rendelkez®) három-
szögb®l állnak, EM̂2

-be azok a makroelemek, amelyeket 3 olyan háromszög alkot,
amelyek közül bármely kett®nek van közös oldala, EM̂3

-at a 3 szomszédos három-
szögb®l álló, nem az EM̂2

-be tartozó makroelemek alkotják. Az M̂1, M̂2, M̂3 referen-
ciaelemek (melyekre a megfelel® osztályok elemei folytonos, kölcsönösen egyértelm¶
módon leképezhet®ek):
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Ŝ1 Ŝ3

Ŝ2

Ŝ4

Ŝ1 Ŝ2

Ŝ3

Ŝ4

Ŝ1 Ŝ3 Ŝ4

Ŝ5

Ŝ2

A EM̂i
, i = 1, 2, 3 osztályok teljesítik az 1. makroelem feltételt, a 2. feltételben

leírt állítás pedig következik 3.1. Tételb®l. Mivel a két makroelem feltétel teljesül,
a (10)�(11) végeselem stabil. ut

Megjegyzés.
1. Itt fontos szerepe van a diszkrét gradiens nulltere dimenziójának. Míg a

konform Scott�Vogelius-elemek esetén ha a triangularizációban egy
közel szinguláris pont tart a szinguláris helyzethez, a megfelel® nullterek
nem folytonos módon változnak (a határhelyzetben a nulltér dimenziója
eggyel nagyobb), addig a Gauss�Legendre-elemek esetén a nulltér mindig
egydimenziós, csak a konstansfüggvényt tartalmazza.

2. Páratlan rend¶ Gauss�Legendre-elemek esetén a stabilitás ugyanezen mak-
roelem osztályok választásával nem igazolható. Be lehet látni, hogy a pá-
ratlan k ≥ 3 értékekre az EM̂1

osztályba tartozó M makroelemek esetén
az Nnc

M térnek van legalább egy nem konstans eleme (ld. [1]). A k = 3
esetet [5]-ben vizsgálták, ott bizonyos triangularizációkra megmutatták
az elem stabilitását és sejtésként megemlítik, hogy az elem tetsz®leges
triangularizáció esetén stabil.
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A HIGH-ORDER NON-CONFORMING FINITE ELEMENT FAMILY
FOR THE SOLUTION OF THE TWO-DIMENSIONAL STOKES PROBLEM

Ágnes Baran

In this paper we describe a triangular non-conforming �nite element family for the two-
dimensional Stokes problem. Similarly to the conforming element pair de�ned by Scott and
Vogelius, pressure and velocity are approximated trianglewise by polynomials of order k − 1 and
k, respectively. The continuity of the discrete velocity on the common sides of the triangles, unlike
the Scott-Vogelius element, is required at particular points only. The �nite element pair is de�ned
for all k ≥ 1 and it is a generalization of low order (k = 1, 2, 3) cases. We show that for even k the
�nite element pair can be obtained from the Scott-Vogelius element by adding trianglewise a non-
conforming bubble function to the local basis of the velocity space. The bubble function removes
the algebraic dicontinuity of the Scott-Vogelius elements, i.e. the presence of the "energy-free"
discrete pressure. We show that the element pair is stable for even k.
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