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EGY MAGAS RENDU NEMKONFORM VEGESELEM CSALAD A
KETDIMENZIOS STOKES-FELADAT MEGOLDASARA

BARAN AGNES

A cikkben a kétdimenziés Stokes-feladat numerikus megoldasa kapcsan egy nem-
konform, haromszdges végeselem csaladdal foglalkozunk. Hasonléan a Scott és
Vogelius altal definidlt konform elemparhoz a nyomast és a sebesség koordinata-
fliggvényeit itt is haromszégenkeént (k — 1)-edfokt és k-adfokt polinomokkal app-
roximaljuk. A diszkrét sebességek esetén — eltérGen a Scott—Vogelius-elemtsl —
a folytonossagot a szomszédos haromszdgek kozos oldalain csak bizonyos pontokban
koveteljiik meg. A végeselem par tetsz6leges k rend esetén definidlt és ismert ala-
csony rendi (k = 1,2, 3) elemek 4ltalanositasa. Megmutatjuk, hogy paros k esetén
az elem a Scott—Vogelius-elembdl szarmaztathatd, annak sebességi terét haromszo-
genként egy nemkonform buborékfiiggvénnyel bévitve. A buborékfiiggvény meg-
sziinteti a Scott—Vogelius-elemekkel valé diszkrét megoldés soran felmeriils esetleges
algebrai szingularitast (az .energiamentes” diszkrét nyomasfiiggvények jelenlétét).
Belatjuk, hogy paros k esetén az elempér stabil.

1. Bevezetés
Legyen Q C R? egy poligonalis tartomany I' = 9Q hatarral. A viszkézus,
Osszenyomhatatlan folyadékok stacionarius ramlésat leir6 egyenletrendszer:
_ 1 7
—v-Ad+ —-gradP = f Q-n,
p
diva =0 -,

P

ahol v a kinematikus viszkozitas, 4 a sebességvektor, p a sirtiség, P a nyomas,
pf akiils6 ersk vektora. Feltételezve, hogy p pozitiv konstans, bevezetve ap = P/p
jelolést és a v viszkozitast 1-nek valasztva a fenti egyenletrendszer
—AU 4+ gradp = f Q-n,
divad =0 Q-mn, (1)

dlr =0,
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alakba irhat6, (1)-et stacionarius Stokes-feladatnak nevezziik. Az egyenletekbdl
p csak egy additiv konstanstol eltekintve hatarozhaté meg egyértelmien. Az inho-
mogén Dirichlet-feltétel az (1)-ben szereplé homogén peremfeltételre visszavezet-
hetd.

Jelen cikkben a Stokes-feladat végeselem megoldasaval kapcsolatban vizsga-
lunk magas rendd haromszoges elemeket. A magas rendii véges elemek hasznérol
1d. példaul [7], [13].

Egy adott végeselem diszkretizacié kapcsan mindig felmeriil az a kérdés, hogy
az egyértelmd, stabil megoldas létezését biztosité inf-sup feltétel teljesiil-e (1d. a
cikk 2. pontjat).

Scott és Vogelius [10] a konform Py /Py_1 végeselem part vizsgalta (harom-
szogenként k-adrendd polinomok a sebesség, és k — l-edrendid polinomok a
nyomaés kozelitésére), ahol a diszkrét nyomas fiiggvényekrsl nem feltételezziik, hogy
folytonosak a haromszogek taldlkozasinal. k > 4 esetén az elem stabil, de csak egy
a racsra vonatkozo feltétel teljesiilése esetén.

Egy masik esetleges probléma a konform Py /Pj_1 elemek hasznélaténal, hogy
a diszkrét gradiens operator nulltere nagyobb lehet, mint az eredeti probléméaban a
gradiens operator nulltere, amely csak a konstans fliggvényeket tartalmazza. Ez azt
jelenti, hogy amig folytonos esetben a nyomas egy additiv konstantol eltekintve
egyértelmtien meghatarozhato, addig a végeselem diszkretizacié utan kapott linearis
egyenletrendszernek t6bbdimenziés nulltere van.

A racstél fiiggetlen stabilitas kapcsan keriilnek el6térbe a nemkonform ele-
mek: itt a sebességet approximalé haromszégenként definialt k-adrendii polinomok
folytonossagat a szomszédos haromszogek kozos oldalain csak bizonyos pontokban
koveteljiik meg. A 3. fejezetben egy tetszéleges k rend esetén definialt, nemkonform
végeselem part irunk le, amely minden paros k esetén stabil, a racsra vonatkozo
feltétel nélkiil. Paros rend esetén a diszkrét sebesség tér a k-adrendd konform elem
sebesség terének bévitése: annak bazisdhoz haromszogenként egy k-adfokt polino-
mot, egy gy nevezett nemkonform buborék fiiggvényt adunk. k = 2 esetén az
elem megegyezik az ismert Fortin—Soulie-elemmel [6], a k = 4,6 esetekben pedig
a [4]-ben vizsgalt nemkonform elemekkel. Amig [4]-ben a sebességi tér leirasanal
hasznalt buborékfiiggvényt csak a k = 4,6 esetben sikeriilt képlettel leirni, addig a
3. fejezetben tetszsleges paros k esetén érvényes formulat adunk. [4]-ben a szerzok
belattak a negyed-, és hatodrendi elem stabilitasat, de a szokasos b(-, ) bilinearis
format (ld. 2. pont) kiegészitették egy stabilizalo taggal.

Matthies és Tobiska [9] egy tetszbleges rend esetén definialt stabil, nemkonform
végeselem csaladot irnak le, de a k-adrendi konform sebességi teret egy haromszo-
genként (k + 1)-edrendd polinommal bévitik.

Belatjuk, hogy a nemkonform buborék fiiggvény hatasara a diszkrét gradiens
operator nulltere egydimenzios lesz, fliggetleniil a racstol.
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2. Jelolések, alapfogalmak

Az (1) feladat gyenge megfogalmazasihoz vezessiik be az alabbi jeloléseket.
Legyen L?(Q) a négyzetesen integralhaté fiiggvények tere, tovabba

Lg(Q){pELZ(Q):/dexO}.

A p fiiggvényt — hogy az ne csak egy additiv konstans erejéig legyen egyértelmi —
az L3(2) térben fogjuk keresni. A négyzetesen integrélhaté gradienssel rendel-
kezd L%(Q)-beli fiiggvények Szoboljev-terét jeldlje (H'(Q))2, és (Ha())? legyen
azon (H'(Q))?-beli fiiggvények tere, melyek nyoma eltiinik I'-n. Ezek utén az (1)
feladat gyenge megfogalmazasa a kovetkezd: olyan @ € (HE(Q))? és p € LE(Q)
fiiggvényeket keresiink, melyekre

a(ii,7) +b(¥,p) = (f,5) Vi€ (Hy () (2)
b(ii,q) =0 Vg € Li(Q)

teljesiil, ahol (-,-) jeldli az L?(Q) és az (L%(2))? tér szokasos belss szorzatat is,
tovabba

8181
7= [ L3 g ®
* =1 j=1 J J

b(5, p) = —(diva.p). 4)

A feladat egyértelmtien megoldhato, ha f € (La(€2)2.

Legyen 7;, az () tartomany egy triangularizicioja, tovabbé jeldlje F a triangu-
larizacioé éleinek halmazat.

A (2) feladat végeselem megolddsa soran a sebességkomponenseket és a
nyomést haromszogenként adott fokszdmu polinomokkal kozelitjiik, jelolje Vi, (),
ill. P,(Q) C L3(Q) a diszkrét sebesség, ill. nyomas tereket. Ha V3, () C (HZ(Q))?
teljesiil konform, ellenkezé esetben nemkonform approximéaciorol beszéliink.

Ekkor a (2) egyenleteknek megfelels diszkrét feladat: olyan @), € V() és
ph € Pr(Q) fliggvényeket keresiink, melyekre

a(iin, Tn) + b(Th, pr) = (f, ) Vo, € Vi (), (5)
b(in, qn) = 0 Van € Pp(Q) N LA(Q)

teljesiil, ahol nemkonform esetben az a(-,-) és b(-,-) funkcionalokat a kévetkezs
modon definialjuk:

2 2
7,7) u; 8%
(@, 7) Z/Z; ©)

AET),

-y / pdividz. (7)

AET,
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Konform esetben (6)—(7) ugyanazokat a funkcionalokat definialja, mint (3)—(4).
Legyen
Ny, @) = A{pn € Pu(Q) : b(th,pn) =0 Vi € Va(Q)}

a diszkrét gradiens operator nulltere.

Ahhoz, hogy az (5) feladat egyértelmtien megoldhaté legyen a Vi (Q),
(Pn(2)\Nv, (o)) terekben sziikséges az tgynevezett diszkrét inf-sup feltétel telje-
siilése, azaz létezzen olyan (B, > 0 konstans, hogy

b(vn, qn
sup y > Brllanllzz)  Yan € Pu(Q2)\Nv, (),
eV VAl
ahol |Uy]1 = (a(h, @))%, Ha B, > B > 0, ahol 3 fiiggetlen h-tol, akkor a
végeselem megoldas stabil (1d. [3]), azaz

lldnll1 < C1 - [1f]l L2y, pnllo < Co - [ £l 2(q)-

Ebben az esetben a V3, (2), P, () végeselem part stabilnak (vagy inf-sup stabilnak)
nevezziik.

Ha az inf-sup feltétel nem teljesiil, akkor tipikusan a sebességek konvergalnak,
a nyomas viszont nem.

Ha | - |1 normét definial a V3 (12) téren, akkor az inf-sup feltétel elegends is az
egyértelmd megoldéas létezéséhez.

3. A Gauss—Legendre-elemek

Jelolje Px(A) a A haromszogon definialt legfeljebb k-adfoka polinomok terét,
és tegyiik fel, hogy a 7}, triangularizaco reguléris, azaz létezik olyan h-tol fiiggetlen
% konstans, hogy

ha < Kkpa VA € Ty,

ahol ha a A haromszog atmérdje, pa pedig a A haromszogbe irhatod kordk suga-
rainak maximuma.

Vizsgalataink kiindulopontja Scott és Vogelius [10] cikke, melyben a konform,
haromszoges Py /Pr_1 elemekkel foglalkoztak: itt a sebességet haromszogenként
k-adrendt, a haromszogek kozott folytonos polinomokkal, mig a nyomast harom-
szogenként (k — 1)-edrendd polinomokkal approximaltak (a diszkrét nyomas folyto-
nossaga nem feltétel). A megfelels diszkrét terek:

P(Q) ={pn € L*(Q) :prla € Pr_1(A),A € Th}, (8)
Vh(Q) = {’(_fh S (f[&(ﬂ))2 : '17h|A € (Pk(A))2,A < 'Th} . (9)

k > 4 esetén a (8)—(9) végeselem par stabilitasa és diszkrét gradiens operé-
tor nullterének dimenzidja attol fiigg, hogy a racs tartalmaz-e kozel-szingularis,
ill. szinguléris pontokat.
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3.1. Definicié. Legyen xo a 7, triangularizicié egy racspontja. Jelolje A,
i=1,...,n, a triangularizicié azon haromszdgeit, melyeknek xzy cstcspontja és
legyen ©; a A; haromszog xg-beli szdge. Tegyiik fel, hogy a haromszogek sor-
szamozasa olyan, hogy a A; és A;;1 hiromszigeknek van kozods oldala minden
1 =1,...,n — 1 esetén. Ekkor az xy pontot szingularis pontnak nevezziik, ha
0;,+0;1=m,i=1,...,n—1, teljesiil. Az ¢ szingularis pont bels§ szingularis
pont, ha zo € Q\I' (ekkor n = 4), és perem szingularis pont, ha 2y € I' (ekkor
n < 4).

Szemléletesen, szingularis pontnak neveziink egy racspontot, ha a triangulari-
z4ci6 azon élei, melyek tartalmazzak az adott racspontot két (egymast a csicsban
metszG) egyenesen fekszenek. A 3. dbran egy belss szingularis pont lathato, mig
a perem szinguléris pont 4 tipusat az 1. és 2. 4bran mutatjuk meg. A szinguléris
pontot mindharom abrén Sy jeldli, a tartomany peremét vastag vonallal jeloltiik.

A [10]-ben leirtak alapjan belathato, hogy:

3.1. ALLiTAs. Ha k > 4, akkor a (8)—(9) elem esetén a diszkrét gradiens ope-
rator nulltere, az Ny, (o) halmaz (o + 1)-dimenziés, ahol o a szinguldris pontok
szamat jeloli.

A k > 4 feltétel lényeges; ha példaul k = 2 és Q = [0,1]2, akkor standard trian-
gularizacié esetén dim Ny, (o) = 6 (azaz dim Ny, (o) = o + 4), mig a jol ismert
,criss-cross” racs (Id. [3]) esetén dim Ny, () = o + 1 érvényes.

Az &llitas szerint szingularis pontok jelenléte esetén a diszkrét gradiens nulltere
nem részhalmaza a folytonos gradiens operator nullterének, a bevezetésben mar
emlitett jelenséggel taladlkozunk: a megoldandé linearis egyenletrendszer nulltere
t6bbdimenzids, ,energiamentes” nem konstans nyomasfiiggvények vannak jelen.

[10]-ben a szerzok definidltak egy fliggvényt, amely azt méri, hogy egy nem
szingularis xo bels6 racspont mennyire kézel van ahhoz, hogy szingularis pont
legyen. A 3.1. Definicio jeloléseivel az R(xzg) fiiggvényt a kovetkez6 modon
definialjuk:

R(zo) :=max{|©; +©; — 7|, ahol 1<4¢,j<n,i—j=1 modn}.

Legyen {73}, 0 < h < 1 triangularizaciok egy csaladja. A (8)—(9) elem k > 4
esetén csak akkor stabil, ha létezik egy olyan h-tél fiiggetlen 6 konstans, hogy

min{R(zo) : o € Q\I' nem szingularis racspont 7p,-b6l} > § > 0

teljesiil (1d. [10]).

Ha a diszkretizaciés paraméter csokkenésével egy nem szingularis pont tart a
szingularis helyzethez, akkor a stabilitas nem teljesiil.

A criss-cross racs szdmos szinguléris pontot tartalmaz, de a standard récs-
generald programok altal készitett racsokban is gyakran megfigyelhet6k szingulé-
ris, vagy kozel-szingularis pontok, igy tébben foglalkoztak azzal, hogyan lehetne
ezt a racsra vonatkozé kellemetlen feltételt kikiiszobolni. Egy lehetséges megoldas
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a V3, () tér nemkonform bévitése: a sebesség folytonossagat a szomszédos harom-
szogek kozos oldalain csak bizonyos pontokban kéveteljiik meg. Ha ezeket a pon-
tokat a k-adrendd esetben az adott oldalon definialt k-adfokt Legendre-polinom
gyokeinek (a k-adrendii Gauss-Legendre-pontoknak) vélasztjuk, akkor a (6) biline-
aris funkcionallal normat definidlhatunk ezen a kibgvitett téren.

3.2. Definicié. A k-adrendd Gauss—Legendre-elem:

Po(Q) ={pn € L*(Q), pnla €Pr_1(Ad), AET,}, (10)
Vire() = {ty € (L*(Q))?, Tnla € (PK(A))?, és 1), folytonos a A
haromszog 6sszes Gauss—Legendre-pontjaban A € 7}, (11)
1/2
a norma Vi-n: |Upl1,p.0 = ( Z |17h|%A> .
AE’]’}L
Megjeqyzés.

1. Ebben az esetben a homogén peremfeltétel helyett a sebesség vy, £ = 1,2,
koordinéta fiiggvényeire

/ queds =0, qePr_1(T)
l—‘v

J

teljesiil VI'; C 0A N 0N, VA € Tj, esetén.

2. V() ¢ (HY(Q))? (az elem nem konform), de a sebességek folytonosak a
Gauss—Legendre-pontokban, ezért az |.|1 p,0 szeminorma normét definial
Vire(Q)-n.

3. A (10)-(11) végeselem csalad az ismert Crouzeix—Raviart (k=1),
Fortin—Soulie (k = 2) és Crouzeix—Falk (k = 3) elemek &ltalanositasa.
A k = 4,6 esetek vizsgalata [4]-ben szerepel.

nc

Paratlan k esetén a V,;"¢(Q) tér elemei egyértelmiien leirhatoak, ha szabadsagi fokok-
nak az alabbi csomépontokban felvett fiiggvényértékeket valasztjuk: a haromszogek
belsejében egyenletesen elosztunk (k — 2)(k — 1)/2 pontot, a maradék 3k pontot
pedig a haromszog oldalain, a k-adfokii Legendre-polinom zérushelyeinél helyezziik
el. Péros k esetén azonban létezik olyan k-adfoku polinom, amely a haromszog
oldalain csak a k-adrendd Gauss—Legendre-pontokban tiinik el.

3.8. Definicio. Paros k esetén a k-adrendd nemkonform buborék fliggvény olyan
(az adott haromszogon) definidlt polinom, mely a haromsz6g minden oldalan a
k-adrendii Legendre-polinommal egyenld:

3
(k) _ 1 (0,0) ,
B\=3 <§ PO (1 —2)\) — 1> , (12)

=1
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ahol P](co,o) jeloli az 1 f6egytitthatoja, a [—1, 1]-en értelmezett k-adrendd Legendre-
polinomot, A;, i = 1,2, 3, pedig a A-n definialt baricentrikus koordinéatak.

Megjegyzés.
1. k > 4 esetén a definiciéban leirt tulajdonsaggal nem csak a (12) alaka
fiiggvények rendelkeznek, hanem minden Br(f)A + Bgc& alaku fiiggvény. Itt

Béa egy k-adrendd konform buborék fiiggvény: Bg’kg = A A2A3qk_3, ahol

qr—3 tetszoleges, a A haromszégon definialt (k — 3)-adfoka polinom.
Paratlan k esetén a (12) fiiggvény a haromszog oldalain azonosan nulla.
3. A k=2esetben

3 3
1
BYA =3 {§ PO (1 —2),) — 1} =3 N -2
i=1 i=1

ami éppen a [6]-ban hasznalt buborék fiiggvény, mig k = 4 és k = 6 esetén
B,(LIT)A a [4]-ben hasznalt buborék fiiggvényektsl csak egy konform tagban
kiilonbozik.

3.2. ALLITAS. Péros k esetén a (12) segitségével V;**(Q) a kévetkez6 médon is
leirhato:

V;:N(Q) = Vh(Q) + {177 ﬁ‘A = (aA>BnI?)A? aAvﬁA €R, Ae 771} : (13)

3.1. TETEL. Ha k paros, akkor a (10)—(11) végeselem par esetén a diszkrét
gradiens operator nulltere egydimenzios, azaz a

b(Tn,pr) =0 Vi, € Vi 4(2) (14)

(3

Osszefiiggés csak konstans p, esetén teljesiil.

Bizonyitds. Legyen elGszor k = 2, és tegylk fel, hogy p;, € Pr(Q)-ra (14) tel-
jesil. Legyen A € 7, egy olyan haromszog, melyen pp nem azonosan nulla.

Ekkor oj|a = (BT(S)A,O), Un|o\a = 0 valasztassal, felhasznalva, hogy g%hl' konstans,

(14)-b&l kovetkezik, hogy

L Opn (2) Ipn / (2) opn 1
0= d dx = — — B de = —— BY\de = — - -
/Qph VoRar A (91:1 n,A * 61’1 A A v 8I1 4,

opn — Opn

gy 5o = 0. Hasonloan adédik, hogy Por = 0, igy pp konstans a A haromszog
folott. Annak igazolasadhoz, hogy pn konstans az egész tartomanyon, legyen A
és Ay két kozos oldallal rendelkez6 haromszog, és teljesiiljion ppla, = ¢ € R,
1 =1,2. Legyen v a skalar eset Lagrange-bazisdnak az az eleme, melynek értéke a
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két haromszog kozos oldalanak felezépontjaban nem nulla. A ¥ 1]a,un, = (v,0),
Un,1lova,uag) =08 Uhala,ua, = (0,0), Uh2la\(a,ua,) = 0 fiiggvényekkel felirva
a b(th, pr) = 0 egyenletet kapjuk, hogy ¢; = ca.

k > 4 esetén a részletesebb bizonyitast lasd [1]-ben és [2]-ben. A bizonyitas
vazlata: a 3.2. allitast felhasznalva el6bb leirjuk az Ny, q) teret, majd belatjuk,
hogy minden pj, € Ny, )-ra

b(Uh,pn) # 0

teljesiil a Up|a = (BT(LIT)A,O), Unlova = 0 vagy Uhla = (O,BT(LIT)A), vplova = 0 fiiggve-
nyek valamelyikével, ahol A egy tetszileges haromszog py, tartdjabol.

Az Ny, (q) teret egy olyan bazisaval irjuk le, amely a konstans fiiggvény mellett
o darab olyan fiiggvényt tartalmaz, amelyek mindegyike hozzarendelhet§ a racs
egy szingularis pontjahoz oly médon, hogy csak a szingularis pontot tartalmazo
haromszogeken vesz fel nullatol kiilonb6zs értékeket.

Vizsgaljuk a b(Uh,pn) = 0 egyenletet elGszor olyan ¢, fliggvényekre, melyek
csak egy rogzitett A haromszog belsejében vesznek fel nullatél kiilonbozs értéke-
ket. Ekkor @)|a = A1 A2A3@k—3, ahol A;, i = 1,2,3, a A-beli baricentrikus koordi-
natdk és gx—3 a A haromszog folott definialt tetszoleges (k — 3)-adfoku polinom.
A b(Uh,pr) = 0 egyenlethdl parcilis integralas utan kapjuk, hogy g%’; és g%’z olyan
(k — 2)-edfoku polinomok, melyek a A haromszog {616tt a A1 A2A3 sulyfiiggvényre
nézve ortogonalisak Pj_3(A)-ra. Felhasznalva a haromszogek folott ortogonalis
polinomrendszer leirasat [8] belathato, hogy adott szinguléris pont esetén a hozza-
tartozo bazis fiiggvény minden olyan A haromszogben, melynek a szinguléris pont
csucspontja, a Pg)_’Ql)(l — 2)\;) konstansszorosaval egyenls. Itt Péo_gl) a [—1,1]-en
értelmezett (0,2) paramétertd Jacobi-polinom, A; pedig az a baricentrikus koordi-
nita A-n, amelynek az értéke a szingularis pontban 1. Részletesebben, a kiilonb6z4
tipusti perem szingularis pontok és a belsd szingularis pont esetén:

A) Legyen az Sy I-es tipust perem szingularis pont. Ekkor a triangularizécio
egyetlen haromszogének (legyen ez Ap) csticspontja S (Id. 1. dbra, itt az Sp.Sy és
S0.S2 szakaszok a tartoméany peremén helyezkednek el). Az Sy szinguéris ponthoz
rendelt eleme a bézisnak:

anla, = Pg)j)(l —2X3), qnloa, =0,

ahol A3 az a baricentrikus koordinata Ai-ben, amelynek Sp-ban az értéke 1.

B) Legyen Sy II. tipust perem szingularis pont. Ekkor Sy a triangularizacio két
haromszogének (A; és As) cstcspontja, és a két haromszdg Sy pontnal 1év6 sz6-
gének Osszege m (1d. 1. abra, itt az S1.53 szakasz része a tartoméany peremének).
Az Sy ponthoz tartozé eleme a bazisnak

1
anla, = P22 (1 —228Y), qnla, = —gpio—’?(l —2{), anlov(a,ua,) =0,

ahol SpS5 = —tOSO_Sl, to > 0, és /\5(31), ill. /\éQ) az a baricentrikus koordinata A-ben,
ill. Ag-ben, amelynek az értéke Sp-ban 1.
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1. bra. I-es és Il-es tipust perem szingularis pont

C) Legyen Sy IIL tipust perem szingularis pont. Ekkor Sy a triangularizacié 3
haromszogének (A1, Ag, As) cstucspontja (1d. 2. abra, ahol az SyS7 és S5y szaka-
szok a tartomany peremén vannak). Az Sy ponthoz rendelt fiiggvény:

1
anla, = P,(fj)(l - 2>\;(;1)), anla, = —%P,ﬁoi?(l - 2/\§2))7

1 .
anla; = %Tlpl(goj)(l — 29, qnlo\(a,unasuAs) =0,

ahol SJS;; = *toSo_:gl, 50_54 = 7t150_52, to,tl > 0, és )\éi), 1 = 1,2,3, az a bari-
centrikus koordinata A;-ben, amelynek az értéke Sp-ban 1.

2. &bra. III. és IV. tipusi perem szinguléris pont

D) Legyen Sy IV. tipust perem szingularis pont. Ekkor az Sy pont a triangulari-
z4ci6 4 haromszogének (4A;, i = 1,2, 3,4) csucspontja (Id. 2. abra, ahol az S¢54.55
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szakasz a tartomany peremén fekszik). Az Sy ponthoz rendelt fiiggvény:

0,2 1 1 0,2 2
dlas =P =20"), glay = =P =200,

1 0,2 3 1 0,2 4
q‘AS = tat Pl(cfl)(l - 2)\% ))a q|A4 = _tipl(cfl)(l - 2)\53 ))’
ot1 2

q‘&l\(AIUAQUAg = 07

ahol 50793, = —t()S()Tgl, SUT94 = —tlsoth, 807515 = _t2501‘927 to,t17t2 > 0, és )\i(;),
i =1,2,3,4, az a baricentrikus koordinata A;-ben, amelynek az értéke Sp-ban 1.

E) Legyen Sy belss szingularis pont és A;, i = 1,2,3,4, az Sy koriili haromszogek
(lasd a 3. abrat). Ekkor az Sy ponthoz rendelt fiiggvény:

0,2 1 1 0,2 9

gla, =PV =22, qla, :_%p;_f(l_g)\é))’
1 1

dla, = PV —20), gla, = P71 -22(),
tot1 ™

qloy(auasuasua,) =0,

ahol SQ_:SS = —toSo_Sl, 50_54 = —tlso_SQ, to,t1 > 0, és )\:(gi), 1= 1,...,4, azok a
baricentrikus koordinatdk A;-ben, i = 1,2, 3,4, melyek értéke az Sp-ban 1.

Sy

S2

Sy

S3

3. dbra. Egy belss szingularis pont. O

4. A paros rendii Gauss—Legendre-elemek stabilitasa

Paros k > 2 értékek esetén a stabilitas a [11]-ben leirt makroelem modszer
nemkonform esetre készitett modositasaval bizonyithaté (részletesen lasd [2]-ben).
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Itt alapvetd szerepet jatszik az a tény, hogy a paros rendd Gauss—Legendre-elemek
esetén a diszkrét gradiens nulltere — a racs esetleges szingularitasatol fiiggetleniil —
egydimenzids. El6szor (ugyanigy, mint [11]-ben) definidljuk a makroelemeket, ill.
a makroelemek ekvivalenciajat.

4.1. Definicio. Egy makroelem 7p-beli szomszédos héromszogek unidja.
Az M makroelem ekvivalens az M referencia makroelemmel, ha létezik olyan
Fyr o M — M leképezés, melyre az alabbi feltételek teljesiilnek:
1.  Fjs folytonos és kdlcsondsen egyértelmii,
Fy (M) =M,
3. haM = U;n:l Aj, ahol Aj, j=1,...,m, az M-et alkoto haromszogek,

akkor az M makroelemet a A; = Fy(Aj), 7 = 1,...,m, haromszogek
alkotjak,
4. Fpya, = Faj 0 ngl, j=1,...,m, ahol FA_,» és Fa; a referencia harom-
szOget Aj-re, ill. Aj-re leképezd affin transzformaciok.
A stabilitas igazolasahoz makroelemek olyan &y ;i =1,...,n, n > 1, ekviva-
lencia osztalyait kell definidlnunk, amelyekre a kovetkezd két feltétel teljesiil:

1. tetszGleges h esetén a Tp-beli haromszogek Gsszecsoportosithatdéak makro-
elemekké tgy, hogy az igy kapott M) makroelem-felosztas minden

M € M), eleme besorolhaté valamelyik £y, @ = 1,...,n makroelem-
osztélyba,
2. minden M € SMi, i=1,...,n esetén az

N}&IC = {ph S P}L(M) : b(ﬁh,ph,) =0 Vﬁh S V}Zw(]W)}
tér egydimenzios.

4.1. TETEL. Ha a fenti két feltétel teljesiil, akkor a (10)—(11) elem inf-sup
stabil.

A tétel bizonyitasa [2]-ben talalhato.

4.2. TETEL. Pdros k > 2 esetén a (10)—(11) elem inf-sup stabil.

Bizonyitds. Esetiinkben 3 makroelem osztélyt definialunk; &y, -be tartoznak
azok a makroelemek, amelyek két szomszédos (kozos oldallal rendelkezs) harom-
szOgbdl allnak, £ ir,-be azok a makroelemek, amelyeket 3 olyan haromszég alkot,
amelyek koziil barmely kettének van kozos oldala, £ yr,-at a 3 szomszédos harom-

sz0gbdl 4ll6, nem az € -be tartozé makroelemek alkotjak. Az My, M, Ms; referen-
ciaelemek (melyekre a megfelels osztalyok elemei folytonos, kdlcsdnosen egyértelmti
modon leképezhetSek):
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S 5
S
Sl g?, Sl SQ
S4
Ss
S’l SQ gg 34
A &y, 1 =1,2,3 osztélyok teljesitik az 1. makroelem feltételt, a 2. feltételben
leirt allitas pedig kovetkezik 3.1. Tételbsl. Mivel a két makroelem feltétel teljesiil,
a (10)—(11) végeselem stabil. O
Megjegyzés.

1. Itt fontos szerepe van a diszkrét gradiens nulltere dimenziéjanak. Mig a
konform Scott—Vogelius-elemek esetén ha a triangularizacidban egy
kozel szingularis pont tart a szingularis helyzethez, a megfelel nullterek
nem folytonos modon véltoznak (a hatarhelyzetben a nulltér dimenzidja
eggyel nagyobb), addig a Gauss—Legendre-elemek esetén a nulltér mindig
egydimenzios, csak a konstansfiiggvényt tartalmazza.

2. Péaratlan rendd Gauss—Legendre-elemek esetén a stabilitas ugyanezen mak-

roelem osztalyok véilasztasaval nem igazolhat6. Be lehet latni, hogy a pa-
ratlan k > 3 értékekre az £ i, osztalyba tartozé6 M makroelemek esetén
az Njf térnek van legaldbb egy nem konstans eleme (Id. [1]). A k =3
esetet [5]-ben vizsgaltak, ott bizonyos triangularizaciokra megmutattak
az elem stabilitdsat és sejtésként megemlitik, hogy az elem tetszéleges
triangularizici6 esetén stabil.
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A HIGH-ORDER NON-CONFORMING FINITE ELEMENT FAMILY
FOR THE SOLUTION OF THE TWO-DIMENSIONAL STOKES PROBLEM

AcGNEs BARAN

In this paper we describe a triangular non-conforming finite element family for the two-
dimensional Stokes problem. Similarly to the conforming element pair defined by Scott and
Vogelius, pressure and velocity are approximated trianglewise by polynomials of order £ — 1 and
k, respectively. The continuity of the discrete velocity on the common sides of the triangles, unlike
the Scott-Vogelius element, is required at particular points only. The finite element pair is defined
for all £ > 1 and it is a generalization of low order (k = 1,2, 3) cases. We show that for even k the
finite element pair can be obtained from the Scott-Vogelius element by adding trianglewise a non-
conforming bubble function to the local basis of the velocity space. The bubble function removes
the algebraic dicontinuity of the Scott-Vogelius elements, i.e. the presence of the "energy-free"
discrete pressure. We show that the element pair is stable for even k.
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