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OPERÁTORSZELETELÉSI ELJÁRÁSOK ÉS VIZSGÁLATUK

FARAGÓ ISTVÁN

Az operátorszeletelés (angolul �operator splitting�) egy olyan széleskör¶en elter-
jedt és sikeresen alkalmazott eljárás, amelynek segítségével a bonyolult szerkezet¶
feladatokat egyszer¶bb feladatok sorozatára vezetjük vissza. Ebben a dolgozat-
ban ismertetjük a legfontosabb operátorszeletelési eljárásokat, kitérve azok algorit-
mikus realizálásának kérdéseire is. Megvizsgáljuk az eljárás numerikus viselkedését,
továbbá a szeletelt feladatok numerikus megoldása esetén az így nyert módszereket.
Végezetül kapcsolatot teremtünk ezen kombinált módszerek és számos, az iroda-
lomban ismeretes eljárás között.

1. Bevezetés

A matematikai modellalkotás során az összetett, id®függ® �zikai folyamatok
folytonos modelljeként gyakran olyan parabolikus típusú parciális di�erenciálegyen-
leteket hozunk létre, amelyeknek stacionárius (id®t®l nem függ®) elliptikus része
egyszer¶bb struktúrájú operátorok összegeként áll el®.

1.1. Példa. Tekintsük a d darab szennyez®anyag terjedését leíró légszennyez®-
dési folyamat matematikai modelljét [18]:

∂ci

∂t
= −∇ · (uci) +∇ · (K∇ci)− σici + gi(x, t) + Ri(x, c1, . . . , cd). (1)

A fenti képletben i = 1, 2, . . . d, és ci = ci(x, t) jelöli az i-edik szennyez®anyag
koncentrációját. A képlet jobb oldalán szerepl® tagok rendre az egyes �zikai rész-
folyamatokat leíró tagok, nevezetesen, az advekció, a turbulens di�úzió, az üle-
pedés, a szennyez®anyag kibocsátása és a kémiai reakciók. Feltételezzük, hogy a
koncentráció-eloszlás a kezdeti id®pontban (t = 0) ismert.

A továbbiakban az ilyen típusú feladatokat egységesen, ún. operátoralakban a
következ® módon adjuk meg:





dw(t)
dt

= Aw(t) ≡
d∑

i=1

Aiw(t), t ∈ (0, T )

w(0) = w0,

(2)
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ahol w az ismeretlen függvény, w0 adott elem, Ai, (i = 1, 2, . . . d) adott operá-
torok. (Megjegyezzük, hogy amennyiben vannak peremfeltételek, akkor azok az
operátorok értelmezési tartományában szerepelnek.)

A (2) feladat (az ún. absztrakt Cauchy-feladat) pontos megoldása speciális
esetben formálisan közvetlenül is felírható. Amikor A olyan lineáris operátor, amely
egy C0-félcsoportot generál, akkor

w(t) = exp(tA)w(0), (3)

ahol exp(tA) az A operátor által generált félcsoport. (Ha az A operátor korlá-
tos, akkor exp(tA) el®állítása az exp függvény sorából közvetlen behelyettesítéssel
adódik. A további részleteket lásd [7] könyvben.)

Mivel a fenti megoldás el®állítása (ha az egyáltalán lehetséges) többnyire csak
formális, ezért a numerikus módszerek alkalmazása többnyire elkerülhetetlen.
Ennek lényege, hogy az exponenciális függvényt approximáljuk valamilyen (általá-
ban) racionális függvénnyel, azaz

exp(z) ∼ r(z). (4)

Ekkor a numerikus módszer algoritmusa

yn+1 = r(τA)yn, (5)

ahol τ > 0 a diszkretizációs paraméter, és yn jelenti az approximációt a t = nτ
id®rétegen.

1.2. Példa. Legyen
r(z) =

1 + (1− θ)z
1− θz

az ún. θ-módszer, és d = 2. Ekkor:

yn+1 = rθ(τ(A1 + A2))yn,

ahol

rθ(τ(A1 + A2)) = ( I − θτ(A1 + A2))−1( I + (1− θ)τ(A1 + A2))

és I az identitásoperátor.

A fenti megközelítés hiányossága, hogy nem használjuk fel az A operátor speci-
ális szerkezetét, nevezetesen, hogy több, egyszer¶bb struktúrájú operátor összege.
A továbbiakban célunk olyan eljárás de�niálása, amely alkalmas a fenti sajátosság
kihasználására.

Megjegyzés. Az (5) módszer ténylegesen id®beli diszkretizálást jelent az
ωτ = {tn = nτ, n = 0, 1, . . . N ;Nτ = T} rácshálón. Így ha parciális di�erenciál-
egyenletekre közvetlenül alkalmazzuk, akkor (5) id®rétegenként egy-egy elliptikus

Alkalmazott Matematikai Lapok (2009)



OPERÁTORSZELETELÉSI ELJÁRÁSOK ÉS VIZSGÁLATUK 257

típusú feladat megoldását jelenti, azaz további numerikus módszer alkalmazása
szükséges. Ugyanakkor, ha (5) alkalmazása el®tt már térben diszkretizáljuk a fela-
datunkat (pl. véges di�erenciák vagy véges elemek módszerével), és Ah jelenti a
diszkretizált operátort, akkor az így nyert

yn+1 = r(τAh)yn (6)

egylépéses iteráció már közvetlenül alkalmas a számítások elvégzésére. Ekkor ugyan-
is Ah mátrixként reprezentálható, és így (6) id®rétegenként lineáris algebrai egyenlet-
rendszerek megoldását jelenti.

2. Operátorszeletelés

Ebben a szakaszban feltételezzük, hogy Ai : X → X egész téren értelme-
zett lineáris operátorok, ahol X valamely rögzített Banach-tér, és operátornormán
az indukált szuprémum normát értjük. A (2) absztrakt Cauchy-feladat megoldá-
sának azon w : (0, T ) → X függvényt nevezzük, amely folytonosan di�erenciálható
(0, T )-n és kielégíti a (2) feladatot. Így az X tér megválasztásától függ®en egyaránt
tárgyalható a klasszikus, illetve a gyenge megoldás. (Ha gyenge megoldásról be-
szélünk, akkor az el®forduló deriváltak is általánosított értelemben értend®k és ez
a tárgyalásmódot bonyolultabbá teheti.) Fontos megjegyeznünk, hogy az id®függ®
parciális di�erenciálegyenletek esetén általában nem teljesül az Ai operátorokra
tett feltétlezésünk, mint például (1) feladatban sem. Ilyenkor szokásos módon az
Ai operátorok a már térben diszkretizált (továbbá, nemlineáris operátorok esetén
a már linearizált) operátorokat jelentik, azaz (2) absztrakt Cauchy-feladat tényle-
gesen a szemidiszkretizált lineáris feladatot jelenti.

Megjegyezzük, hogy általában homogén peremfeltételeket tételezünk fel.
Amennyiben a peremfeltétel inhomogén, akkor a szokásos módon homogenizál-
hatjuk a feladatot, illetve a szemidiszkrét feladatot ennek �gyelembe vételével
írhatjuk fel.

Amikor a (4) típusú approximációt alkalmazzuk a (2) feladatra, akkor való-
jában az exp

(∑d
1 zi

)
függvényt kell közelítenünk. Ennek egy lehetséges módja a

(4) approximáció, amikor is el®bb approximáljuk az exponenciális függvényt, és
utána helyettesítjük be összegként az operátort. Ezzel természetesen nem tudjuk
kihasználni az operátor speciális alakját.

Az operátorszeletelés alapötlete, hogy a (4) approximáció során az exp
(∑d

1 zi

)

függvényt els® lépésben nem racionális, hanem az egyes részoperátorok exponenci-
álisainak segítségével approximáljuk.
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2.1. Példa. A legkézenfekv®bb az

exp

(
d∑

i=1

zi

)
∼

d∏

i=1

exp (zi) (7)

típusú közelítés.

2.2. Példa. Bevezethetjük az

exp

(
d∑

i=1

zi

)
∼

d−1∏

i=1

exp
(zi

2

)
exp(zd)

d−1∏

i=1

exp
(zd−i

2

)
(8)

típusú közelítést is.

2.3. Példa. Vegyük észre, hogy a (7) közelítésben lényeges a sorrend a jobb
oldalon. Ezért célszer¶nek látszik az

exp

(
d∑

i=1

zi

)
∼ 1

2

[
d∏

i=1

exp(zi) +
d∏

i=1

exp (zd+1−i)

]
(9)

típusú közelítés is.

Nyilvánvalóan, skalárok esetén (7), (8) és (9) egyenl®séget jelent, de tetsz®leges
korlátos operátorokra az egyenl®ség nem áll fenn. Ugyanakkor, ha az operátorok
páronként kommutálnak, akkor ismételten igaz az egyenl®ség.

A fenti közelítéseket alkalmazhatjuk a (2) feladat közelít® megoldására a
következ® módon. Tegyük fel, hogy Ai operátorok szintén generátorok, és vezessük
be a következ® operátorfüggvényeket:

rszek(A) :=
d∏

i=1

exp(Ai);

rSM(A) :=
d−1∏

i=1

exp
(

1
2
Ai

)
exp(Ad)

d−1∏

i=1

exp
(

1
2
Ad−i

)

és

rszim(A) :=
1
2

[
d∏

i=1

exp(Ai) +
d∏

i=1

exp(Ad+1−i)

]
.

Ezen operátorok segítségével de�niálhatók az új numerikus módszerek, nevezetesen

wN
szel((n + 1)τ) = rszel(τA)wN

szel(nτ), n = 0, 1, . . . N, (10)

ahol szel ∈ {szek;SM ; szim} és wN
szel(nτ) az adott szeleteléshez tartozó numerikus

megoldás az ωτ rácshálón. A fenti operátorszeletelési eljárásokat rendre szekvenci-
ális, Strang�Marcsuk és szimmetrikus szekvenciális szeleteléseknek nevezzük.
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A (10) algoritmus realizálásának lényeges pontja az exp(Ai) kiszámítása, ponto-
sabban, exp(τAi)v meghatározása valamely adott v elem esetén. Mivel ez nem más,
mint egy τ hosszúságú intervallumon értelmezett, v kezdeti vektorú, Ai operátorú
homogén Cauchy-feladat megoldása, ezért a fenti módszerek algoritmikus relizálása
a következ®.

1. Szekvenciális szeletelés [1]. Valamennyi rögzített n = 1, 2, . . . N értékre
rendre megoldjuk a következ® d darab Cauchy-feladatot:

dwn
i

dt
(t) = Aiw

n
i (t), (n− 1)τ < t ≤ nτ,

wn
i ((n− 1)τ) = wn

i−1(nτ),

ahol i = 1, 2, . . . d. A szeletelt megoldás

wN
szek(nτ) = wn

d (nτ)

és az algoritmusban wn
0 (nτ) = wN

szek((n − 1)τ), továbbá wN
szek(0) = w(0)

a (2) kezdeti feltételb®l ismert w0 elem. Tehát az algoritmus:

A1 → A2 → · · ·Ad︸ ︷︷ ︸
1. lépés

⇒ A1 → A2 → · · ·Ad︸ ︷︷ ︸
2. lépés

⇒ · · · ⇒ A1 → A2 → · · ·Ad︸ ︷︷ ︸
N. lépés

.

2. Strang�Marcsuk-szeletelés [16], [13] . A rögzített n = 1, 2, . . . N érté-
kekre rendre megoldjuk a következ®, öszességében 2d − 1 darab Cauchy-
feladatot.
El®ször i = 1, 2, . . . d− 1 értékekre megoldjuk a

dwn
i

dt
(t) = Aiw

n
i (t), (n− 1)τ < t ≤ (n− 0, 5)τ,

wn
i ((n− 1)τ) = wn

i−1((n− 0, 5)τ)

feladatokat. Ezután megoldjuk a

dwn
d

dt
(t) = Adw

n
d (t), (n− 1)τ < t ≤ nτ,

wn
d ((n− 1)τ) = wn

d−1((n− 0, 5)τ)

feladatot. A rögzített n mellett végezetül i = d + 1, d + 2, . . . 2d − 1
értékekre megoldjuk a

dwn
i

dt
(t) = A2d−iw

n
i (t), (n− 0.5)τ < t ≤ nτ,

wn
i ((n− 0.5)τ) = wn

i−1(nτ)

feladatokat.
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A szeletelt megoldás
wN

SM(nτ) = wn
2d−1(nτ)

és az algoritmusban

wn
0 ((n− 0, 5)τ) = wN

SM((n− 1)τ),

továbbá
wN

SM(0) = w(0)

a (2) kezdeti feltételb®l ismert w0 elem. Tehát az algoritmus:

1
2
A1 → 1

2
A2 → · · · 1

2
Ad−1

︸ ︷︷ ︸
1a. lépés

→ Ad︸︷︷︸
1b. lépés

→ 1
2
Ad−1 → 1

2
Ad−2 → · · · 1

2
A1

︸ ︷︷ ︸
1c. lépés

⇒

· · · · · · · · ·

⇒ 1
2
A1 → 1

2
A2 → · · · 1

2
Ad−1

︸ ︷︷ ︸
Na. lépés

→ Ad︸︷︷︸
Nb. lépés

→ 1
2
Ad−1 → 1

2
Ad−2 → · · · 1

2
A1

︸ ︷︷ ︸
Nc. lépés

.

3. Szimmetrikus szekvenciális szeletelés [15], [5]. Rögzített n = 1, 2, . . . N
értékekre rendre megoldjuk a következ® 2d darab Cauchy-feladatot:

dvn
i

dt
(t) = Aiv

n
i (t), (n− 1)τ < t ≤ nτ,

vn
i ((n− 1)τ) = vn

i−1(nτ),

és
dun

i

dt
(t) = Ad+1−iu

n
i (t), (n− 1)τ < t ≤ nτ,

un
i ((n− 1)τ) = un

i−1(nτ),

ahol i = 1, 2, . . . d. A szeletelt megoldás

wN
szim(nτ) =

vn
d (nτ) + un

d (nτ)
2

.

A fenti algoritmusban

vn
0 (nτ) = un

0 (nτ) = wN
szek((n− 1)τ),

továbbá
wN

szim(0) = w(0)

a (2) kezdeti feltételb®l ismert w0 elem.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2009)



OPERÁTORSZELETELÉSI ELJÁRÁSOK ÉS VIZSGÁLATUK 261

Tehát az algoritmus:

A1 → A2 → · · ·Ad

Ad → Ad−1 → · · ·A1

(1. lépés)





=⇒ · · · =⇒
A1 → A2 → · · ·Ad

Ad → Ad−1 → · · ·A1

(N. lépés)





.

Megjegyezzük, hogy a fenti három szeletelési eljárás mellett még számos egyéb,
sikeresen alkalmazott eljárás is létezik. Ugyanakkor dokgozatunkban a további-
akban mi a felsoroltakat (els®sorban azok elterjedtsége miatt) elemezzük részlete-
sebben.

3. A lokális szeletelési hiba

Az operátorszeletelés, mint a numerikus módszerek általában, nem eredmé-
nyeznek pontos megoldást, azaz tetsz®leges operátorok esetén a szeletelt megoldás
nem egyezik meg a (2) feladat pontos megoldásával az ωτ rácsháló pontjaiban.
Az els® id®lépés utáni eltérést kiemelten kezelve vezessük be a következ® meghatá-
rozást.

3.1. De�níció. Az Errszel = w(τ)−wN
szel(τ) kifejezést az adott szeletelési eljá-

rás lokális szeletelési hibájának nevezzük.

Természetes elvárás, hogy τ nullához tartása mellett a lokális szeletelési hiba
is nullához tartson. Mivel ezen konvergencia rendje jellemzi a szeletelés min®ségét,
célszer¶ bevezetni az alábbi de�níciót.

3.2. De�níció. Azt mondjuk, hogy az adott szeletelési eljárás p-ed rend¶, ha
Errszel = O (

τp+1
)
. Egy adott szeletelést konzisztensnek nevezünk, ha rendje

p > 0.

A továbbiakban korlátos operátorok esetén meghatározzuk az egyes szeletelések
rendjét.

3.1. Példa. Vizsgáljuk meg a szekvenciális szeletelés rendjét! A (3) összefüggés
alapján a pontos megoldás a t = τ pontban

w(τ) = exp(τA)w(0) =
∞∑

n=0

1
n!

τnAnw0 =
(

I + τA +
1
2
τ2A2

)
w0 +O(τ3).

Figyelembe véve, hogy A =
∑d

i=1 Ai, könnyen láthatón

w(τ) =


I + τ

d∑

i=1

Ai +
τ2

2

d∑

i,j=1

AiAj


w0 +O(τ3). (11)
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A szekvenciálisan szeletelt közelít® megoldás az els® lépés után

wN
szek(τ) =

d∏

i=1

exp(τAi)w0 =
d∏

i=1

(
I + τAi +

τ2

2
A2

i

)
w0 +O(τ3).

Ezért tehát

wN
szek(τ) =


I + τ

d∑

i=1

Ai +
τ2

2

d∑

i=1

A2
i + τ2

d∏

i,j=1
i<j

AiAj


 w0 +O(τ3). (12)

A (11) és (12) képletek alapján a lokális szeletelési hiba tehát

Errszek =
τ2

2




d∏

i,j=1
i>j

AiAj −
d∏

i,j=1
i<j

AiAj


 w0 +O(τ3) =

=
τ2

2

d∏

i,j=1
i>j

(AiAj −AjAi)w0 +O(τ3).

(13)

Mivel általános esetben a jobb oldal O(τ2), ezért a szekvenciális szeletelés els®rend¶
módszer.

3.2. Példa. Vizsgáljuk meg a szimmetrikus szekvenciális szeletelés rendjét!
Az el®z® számítások alapján nyilvánvaló, hogy ebben az esetben

wN
szim(τ) =


I + τ

d∑

i=1

Ai +
τ2

2

d∑

i=1

A2
i +

τ2

2

d∏

i,j=1
i<j

(AiAj + AjAi)


w0+

+O(τ3) =


I + τ

d∑

i=1

Ai +
τ2

2

d∑

i,j=1

AiAj


w0 +O(τ3).

(14)

A (11) és (14) képletek alapján a lokális szeletelési hiba tehát

Errszek = O(τ3),

azaz a szimmetrikus szekvenciális szeletelés másodrend¶.

Megjegyezzük, hasonló módon megmutatható, hogy a Strang�Marcsuk-szeletelés
is másodrend¶. (Ennek belátását az Olvasóra bízzuk.)
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4. A lokális szeletelési hiba elemzése

A továbbiakban a szeletelések lokális hibájára vonatkozóan teszünk néhány
megjegyzést.

1. Fontos kérdés a lokális szeletelési hiba elt¶nésének vizsgálata, azaz meg-
adni azt a feltételt, amely mellett a szeletelt megoldás és a pontos meg-
oldás megegyezik. A lokális szeletelési hiba megjelenésének oka, hogy
általában exp(A1 + A2) 6= exp(A1) exp(A2). Mint ismeretes, az egyen-
l®ség csak akkor érvényes, amikor az operátorok kommutálnak, azaz az
[A1, A2] := A1A2 − A2A1 kommutátorra [A1, A2] = 0 érvényes. Ez egy-
részt összhangban van a szekvenciális szeletelés lokális hibájára nyert (13)
kifejezéssel: a másodrend¶ hibatag elt¶nik, ha mindegyik operátorpár
kommutál. Emellett azt is jelenti, hogy nem csak a másodrend¶, hanem
valamennyi rend¶ hibatag elt¶nik.

2. Az el®z® észrevétel azt jelenti, hogy páronként kommutáló operátorok ese-
tén a szeletelések pontosak. (Természetesen feltételezve, hogy a szeletelt
rész-feladatokat pontosan, azaz numerikus módszer alkalmazása nélkül
oldjuk meg.) Felmerül a kérdés: vajon a páronkénti kommutálás szüksé-
ges feltétele-e a lokális szeletelési hiba elt¶nésének?
A következ® egyszer¶ példa választ ad erre a kérdésre [10].

4.1. Példa. Tekintsük a következ® 2× 2-es mátrixot:

A =

[
4 2
0 3

]
.

Bontsuk fel három mátrix összegére, azaz írjuk fel A1 + A2 + A3 alakban,
ahol

A1 = A3 =

[
3 1
0 2

]
és A2 =

[
−2 0
0 −1

]
.

Ekkor
etA =

[
e4t 2e3t(et − 1)
0 e3t

]
,

etA1 = etA3 =

[
e3t e2t(et − 1)
0 e2t

]
, és etA2 =

[
e−2t 0

0 e−t

]
.

Ebben a példában A1 és A2 nem kommutálnak, mivel

[A1, A2] =

[
0 1
0 0

]
.

Ugyanakkor,
eτA1eτA2eτA3 = eτA,
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ami azt jelenti, hogy a szekvenciális szeletelés pontos. Tehát a szekven-
ciális szeletelés esetén a páronkénti kommutálás nem szükséges feltétele a
lokális szeletelési hiba elt¶nésének. Megjegyezzük, hogy d = 2 (azaz két
operátor) esetén a lokális szeletelési hiba (v.ö. (13) képlettel):

Errszek =
τ2

2
(A1A2 −A2A1)w0 +O(τ3) =

τ2

2
[A1, A2]w0 +O(τ3), (15)

amely azt mutatja, hogy két operátor esetén a kommutálás szükséges fel-
tétel is.

Mivel d = 2 esetén könnyen láthatóan a Strang�Marcsuk-szeletelés nem
más, mint egy három operátoros szekvenciális szeletelés (ahol az operá-
torok rendre A1/2, A2 és A1/2), az el®z®ekb®l következik, hogy a pá-
ronkénti kommutálás a Strang�Marcsuk-szeletelés esetén sem szükséges
feltétel. (Hasonlóan belátható az állítás a szimmetrikus szekvenciális sze-
letelésre is.)

3. Egy adott numerikus módszer esetén ismeretes fogalom a konzisztencia.
Érdekes kapcsolat áll fenn az operátorszeletelés konzisztenciája (lásd
3.2. De�níció), illetve az operátorszeletelésnek mint numerikus módszer-
nek a konzisztenciája között. A numerikus módszer konzisztenciájához
az szükséges, hogy bármilyen id®pontban is vesszük a pontos megoldást,
onnan egy id®lépést téve a numerikus módszerrel, a pontos megoldástól
való eltérés (lokális hiba) nullához tarson. Vagyis azt követeljük meg, hogy

sup
t

1
τ

(rszel(τA)u(t)− exp(τA)u(t)) (16)

tartson nullához τ → 0 esetén. Mivel t = 0-ban ez éppen a lokális szele-
telési hiba nullához tartását jelenti, ezért a szeletelés mint numerikus
módszer konzisztenciájából következik a lokális szeletelési hiba nullához
tartása, és így a szeletelés 3.2. De�níció szerinti konzisztenciája is. Ugyan-
akkor ez megfordítva nem feltétlenül érvényes.

4. Fontos kitérnünk a nemkorlátos operátorok konzisztenciájának vizsgála-
tára, természetesen továbbra is feltéve, hogy ezek az operátorok
C0-félcsoportok generátorai. Bár ekkor nem értelmezhet® a félcsoport
a generátorának hatványsoros el®állításával, a Taylor-sor maradéktaggal
való megadásával az analízis mégis elvégezhet®. Megmutatható, hogy
kell®en sima kezdeti függvény esetén a korlátos operátorokra kimutatott
rend ebben az esetben is érvényben marad. (A szekvenciális szeletelésre
a [2], míg a Strang�Marcsuk, illetve a szimmetrikus szekvenciális szelete-
lésekre a [9] cikkben található a bizonyítás.)

5. A lokális szeletelés hibájában a rend azt fejezi ki, hogy megfelel®en kicsiny
τ mellett érvényes csak a becslés. Például d = 2 esetén a szekvenciális
szeletelés hibájából (lásd (15)) arra következtethetnénk, hogy általában
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a kommutátor normája egyértelm¶en meghatározza a lokális hiba nagy-
ságát, a τ szeletelési lépésköz megválasztásától függetlenül. A következ®
példa [8] megmutatja, hogy ez általában nem érvényes.

4.2. Példa. Legyenek

A1 =




0
1
2

0 0

0 0
1
2

0

0 0 0
1
4

0 0 0 0




, A2 =




0
1
2

0 0

0 0
1
2

0

0 0 0
3
4

0 0 0 0




,

A = A1 + A2, p ∈ R tetsz®leges, nemnulla állandó, B1 = pA1, B2 =
1
p
A2,

B = B1+B2, e = (1, 1, 1, 1) és τ = 1. Tekintsük a következ® problémákat:

u′(t) = Au(t), t ∈ (0, 1]
u(0) = e

}
(17)

és
w′(t) = Bw(t), t ∈ (0, 1]
w(0) = e

}
. (18)

Könnyen látható, hogy

‖[A1, A2]‖∞ = ‖[B1, B2]‖∞ =
1
6
,

azaz a kommutátorok normája megegyezik.
Legyen most p = 1000, és alkalmazzuk a szekvenciális szeletelést a (17)
és a (18) feladatokra. Egyszer¶ számolással ellen®rizhet®, hogy a lokális
szeletelési hibák

∥∥ErrA
Sp(τ = 1)

∥∥
∞ =

∥∥∥e(A1+A2) − eA2eA1

∥∥∥
∞

= 0, 125

és ∥∥ErrB
Sp(τ = 1)

∥∥
∞ =

∥∥∥e(B1+B2) − eB2eB1

∥∥∥
∞

= 20, 8334.

Látható, hogy a második esetben lényegesen nagyobb (166, 67-szoros)
hibát kaptunk. Megjegyezzük, hogy p növelésével ez az eltérés tetsz®lege-
sen naggyá tehet®. A jelenség oka, hogy a fenti τ mellett a magasabb rend¶
tagok szerepe még jelent®s. Természetesen τ megfelel® csökkentésével a
kommutátor normája már meghatározza a lokális szeletelési hibát.
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6. Felmerülhet a kérdés: ha a (2) homogén egyenlet helyett a




dw(t)
dt

= Aw(t) + f(t) ≡
d∑

i=1

Aiw(t) +
d∑

i=1

fi(t), t ∈ (0, T )

w(0) = w0,

inhomogén feladatot tekintjük, akkor lehetséges-e a rend megtartásával
szeletelni a feladatokat? Például a

dwn
i

dt
(t) = Aiw

n
i (t) + fi(t), (n− 1)τ < t ≤ nτ,

wn
i ((n− 1)τ) = wn

i−1(nτ),

szekvenciális szeletelés (avagy az értelemszer¶en átfogalmazott Strang�
Marcsuk, illetve szimmetrikus szekvenciális szeletelések) esetén meg®r-
z®dik-e a homogén feladatra korábban belátott rend? A válasz pozi-
tív, azaz megfelel®en sima forrástagok (fi(t)) esetén megmarad a rend.
(Lásd [4]. )

7. Mi az eddigiekben a lokális hibát vizsgáltuk. Ugyanakkor a gyakorlat
szempontjából a globális hiba fontos, vagyis az, hogy egy rögzített
t ∈ (0, T ) pontban a wN

szel(nτ) szeletelt megoldás (ahol nτ = t, azaz τ → 0
miatt n → ∞) tart-e, és ha igen, milyen rendben a w(t) pontos megol-
dáshoz? A válasz megadása el®tt az operátorszeletelésre mint numerikus
eljárásra megfogalmazzuk a jól ismert stabilitásfogalmat.

4.1. De�níció. Egy operátorszeletelést stabilnak nevezünk, ha a (10)
iterációban szerepl® rszel(τA) operátorra az

{‖rn
szel(τA)‖, nτ ≤ t, τ > 0}

operátorsereg egyenletesen korlátos.

A Lax-féle ekvivalenciatétel (pld. [12]) korrekt kit¶zés¶ absztrakt Cauchy-
feladatok esetén egy numerikus módszer esetén kapcsolatot teremt a kon-
zisztencia, a stabilitás és a konvergencia között. Nevezetesen, konziszten-
cia esetén a stabilitás és a konvergencia ekvivalens egymással. Következés-
képpen, ha az operátorszeletelés stabil, akkor a globális hiba nullához tart.
Emellett a konvergencia rendje általában p, azaz megegyezik a módszer
rendjével. A gyakorlatban a stabilitás belátása nem könny¶, de kontraktív
esetben, azaz amikor

‖rszel(τA)‖ ≤ 1,

a stabilitás nyilvánvalóan igaz. Így tehát ha az Ai operátorok kontrak-
ciós félcsoportok generátorai, akkor a szeletelés mint numerikus módszer
konvergens.
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5. Numerikus módszerek alkalmazása a szeletelt feladatokra

Az eddigiekben azzal a feltételezéssel éltünk, hogy a szeleteléssel nyert egyes
részfeladatokat pontosan oldjuk meg. Ugyanakkor ez általában nem lehetséges:
bár feltételezéseink szerint az egyes Ai részoperátorok egyszer¶bb struktúrájúak,
a valós feladatokra nem reális feltételezni, hogy a szeletelt problémák pontosan
megoldhatók. (Az egyszer¶bb struktúra �csak� azt eredményezi, hogy a szeletelt
feladatokra többnyire az irodalomból ismert, megbízható és hatékony numerikus
eljárást tudunk alkalmazni.) Jelölje a továbbiakban ∆t a szeletelt feladatra alkal-
mazott numerikus diszkretizáció lépésközét. (Nyilvánvalóan ∆t ≤ τ .) Ez megha-
tároz egy ω∆t = {tn = n∆t, n = 0, 1, . . . N ;N∆t = T} rácshálót. Természetes
elvárás, hogy ω∆t a szeletelésre használt rácsháló �nomítása legyen, azaz teljesül-
jön a ω∆t ⊃ ωτ tartalmazás. Ezért célszer¶ a ∆t = τ/K megválasztást alkalmazni,
ahol K adott természetes szám. (K = 1 esetén a szeletelési lépésköz és a numeri-
kus lépésköz megegyezik, tehát mindegyik részfeladat numerikus megoldása során
egyetlen lépést hajtunk végre.)

Az egyes szeletelt részfeladatokra valamely numerikus módszert alkalmazva a
teljes feladatra egy globális diszkretizációt nyerünk az ω∆t rácshálón. (Fontos ki-
emelni, hogy a választott numerikus módszerek eltér®ek is lehetnek, hiszen gyakran
éppen ez a szeletelés alkalmazásának célja.) Ezért a teljes diszkretizációs operá-
tor függ a választott szeletelést®l, a szeletelési lépésközt®l, az alkalmazott nume-
rikus módszert®l és ennek lépésközét®l. Legyen például d = 2, és alkalmazzuk a
τ lépésköz¶ szekvenciális szeletelést. Válasszuk az els® szeletelt feladatra az NM1
numerikus módszert a ∆t1 = τ/K1 lépésközzel, a második feladatra az NM2 nume-
rikus módszert a ∆t2 = τ/K2 lépésközzel. Ekkor a teljes diszkretizációs operátor
felírható Ctot = Ctot(τ,NM1,K1, NM2,K2) alakban. (Amikor NM1,K1, NM2
és K2 rögzítettek, akkor az egyszer¶ség kedvéért a továbbiakban a C(τ) jelölést
alkalmazzuk.)

5.1. Példa. Legyen d = 2 a (2) feladatban, és alkalmazzuk a szekvenciális sze-
letelést. Válasszuk az explicit Euler (EE) módszert mindkét szeletelt feladatra
∆t = τ megválasztással. (Azaz, Ctot = Ctot(τ, EE, 1, EE, 1)). Ha yn

1 és yn
2 jelöli

az wn
1 (nτ) és wn

2 (nτ) szeletelt pontos megoldások közelítéseit, akkor a numerikus
séma a következ®:

yn+1
1 − yn

1

τ
= A1y

n
1 ,

yn+1
2 − yn

2

τ
= A2y

n
2

és yn
2 = yn+1

1 . Ezért

yn+1
2 = (I + τA2)(I + τA1)yn

1 , (19)

azaz a teljes diszkretizáló operátor

C(τ) = (I + τA2)(I + τA1).

Korlátos operátorokra, korlátos id®intervallumon könnyen megmutatható a
fenti módszer konvergenciája.
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5.1. Állítás. Tegyük fel, hogy a [0, T ] intervallumon értelmezett (2) feladat-
ban (d = 2) az A1 és A2 korlátos operátorok. Ekkor a (19) módszer konvergens.

Bizonyítás. El®ször a konzisztenciát látjuk be, azaz megmutatjuk, hogy
rszel(τA) = C(τ) megválasztással (16) érvényes. Mivel

∥∥∥∥
1
τ

(C(τ)u(t)− exp(τA)u(t))
∥∥∥∥ ≤

1
τ
‖(C(τ)− exp(τA))‖‖u(t)‖ =

=
[τ

2
‖(A1 −A2)2‖+O(τ2)

]
‖ exp(tA)w0‖ ≤

≤
[τ

2
‖(A1 −A2)2‖+O(τ2)

]
exp(T‖A‖)‖w0‖ = const · τ +O(τ2),

és az utolsó tag t-t®l függetlenül tart nullához τ → 0 esetén.
A stabilitás a

‖C(τ)n‖ = ‖ ((I + τA2)(I + τA1))
n ‖ ≤ (1 + τ‖A2‖)n (1 + τ‖A1‖)n ≤

≤ exp(T‖A2‖) exp(T‖A1‖) = const

relációból nyilvánvalóan következik. ut
Megjegyezzük, hogy ha Ai nem korlátos (és az id®intervallum sem az), de

kontrakciós félcsoportot generál, akkor is érvényes marad az állítás. (A bizonyítás
önállóan elvégezhet®.)

6. Néhány ismert eljárás mint kombinált módszer

Az 5. szakaszban de�niáltuk a szeleteléssel és a numerikus módszer megválasz-
tásával nyerhet® teljes diszkretizációt.

Ebben a részben megmutatjuk, hogy a szeletelés a szeletelt feladatok numerikus
megoldási módszerének alkalmas megválasztásával több, az irodalomból jól ismert
módszer nyerhet®.

6.1. A Crank�Nicolson-módszer

Tekintsük a

dw

dt
= Aw(t), 0 < t ≤ T

w(0) = w0

(20)

Cauchy-feladatot és alkalmazzuk a triviális A =
1
2
A+

1
2
A szeletelést! Ekkor az (20)

Alkalmazott Matematikai Lapok (2009)



OPERÁTORSZELETELÉSI ELJÁRÁSOK ÉS VIZSGÁLATUK 269

feladatot a szekvenciális szeleteléssel diszkretizálva a következ® szeletelt feladatokat
kapjuk:

dw1
1(t)
dt

=
1
2
Aw1

1(t), 0 < t ≤ τ,

w1
1(0) = w0,

(21)

dw1
2(t)
dt

=
1
2
Aw1

2(t), 0 < t ≤ τ,

w1
2(0) = w1

1(τ).
(22)

(Az egyszer¶ség kedvéért csak az els® lépést írtuk le.) Ha az explicit Euler-módszert
alkalmazzuk az els® (21) feladatra és az implicit Euler-módszert a második (22)
feladatra a4t = τ megválasztással, akkor a következ® teljes diszkretizációt nyerjük:

y1
1 − y0

1

τ
=

1
2
Ay0

1 ; y0
1 = w0,

y1
2 − y0

2

τ
=

1
2
Ay1

2 ; y0
2 = y1

1 .

Így a teljes diszkretizációs operátor Ctot = Ctot(τ, EE, 1, IE, 1) alakja

C(τ) = (I − τ

2
A)−1(I +

τ

2
A),

amely a jól ismert Crank�Nicolson-módszer.
Megjegyzés. Ez a példa is jól tükrözi, hogy a teljes diszkretizáció rendjének meg-

határázása bonyolult feladat. Intuitív módon azt gondolnánk, hogy a �leggyengébb
láncszem� elve alapján a szeletelés, illetve az alkalmazott numerikus eljárások rend-
számának kisebbike hatarozza meg a teljes diszkretizáció rendjét, azaz, ha rendszel

a szeletelés rendje és rendnumi az i-edik szeletelt feladat megoldására alkalmazott
numerikus módszer rendje, akkor a teljes diszkretizáció rendje

rendtot = min{rendszel, rendnum1, . . . rendnumd}. (23)

Ebben az esetben rendszel = 0, mivel a szeletelt operátorok kommutálnak. Továbbá
rendnum1 = rendnum2 = 1. Így (23) esetén a teljes rend egy lenne. Ugyanakkor,
mint az jól ismert, a Crank�Nicolson-módszer másodrend¶.

6.2. Másodrend¶ Yanenko-módszer

Tekintsük az eredeti (2) Cauchy-feladatot d = 2 esetén. A szekvenciális szele-
telés és a középponti módszer (trapézszabály) szerinti numerikus integrálással,
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valamint a τ = ∆t megválasztással ekkor a

yn+1
1 − yn

1

τ
= A1(

yn+1
1 + yn

1

2
)

yn
1 = yn−1

2

(24)

yn+1
2 − yn

2

τ
= A2(

yn+1
2 + yn

2

2
)

yn
2 = yn+1

1 ,

(25)

feladatokat nyerjük, ahol y−1
2 = w0 és n = 0, 1, 2, . . . , N−1. Ez az eljárás a másod-

rend¶ Yanenko-módszerként ismeretes [19]. Gyakran az Ai operátorok az irányok
szerinti felbontásból adódnak. Például amikor A a d-dimenziós Laplace-operátor,
akkor Ai az xi változó szerinti második derivált. Ekkor a fenti algoritmus reali-
zálása egyszer¶, mivel lépésenként tridiagonális mátrixú lineáris algebrai egyenlet-
rendszerek megoldását igényli csak. Ezért az irányok szerinti szeletelés elnevezés is
használatos.

6.3. Szekvenciális, alternáló Marcsuk-módszer

Jelölje az (24)�(25) Yanenko-módszert yn+1 = ΦA1A2(y
n). A szimmetria

meg®rzése céljából lépésenként cseréljük meg az A1 és A2 operátorok sorrendjét!
Ez a

yn+1 = ΦA1A2(y
n); yn+2 = ΦA2A1(y

n+1), n = 0, 2, 4 . . .

módszerhez vezet, amelyet az irodalomban szekvenciális, alternáló Marcsuk-mód-
szernek neveznek [14]. Ez tehát megfelel a Strang�Marcsuk-szeleteles¶, trapéz-
szabályú numerikus módszert alkalmazó, τ = ∆t megválasztású teljes diszkretizáló
numerikus módszernek.

6.4. Párhuzamos alternáló módszer

Tekintsük az
yn+1 =

1
2
ΦA1A2(y

n) +
1
2
ΦA2A1(y

n)

numerikus módszert, amely az irodalomban Swayne-módszerként ismeretes [17].
Könnyen láthatóan ez a módszer megfelel a szimmetrikusan súlyozott szekvenciális
szeletelésnek, a középponti numerikus integrálást és τ = ∆t lépésközöket választva.

6.5. Lokális egydimenziós sémák

Tekintsük a háromdimenziós h®vezetesi egyenletet. Ekkor a Yanenko-módszer
a követekez® alakot ölti:
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yn+1
1 − yn

τ
= Λxxyn+1

1 ,
yn+1
2 − yn+1

1

τ
= Λyyyn+1

2 ,

yn+1
3 − yn+1

2

τ
= Λzzy

n+1
3 , yn+1 = yn+1

3 ,

ahol n = 0, 1 . . ., y0 = w0. Ebben a sémában Λxx, Λyy és Λzz az egydimenziós
Laplace-operátor szokásos diszkretizációját jelöli. Ez a módszer megfelel a szekven-
ciális szeletelésnek, implicit Euler-módszerrel és τ = ∆t megválasztással.

7. Összefoglalás

A dolgozatban bevezettük az operátorszeletés fogalmát és de�niáltuk a leg-
gyakrabban alkalmazott módszereket. Elemeztük a külöböz® tipusú szeleteléseket,
mint id®beli diszkretizációs eljárásokat, kitérve azok pontosságára a lokális szelete-
lési hiba értelmében. Megnéztük, hogy az egyes szeletelt problémákra alkalmazott
numerikus eljárások hogyan hatnak ki a teljes diszkretizációra.

A dolgozat terjedelmi okokból nem tér ki a módszer hatékonyságának, illetve
a számítógépes realizálásának kérdésére. Itt csak utalunk a légszennyez®dési fel-
adatra vonatkozó [3], [6] és [11] dolgozatokra.
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OPERATOR SPLITTINGS AND THEIR ANALYSIS

István Faragó

Operator splitting is a widely used and successfully applied process, by which a problem
of complicated structure can be substituted with a sequence of simpler problems. In this study
we present the most important operator splitting methods and touch upon the issues of their
computer realisation. We study the numerical behaviour of the procedure and the methods
obtained when the split sub-problems are solved numerically. Finally, we set up connections
between these combined methods and several other ones known from the literature.
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