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OPERATORSZELETELESI ELJARASOK ES VIZSGALATUK

FARAGO ISTVAN

Az operétorszeletelés (angolul “operator splitting”) egy olyan széleskoriien elter-
jedt és sikeresen alkalmazott eljaras, amelynek segitségével a bonyolult szerkezeti
feladatokat egyszertibb feladatok sorozatara vezetjik vissza. Ebben a dolgozat-
ban ismertetjiik a legfontosabb operatorszeletelési eljarasokat, kitérve azok algorit-
mikus realizdlasanak kérdéseire is. Megvizsgaljuk az eljaras numerikus viselkedését,
tovabba a szeletelt feladatok numerikus megoldasa esetén az igy nyert modszereket.
Végezetiil kapcsolatot teremtiink ezen kombinalt mddszerek és szamos, az iroda-
lomban ismeretes eljaras kozott.

1. Bevezetés

A matematikai modellalkotas sorén az Gsszetett, id&fliged fizikai folyamatok
folytonos modelljeként gyakran olyan parabolikus tipusi parcialis differencidlegyen-
leteket hozunk létre, amelyeknek stacionarius (id6t6l nem fiiggs) elliptikus része
egyszertibb strukturaji operatorok osszegeként all els.

1.1. Példa. Tekintsiik a d darab szennyezSanyag terjedését leird 1légszennyezs-
dési folyamat matematikai modelljét [18]:

%cti =—-V:(ug)+ V- (KV¢) —oic; + gi(x,t) + Ri(x,¢1,.-.,¢4). (1)

A fenti képletben i = 1,2,...d, és ¢; = ¢;(x,t) jeloli az i-edik szennyezGanyag
koncentraciojat. A képlet jobb oldalan szerepld tagok rendre az egyes fizikai rész-
folyamatokat leird tagok, nevezetesen, az advekcid, a turbulens diffizio, az ile-
pedés, a szennyezGanyag kibocsatasa és a kémiai reakciok. Feltételezziik, hogy a

koncentréicio-eloszlas a kezdeti idépontban (¢ = 0) ismert.

A tovabbiakban az ilyen tipusu feladatokat egységesen, tn. operéitoralakban a
kévetkez6 modon adjuk meg:

duwlt) _ NS A
o —Aw(ﬁ)_;Al (t), te(0,T) -
w(0) = w,
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ahol w az ismeretlen fliggvény, wo adott elem, A;, (i = 1,2,...d) adott opera-
torok. (Megjegyezziik, hogy amennyiben vannak peremfeltételek, akkor azok az
operatorok értelmezési tartomanyaban szerepelnek.)

A (2) feladat (az un. absztrakt Cauchy-feladat) pontos megoldasa specialis
esetben formalisan kézvetleniil is felirhaté. Amikor A olyan lineéris operator, amely
egy Co-félcsoportot general, akkor

w(t) = exp(tA)w(0), (3)

ahol exp(tA) az A operator altal generalt félesoport. (Ha az A operator korla-
tos, akkor exp(tA) elGallitasa az exp fuggvény sorabol kozvetlen behelyettesitéssel
adodik. A tovabbi részleteket lasd [7] konyvben.)

Mivel a fenti megoldas elsallitasa (ha az egyaltalan lehetséges) t6bbnyire csak
formalis, ezért a numerikus moédszerek alkalmazasa tobbnyire elkeriilhetetlen.
Ennek lényege, hogy az exponencialis fliggvényt approximaljuk valamilyen (&ltala-
ban) racionalis fliggvénnyel, azaz

exp(z) ~ 7(2). (4)
Ekkor a numerikus médszer algoritmusa
y" = r(rA)y", (5)

ahol 7 > 0 a diszkretizicids paraméter, és y" jelenti az approximaciot a ¢ = nr
idérétegen.

1.2. Példa. Legyen

az Gun. 0-moédszer, és d = 2. Ekkor:
YT =ro(T(ArL + Ag))y",

ahol

T‘g(T(Al + AQ)) = ( ] — 97’(141 —|— AQ))_l( ] + (1 — (9)7'(141 + AQ))
és I az identitasoperator.

A fenti megkozelités hidnyossaga, hogy nem hasznaljuk fel az A operator speci-
4lis szerkezetét, nevezetesen, hogy tdbb, egyszertibb struktiraji operator Gsszege.
A tovabbiakban célunk olyan eljaras definidlisa, amely alkalmas a fenti sajatossag
kihaszn4lasara.

Megjegyzés. Az (5) modszer ténylegesen idébeli diszkretizélast jelent az
wr ={t, =nt,n=0,1,... N; N7 =T} racshalon. Igy ha parcialis differencial-
egyenletekre kozvetleniil alkalmazzuk, akkor (5) idérétegenként egy-egy elliptikus
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tipusi feladat megoldaséat jelenti, azaz tovabbi numerikus moddszer alkalmazasa
sziikséges. Ugyanakkor, ha (5) alkalmazasa el6tt mar térben diszkretizéljuk a fela-
datunkat (pl. véges differencidk vagy véges elemek modszerével), és Ay, jelenti a
diszkretizalt operétort, akkor az igy nyert

y71,+1 — T(TAh)y” (6)

egylépéses iteracié mar kdzvetleniil alkalmas a szdmitasok elvégzésére. Ekkor ugyan-
is A, matrixként reprezentalhato, és igy (6) idorétegenként linearis algebrai egyenlet-
rendszerek megoldésat jelenti.

2. Operatorszeletelés

Ebben a szakaszban feltételezziik, hogy A; : X — X egész téren értelme-
zett linedris operatorok, ahol X valamely régzitett Banach-tér, és operatornorméan
az indukalt szuprémum normat értjik. A (2) absztrakt Cauchy-feladat megolda-
sanak azon w : (0,T) — X fliggvényt nevezziik, amely folytonosan differencialhato
(0,T)-n és kielégiti a (2) feladatot. Igy az X tér megvalasztasatol fiiggden egyarant
targyalhato a klasszikus, illetve a gyenge megoldas. (Ha gyenge megoldasrol be-
széliink, akkor az el6fordulo derivaltak is altaldnositott értelemben értenddk és ez
a targyalasmodot bonyolultabba teheti.) Fontos megjegyezniink, hogy az id6fiiggs
parcialis differencidlegyenletek esetén altalaban nem teljesiil az A; operatorokra
tett feltétlezésiink, mint példaul (1) feladatban sem. Ilyenkor szokasos modon az
A; operatorok a mar térben diszkretizalt (tovabba, nemlinearis operatorok esetén
a mar linearizalt) operatorokat jelentik, azaz (2) absztrakt Cauchy-feladat tényle-
gesen a szemidiszkretizalt linedris feladatot jelenti.

Megjegyezziik, hogy altalaban homogén peremfeltételeket tételeziink fel.
Amennyiben a peremfeltétel inhomogén, akkor a szokdsos médon homogenizal-
hatjuk a feladatot, illetve a szemidiszkrét feladatot ennek figyelembe vételével
irhatjuk fel.

Amikor a (4) tipust approximéciot alkalmazzuk a (2) feladatra, akkor valo-
jdban az exp (Ef zi) fliggvényt kell kozeliteniink. Ennek egy lehetséges modja a
(4) approximaci6, amikor is elébb approximéljuk az exponencialis fliggvényt, és
utana helyettesitjiik be 0sszegként az operatort. Ezzel természetesen nem tudjuk
kihasznalni az operétor speciélis alakjat.

Az operatorszeletelés alapdtlete, hogy a (4) approximéacio soran az exp (Zf zz)
fiiggvényt elss lépésben nem racionélis, hanem az egyes részoperatorok exponenci-
4lisainak segitségével approximaljuk.
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2.1. Példa. A legkézenfekvébb az
d
exp (Z zl> ~ H exp (2;) (7)
i=1 i=1
tipusi kozelités.
2.2. Példa. Bevezethetjiik az

d—1

exp (Zj: zl> ~ i:[l exp (%) exp(zq) H exp (Zd2—i) (8)

i=1

tipusa kozelitést is.

2.8. Példa. Vegyliik észre, hogy a (7) kozelitésben lényeges a sorrend a jobb
oldalon. Ezért célszeriinek latszik az

d 1 d d
exp (Z zz> ~3 [H exp(z) + [ [ exp (Zd+1i)] (9)
=1 =1 =1

tipusa kozelités is.

Nyilvanvaloan, skalarok esetén (7), (8) és (9) egyenlGséget jelent, de tetszdleges
korlatos operatorokra az egyenléség nem all fenn. Ugyanakkor, ha az operatorok
paronként kommutalnak, akkor ismételten igaz az egyenlGség.

A fenti kozelitéseket alkalmazhatjuk a (2) feladat kozelité megoldasara a
kévetkezé modon. Tegyiik fel, hogy A; operatorok szintén generatorok, és vezessiik
be a kovetkezd operatorfiiggvényeket:

d
rese(A) := [ [ exp(4y);
i=1

d—1 1 d—1 1
rem(A) = H exXp <2Ai) exp(Aq) H exXp <2Adi)
i=1 i=1
és
szim (A) ::1 : exp(A;) + - exp(Agy1-i)| -
' 2 i=1

i=1

Ezen operatorok segitségével definidlhatok az Gj numerikus modszerek, nevezetesen

wé\zfel((n +1)7) = Tszel(TA)’LUN (nt), n=0,1,...N, (10)

szel

ahol szel € {szek; SM;szim} és w_ (n7) az adott szeleteléshez tartozé numerikus
megoldas az w, racshalon. A fenti operatorszeletelési eljarasokat rendre szekvenci-

dalis, Strang—Marcsuk és szimmetrikus szekvencidlis szeleteléseknek nevezziik.
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A (10) algoritmus realizalasanak lényeges pontja az exp(4;) kiszamitasa, ponto-
sabban, exp(7A;)v meghatarozasa valamely adott v elem esetén. Mivel ez nem mas,
mint egy 7 hosszisiga intervallumon értelmezett, v kezdeti vektord, A; operdtora
homogén Cauchy-feladat megoldésa, ezért a fenti modszerek algoritmikus relizalasa
a kovetkezd.

1.

Szekvencidlis szeletelés [1]. Valamennyi rogritett n = 1,2,... N értékre
rendre megoldjuk a kdvetkez6 d darab Cauchy-feladatot:

dw}
dt
wi ((n = 1)) = wiy (n7),

(t) = Ajw; (t), (n—1)1 <t <mnr,

ahol i = 1,2,...d. A szeletelt megoldas
Whye(nT) = wg (n7)

és az algoritmusban wf (n1) = wl¥,, ((n — 1)7), tovabba wX_, (0) = w(0)

a (2) kezdeti feltételbdl ismert wg elem. Tehat az algoritmus:

A > Ap— A= Ay > Ag — Ay == Ay — Ay — - Ay

1. lépés 2. lépés N. lépés

Strang—Marcsuk-szeletelés [16], [15] . A rogzitett n = 1,2,... N érté-
kekre rendre megoldjuk a kdvetkezs, Gszességében 2d — 1 darab Cauchy-
feladatot.

El6szor ¢ = 1,2,...d — 1 értékekre megoldjuk a

dw?
ra
wi((n = 1)7) = wl' 1 ((n — 0,5)7)

(2

(t) = Aywl(t), (n=1)r<t<(n—-0,5)r,

feladatokat. Ezutan megoldjuk a

dw}
dt
wg((n—1)7) = wg_1((n —0,5)7)

(t) = Aqu(t), (n—1)1 <t<nr,

feladatot. A rogzitett n mellett végezetil i = d + 1,d + 2,...2d — 1
értékekre megoldjuk a

dw}
dt
wi((n —0.5)7) = w1 (nT)

(t) = Agg—;wi(t), (n—0.5)T <t<nr,

feladatokat.
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A szeletelt megoldas
wiy(nT) = wiy_y (n7)

és az algoritmusban
wg ((n = 0,5)7) = wiy((n —1)7),

tovabba
wiihi(0) = w(0)

a (2) kezdeti feltételbsl ismert wg elem. Tehét az algoritmus:

1 1 1 1 1 1
SAp Ay Ay A “Agq = =Agg— A
21—>22—> 2d1—> d —>2d1—>2d2—> 21=>
1b. 1épés
la. 1épés lc. 1épés

1 1 1 1 1 1
= -A —A e =Ag_ A —Ag_ —Ag_ s =Aq.
21H22H 2(11H d ‘>2d1*>2d24’ 21
Nb. lépés
Na. lépés Nc. lépés

Szimmetrikus szekvencidlis szeletelés [15], [5]. Rogzitett n = 1,2,... N
értékekre rendre megoldjuk a kovetkezs 2d darab Cauchy-feladatot:

d;—;(t) = A0l (t), (n—171<t<nr,
v ((n —1)7) = vy (n7),
és
d;‘f (t) = Agr1u(t),  (n—1)r <t<nr

u ((n—1)7) = uiy (n7),
ahol i =1,2,...d. A szeletelt megoldas

_vg(nT) 4+ uj(nt)
= 5 )

N

szim

Wi (NT)

A fenti algoritmusban
vg (n7) = ug (n7) = wia((n = 1)7),

tovabba
wé\z/vim (0) =w (O)

a (2) kezdeti feltételbol ismert wg elem.
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Tehat az algoritmus:

Ay — Ay — - Ay Ay — Ay — - Ay
Ag—Ag1— Ay —= - = Ay — Ay 1 — A
(1. lépés) (N. lépés)

Megjegyezziik, hogy a fenti harom szeletelési eljaras mellett még szamos egyéb,
sikeresen alkalmazott eljaras is létezik. Ugyanakkor dokgozatunkban a tovabbi-
akban mi a felsoroltakat (elsGsorban azok elterjedtsége miatt) elemezziik részlete-
sebben.

3. A lokalis szeletelési hiba

Az operatorszeletelés, mint a numerikus moédszerek altalaban, nem eredmé-
nyeznek pontos megoldast, azaz tetszGleges operdtorok esetén a szeletelt megoldas
nem egyezik meg a (2) feladat pontos megoldasaval az w, racshéalé pontjaiban.
Az els6 idSlépés utani eltérést kiemelten kezelve vezessiik be a kivetkezd meghata-
rozast.

3.1. Definicié. Az Errgye = w(r) —wl (1) kifejezést az adott szeletelési elja-
ras lokdlis szeletelési hibdjanak nevezzik.

Természetes elvaras, hogy 7 nulldhoz tartasa mellett a lokalis szeletelési hiba
is nullahoz tartson. Mivel ezen konvergencia rendje jellemzi a szeletelés mindségét,
célszerd bevezetni az alabbi definiciét.

3.2. Definicio. Azt mondjuk, hogy az adott szeletelési eljaras p-ed rendd, ha
Errgea = O (TPH). Egy adott szeletelést konzisztensnek neveziink, ha rendje
p > 0.

A tovabbiakban korlatos operatorok esetén meghatarozzuk az egyes szeletelések

rendjét.

3.1. Példa. Vizsgaljuk meg a szekvencialis szeletelés rendjét! A (3) Gsszefiiggés
alapjan a pontos megoldas a t = 7 pontban
= 1 1
w(T) = exp(TA)w(0) = Z ET"A”wO = <I +TA+ 27'2A2> wo + O(13).

n=0

Figyelembe véve, hogy A = Zle A;, kénnyen lathaton

d o d
wir)=I+7) A+ % D A | wo+O(7). (11)
=1

ij=1
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A szekvencialisan szeletelt kozelité megoldas az els6 lépés utan

2
wisek(7) HeXp (7 Ai)wo = H <I A TzA?) wy + O(7%).

=1 =1
Ezért tehat
wl o (7) = I+TZA +fZA2+72 HAA wo + O(73). (12)
1,j=1
1<J

A (11) és (12) képletek alapjan a lokalis szeletelési hiba tehat

9 d d
T
Errg,er = ? H AlAj — H AlAJ wo + O(TS) =
ij=1 i,j=1
e i< (13)
o d
T .
= ? H (A,AijJAJ’LUo‘FO(Td)
1%j>:j1

Mivel 4ltalanos esetben a jobb oldal O(72), ezért a szekvencialis szeletelés elsérendii
modszer.

3.2. Példa. Vizsgaljuk meg a szimmetrikus szekvencialis szeletelés rendjét!
Az €l6z6 szamitasok alapjan nyilvanvalé, hogy ebben az esetben

wl, (1) = I—I—TZA +—ZA2+— H(AZ-A]»—FA]»Ai) wo+

i,j=1

i<j (14)

+0O(r%) = I—I—TZA +—ZAA wy + O(7°).

4,J=1
A (11) és (14) képletek alapjan a lokalis szeletelési hiba tehat
Brrge. = O(1%),
azaz a szimmetrikus szekvencidlis szeletelés masodrendi.

Megjegyezziik, hasonlé médon megmutathaté, hogy a Strang—Marcsuk-szeletelés
is mésodrendd. (Ennek belatasat az Olvasora bizzuk.)
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4. A lokalis szeletelési hiba elemzése

A tovabbiakban a szeletelések lokalis hibajara vonatkozoan tesziink néhény
megjegyzést.

1.

Fontos kérdés a lokalis szeletelési hiba eltinésének vizsgilata, azaz meg-
adni azt a feltételt, amely mellett a szeletelt megoldas és a pontos meg-
oldas megegyezik. A lokalis szeletelési hiba megjelenésének oka, hogy
altalaban exp(A; + A2) # exp(Aj)exp(Az). Mint ismeretes, az egyen-
16ség csak akkor érvényes, amikor az operatorok kommutélnak, azaz az
[A1, Ag] := A1 A — Ao Ay kommutatorra [Ag, As] = 0 érvényes. Ez egy-
részt 6sszhangban van a szekvencialis szeletelés lokélis hibajara nyert (13)
kifejezéssel: a masodrendd hibatag eltdnik, ha mindegyik operatorpar
kommutal. Emellett azt is jelenti, hogy nem csak a méasodrendd, hanem
valamennyi rendd hibatag elttinik.

Az el6z6 észrevétel azt jelenti, hogy paronként kommutald operdtorok ese-
tén a szeletelések pontosak. (Természetesen feltételezve, hogy a szeletelt
rész-feladatokat pontosan, azaz numerikus modszer alkalmazasa nélkiil
oldjuk meg.) Felmeril a kérdés: vajon a paronkénti kommutalas sziiksé-
ges feltétele-e a lokalis szeletelési hiba eltiinésének?

A kovetkezd egyszeri példa valaszt ad erre a kérdésre [10].

4.1. Példa. Tekintsiik a kovetkez6 2 X 2-es méatrixot:

A=t 2
0 3
Bontsuk fel hirom métrix dsszegére, azaz irjuk fel Ay + As + A alakban,
ahol
3 1 -2 0
Ay = Az = és Ap =
R 1 ? 0 -1 ]
Ekkor
oA _ et 2e3t(et — 1)
0 e3t ’
etAl — etAg —

3t 2(pt _ —2t
) R P

0 e’t 0 et

Ebben a példdban A; és As nem kommutalnak, mivel
0 1
0 0|

e‘rAl eTAQe’TAg _ eTA7

[A1, Ag] =

Ugyanakkor,
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ami azt jelenti, hogy a szekvencidlis szeletelés pontos. Tehat a szekven-
cialis szeletelés esetén a paronkénti kommutalas nem sziikséges feltétele a
lokalis szeletelési hiba elttinésének. Megjegyezziik, hogy d = 2 (azaz két
operator) esetén a lokalis szeletelési hiba (v.6. (13) képlettel):

2 2
Erreex = % (A1 Ay — AgAr) wo + O(7%) = %[Al; AsJwo + O(7%), (15)

amely azt mutatja, hogy két operator esetén a kommutélas szitkséges fel-
tétel is.

Mivel d = 2 esetén konnyen lathatéan a Strang-Marcsuk-szeletelés nem
mas, mint egy harom operatoros szekvencialis szeletelés (ahol az opera-
torok rendre A1/2, Ay és A1/2), az el6z6ekbdl kivetkezik, hogy a pa-
ronkénti kommutalds a Strang—Marcsuk-szeletelés esetén sem sziikséges
feltétel. (Hasonloan belathato az allitas a szimmetrikus szekvencialis sze-
letelésre is.)

Egy adott numerikus modszer esetén ismeretes fogalom a konzisztencia.
Erdekes kapcsolat all fenn az operatorszeletelés konzisztencidja (lasd
3.2. Definicio), illetve az operatorszeletelésnek mint numerikus modszer-
nek a konzisztencidja kozott. A numerikus modszer konzisztencidjahoz
az sziikséges, hogy barmilyen idépontban is vessziik a pontos megoldast,
onnan egy idglépést téve a numerikus modszerrel, a pontos megoldastol
valo eltérés (lokalis hiba) nulldhoz tarson. Vagyis azt koveteljitk meg, hogy

sgp % (reze1(TA)u(t) — exp(rA)u(t)) (16)

tartson nulldhoz 7 — 0 esetén. Mivel ¢ = 0-ban ez éppen a lokalis szele-
telési hiba nulldhoz tartasat jelenti, ezért a szeletelés mint numerikus
modszer konzisztencidjabol kovetkezik a lokalis szeletelési hiba nulldhoz
tartasa, és igy a szeletelés 3.2. Definici6 szerinti konzisztencidja is. Ugyan-
akkor ez megforditva nem feltétleniil érvényes.

Fontos kitérniink a nemkorlatos operdtorok konzisztencidjanak vizsgala-
tara, természetesen tovabbra is feltéve, hogy ezek az operédtorok
Co-félcsoportok generatorai. Bar ekkor nem értelmezheté a félcsoport
a generatoranak hatvanysoros elgallitdsaval, a Taylor-sor maradéktaggal
valé megadaséval az analizis mégis elvégezhet§. Megmutathaté, hogy
kellGen sima kezdeti fliggvény esetén a korlatos operdtorokra kimutatott
rend ebben az esetben is érvényben marad. (A szekvencialis szeletelésre
a [2], mig a Strang—Marcsuk, illetve a szimmetrikus szekvencialis szelete-
lésekre a [9] cikkben talalhato a bizonyitas.)

A lokalis szeletelés hibajaban a rend azt fejezi ki, hogy megfelelgen kicsiny
7 mellett érvényes csak a becslés. Példaul d = 2 esetén a szekvencialis
szeletelés hibajabol (lasd (15)) arra kovetkeztethetnénk, hogy altalaban
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a kommutator normaja egyértelmien meghatarozza a lokalis hiba nagy-
sagat, a 7 szeletelési 1épéskoz megvalasztasatol fliggetleniil. A kovetkezd
példa [8] megmutatja, hogy ez altalaban nem érvényes.

4.2. Példa. Legyenek

0 % 0 0 0 % 0 0
1 1
0 0 - O 0 0 - O
A]_: 2 1 ) A2: 2 3 3
0o 0 0 - 0 0 -
4 4
0 0 0 O 0 0 0 O

1
A= A+ Ay, p € R tetszéleges, nemnulla allandé, By = pA;, By = EAQ,
B =DB;+Bs,e=(1,1,1,1) és 7 = 1. Tekintsiik a kovetkez6 problémékat:

Z’(((t):ju(t), te (o, 1}} (17)
Z/((é:fwa), te (0, 1}} (18)

Konnyen lathato, hogy

1
(41, 4e] o = 1B1, Balll = .
azaz a kommutatorok normaja megegyezik.
Legyen most p = 1000, és alkalmazzuk a szekvencialis szeletelést a (17)

és a (18) feladatokra. Egyszerti szamolassal ellendrizhets, hogy a lokalis
szeletelési hibak

HE’I"I”ép(T = ]_)H — He(A1+Az) _ 6A2€A1

=0,125

oo fove)

és
6(31+B2) _ 832 631

= 20, 8334.

o0

HETTEP(T = 1)“ =

o0

Lathato, hogy a masodik esetben lényegesen nagyobb (166, 67-szoros)
hibat kaptunk. Megjegyezziik, hogy p novelésével ez az eltérés tetszélege-
sen naggyé tehets. A jelenség oka, hogy a fenti 7 mellett a magasabb rendi
tagok szerepe még jelents. Természetesen T megfelel§ csokkentésével a
kommutétor normaja mar meghatirozza a lokalis szeletelési hibéat.
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Felmeriilhet a kérdés: ha a (2) homogén egyenlet helyett a

dwi(t)fA (t)+f(t):iA- (t)+if-(t) te (0,7)
a0 B P R ’

w(0) = wy,
inhomogén feladatot tekintjiik, akkor lehetséges-e a rend megtartasaval

szeletelni a feladatokat? Példaul a

dw}
dt
wi((n—1)7) = wi'4(n7),

(t) = Ajwl(t) + fi(t), (n—11 <t <nr,

szekvencialis szeletelés (avagy az értelemszertien atfogalmazott Strang—
Marcsuk, illetve szimmetrikus szekvencialis szeletelések) esetén megér-
zGdik-e a homogén feladatra kordbban belatott rend? A valasz pozi-
tiv, azaz megfelelGen sima forrastagok (f;(t)) esetén megmarad a rend.
(Lasd [4]. )

Mi az eddigiekben a lokalis hibat vizsgaltuk. Ugyanakkor a gyakorlat
szempontjabol a globalis hiba fontos, vagyis az, hogy egy rogzitett
t € (0,T) pontban a wl (n) szeletelt megoldas (ahol nT = t, azaz 7 — 0
miatt n — oo) tart-e, és ha igen, milyen rendben a w(t) pontos megol-
dashoz? A vilasz megadésa el6tt az operatorszeletelésre mint numerikus
eljarasra megfogalmazzuk a jol ismert stabilitdsfogalmat.

4.1. Definicio. Egy operatorszeletelést stabilnak neveziink, ha a (10)
iteracioban szerepld rg,e(TA) operdtorra az

{Ir&a(rA)l, nT<t, 7>0}
operéatorsereg egyenletesen korlatos.

A Lax-féle ekvivalenciatétel (pld. [12]) korrekt kitiizésd absztrakt Cauchy-
feladatok esetén egy numerikus modszer esetén kapcsolatot teremt a kon-
zisztencia, a stabilitas és a konvergencia kozott. Nevezetesen, konziszten-
cia esetén a stabilitas és a konvergencia ekvivalens egymaéssal. Kovetkezés-
képpen, ha az operatorszeletelés stabil, akkor a globalis hiba nulldhoz tart.
Emellett a konvergencia rendje dltalaban p, azaz megegyezik a modszer
rendjével. A gyakorlatban a stabilitas belatésa nem konnyt, de kontraktiv
esetben, azaz amikor
Iraa(rA)] <1,

a stabilitas nyilvanvaloan igaz. Igy tehat ha az A; operatorok kontrak-
ci6s félcsoportok generatorai, akkor a szeletelés mint numerikus moédszer
konvergens.
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5. Numerikus médszerek alkalmazisa a szeletelt feladatokra

Az eddigiekben azzal a feltételezéssel éltiink, hogy a szeleteléssel nyert egyes
részfeladatokat pontosan oldjuk meg. Ugyanakkor ez &ltaldban nem lehetséges:
bar feltételezéseink szerint az egyes A; részoperatorok egyszeriibb strukturajuak,
a valos feladatokra nem redlis feltételezni, hogy a szeletelt problémak pontosan
megoldhatok. (Az egyszertibb struktira ,csak” azt eredményezi, hogy a szeletelt
feladatokra tobbnyire az irodalombol ismert, megbizhat6 és hatékony numerikus
eljarast tudunk alkalmazni.) Jelolje a tovabbiakban At a szeletelt feladatra alkal-
mazott numerikus diszkretizacio lépéskozét. (Nyilvanvaloan At < 7.) Ez megha-
taroz egy war = {t, = nAt,n = 0,1,... N; NAt = T} racshalot. Természetes
elvaras, hogy wa: a szeletelésre hasznalt racshalé finomitasa legyen, azaz teljesiil-
jon a war D w, tartalmazas. Ezért célszertd a At = 7/K megvalasztéast alkalmazni,
ahol K adott természetes szdm. (K = 1 esetén a szeletelési lépéskdz és a numeri-
kus lépéskoz megegyezik, tehat mindegyik részfeladat numerikus megoldasa soran
egyetlen lépést hajtunk végre.)

Az egyes szeletelt részfeladatokra valamely numerikus médszert alkalmazva a
teljes feladatra egy globalis diszkretizaciot nyeriink az wa; racshalon. (Fontos ki-
emelni, hogy a valasztott numerikus moédszerek eltéréek is lehetnek, hiszen gyakran
éppen ez a szeletelés alkalmazasanak célja.) Ezért a teljes diszkretizacios operéa-
tor fligg a valasztott szeleteléstsl, a szeletelési 1épéskoztdl, az alkalmazott nume-
rikus moédszertdl és ennek 1épéskozétsl. Legyen példaul d = 2, és alkalmazzuk a
7 lépéskozii szekvencialis szeletelést. Valasszuk az elsG szeletelt feladatra az NM1
numerikus modszert a At; = 7/K; lépéskozzel, a masodik feladatra az NM2 nume-
rikus modszert a Aty = 7/K lépéskozzel. Ekkor a teljes diszkretizacios operator
felithato Cior = Ciot(7, NM1, K1, NM2, K5) alakban. (Amikor NM1, Ky, NM2
és Ko rogzitettek, akkor az egyszeriség kedvéért a tovabbiakban a C(7) jelolést
alkalmazzuk.)

5.1. Példa. Legyen d = 2 a (2) feladatban, és alkalmazzuk a szekvencialis sze-
letelést. Véalasszuk az explicit Euler (EE) modszert mindkét szeletelt feladatra
At = 7 megvalasztassal. (Azaz, Ciot = Ciot(7, EE,1, EE,1)). Ha y} és yy jeloli
az wl(nT) és wh(nT) szeletelt pontos megoldasok kozelitéseit, akkor a numerikus
séma a kovetkezd:

,n+1 ,n+1

L __n
BT ayp, BTy
T T
és yy =yt Ezeért

yo Tt = (I + 7 A)(I + T Ay, (19)
azaz a teljes diszkretizal6é operator

C(T) = (I+ TAQ)(I—F TAl).

Korlatos operatorokra, korlatos id@intervallumon kdnnyen megmutathato a
fenti moédszer konvergenciaja.
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5.1. ALLITAS. Tegyiik fel, hogy a [0,T) intervallumon értelmezett (2) feladat-
ban (d =2) az A és As korldtos operatorok. Ekkor a (19) médszer konvergens.

Bizonyitds. El6szor a konzisztenciat latjuk be, azaz megmutatjuk, hogy
Tszel(TA) = C(7) megvélasztassal (16) érvényes. Mivel

Lty - exva)u(t))H <

T

=

1(C(7) = exp(rA))|[[[u(®)]| =

= [Zlt4 - 4% +0

—~

)] exp(tA)yuwol| <

.
< [51(41 = 422+ 0(%)] exp(T| Al [woll = const - 7+ O(x?),

és az utolso tag t-tdl fiiggetleniil tart nulldhoz 7 — 0 esetén.
A stabilitas a

IO = (L + T AT + 7AD" || < (147l Aal)" (1 + 7| A" <
< exp(T]| Az} exp(Tl| A1) = const

relaciobol nyilvanvaldan kovetkezik. a

Megjegyezziik, hogy ha A; nem korlatos (és az iddintervallum sem az), de
kontrakcios félcsoportot general, akkor is érvényes marad az allitds. (A bizonyitas
6nalléan elvégezhetd.)

6. Néhany ismert eljaras mint kombinalt médszer

Az 5. szakaszban definidltuk a szeleteléssel és a numerikus méodszer megvélasz-
tasaval nyerhets teljes diszkretizaciot.

Ebben a részben megmutatjuk, hogy a szeletelés a szeletelt feladatok numerikus
megoldasi modszerének alkalmas megvalasztasaval tobb, az irodalombdl jol ismert
modszer nyerhetd.

6.1. A Crank—Nicolson-modszer

Tekintsiik a

dw

— = Aw(t 0<t<T

g ~Avl), 0<ts (20)
w(0) = wy

1 1
Cauchy-feladatot és alkalmazzuk a trivialis A = §A+ §A szeletelést! Ekkor az (20)
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feladatot a szekvencialis szeleteléssel diszkretizalva a kovetkezd szeletelt feladatokat
kapjuk:

dwl(t 1
wdlt( ) = §Awi(t), 0<t<r, (21)
w%(O) = wy,
dwy(t) 1, 4
7 5 wy(t), 0<t<mT, (22)

w;(0) = wy (7).

(Az egyszertség kedvéért csak az elsé lépést irtuk le.) Ha az explicit Euler-modszert
alkalmazzuk az els6 (21) feladatra és az implicit Euler-médszert a masodik (22)
feladatra a At = 7 megvalasztassal, akkor a kovetkezd teljes diszkretizaciot nyerjiik:

1_,0 1
Y1 Y1 7Ay0,

T 2
1 0
Y2 — Y2 1.4 0 1
—_— 714 M = .
- 2 Yo Yo Y1

Igy a teljes diszkretizaciés operator Cior = Ciot(T, EE, 1, 1E, 1) alakja
C(r) = (I = ZA)7 (I + S A),

amely a jol ismert Crank—Nicolson-médszer.

Megjegyzés. Ez a példa is jol tiikrdzi, hogy a teljes diszkretizacié rendjének meg-
hatarazasa bonyolult feladat. Intuitiv modon azt gondolnank, hogy a ,leggyengébb
lancszem” elve alapjén a szeletelés, illetve az alkalmazott numerikus eljarasok rend-
szamanak kisebbike hatarozza meg a teljes diszkretizacié rendjét, azaz, ha rends,e
a szeletelés rendje és rend,ymi az i-edik szeletelt feladat megoldasara alkalmazott
numerikus modszer rendje, akkor a teljes diszkretizacié rendje

rendior = min{rendssel, rendnumis, - - - "€Ndnumd - (23)

Ebben az esetben rends,; = 0, mivel a szeletelt operatorok kommutalnak. Tovabba
rendnyumi = rendpume = 1. Igy (23) esetén a teljes rend egy lenne. Ugyanakkor,
mint az jol ismert, a Crank—Nicolson-mdédszer masodrendd.

6.2. Masodrendi Yanenko-modszer

Tekintsiik az eredeti (2) Cauchy-feladatot d = 2 esetén. A szekvencialis szele-
telés és a kozépponti modszer (trapézszabaly) szerinti numerikus integralassal,
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valamint a 7 = At megvalasztassal ekkor a

| (y?“ o
T ! 2 (24)
yr=y
vl -ug (y§+1 )
T 2 2 (25)
s =yt
feladatokat nyerjiik, ahol y;l =wyésn=0,1,2,...,N—1. Ez az eljaras a mésod-

rendd Yanenko-modszerként ismeretes [19]. Gyakran az A; operatorok az iranyok
szerinti felbontasbol adédnak. Példaul amikor A a d-dimenziés Laplace-operétor,
akkor A; az x; valtozd szerinti méasodik derivalt. Ekkor a fenti algoritmus reali-
zélasa egyszeri, mivel lépésenként tridiagonalis méatrixa linearis algebrai egyenlet-
rendszerek megoldasat igényli csak. Ezért az irdnyok szerinti szeletelés elnevezés is
hasznalatos.

6.3. Szekvencialis, alternalé Marcsuk-moédszer

Jelolje az (24)—(25) Yanenko-modszert y" ! = &4, 4,(y"). A szimmetria
megsrzése céljabol lépésenként cseréljiik meg az Ay és As operatorok sorrendjét!
Ez a

yn+1 = (I)AlAQ (yn)a yn+2 = (I)AzAl (ynJrl)’ n= Oa 274 cee

modszerhez vezet, amelyet az irodalomban szekvencidlis, alternalé Marcsuk-mod-
szernek neveznek [14]. Ez tehat megfelel a Strang-Marcsuk-szeletelesi, trapéz-
szabélyt numerikus modszert alkalmazé, 7 = At megvalasztasu teljes diszkretizald
numerikus modszernek.

6.4. Parhuzamos alternalé moédszer

Tekintsik az

Y = 5(1)141142(3/ )+ §(I)A2A1 (y )

numerikus moédszert, amely az irodalomban Swayne-modszerként ismeretes [17].
Ko6nnyen lathatéan ez a médszer megfelel a szimmetrikusan silyozott szekvencialis
szeletelésnek, a kozépponti numerikus integralast és 7 = At 1épéskozoket valasztva.

6.5. Lokalis egydimenziés sémak

Tekintsiik a haromdimenziés hGvezetesi egyvenletet. Ekkor a Yanenko-moédszer
a kovetekezd alakot oOlti:
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n+1 n ,n+1 o n+1
Y1 Y — At Yo  — U — A g0 tL
——— = azly; —— T yylYsy

T T

yn+1 _ ynJrl

3 2 n+1 +1 _ . n+l

- Azzyg ) yn - y3 )
-
ahol n = 0,1..., y° = wo. Ebben a sémaban A,,, Ay, és A, az egydimenzios

Laplace-operator szokasos diszkretizaciojat jeloli. Ez a modszer megfelel a szekven-
cialis szeletelésnek, implicit Euler-médszerrel és 7 = At megvalasztassal.

7. Osszefoglalas

A dolgozatban bevezettiik az operatorszeletés fogalmat és definidltuk a leg-
gyakrabban alkalmazott moédszereket. Elemeztiik a kiilobozd tipusi szeleteléseket,
mint id6beli diszkretizacios eljarasokat, kitérve azok pontossagara a lokalis szelete-
lési hiba értelmében. Megnéztiik, hogy az egyes szeletelt problémékra alkalmazott
numerikus eljarasok hogyan hatnak ki a teljes diszkretiziciora.

A dolgozat terjedelmi okokbol nem tér ki a modszer hatékonysaganak, illetve
a szamitogépes realizélasanak kérdésére. Itt csak utalunk a légszennyezsdési fel-
adatra vonatkozo [3], [6] és [11] dolgozatokra.
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OPERATOR SPLITTINGS AND THEIR ANALYSIS

IsTvAN FARAGO

Operator splitting is a widely used and successfully applied process, by which a problem

of complicated structure can be substituted with a sequence of simpler problems. In this study
we present the most important operator splitting methods and touch upon the issues of their
computer realisation. We study the numerical behaviour of the procedure and the methods
obtained when the split sub-problems are solved numerically. Finally, we set up connections
between these combined methods and several other ones known from the literature.
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