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EGY KIS KLASSZIKUS DIFFERENCIALGEOMETRIA,
A GAUSS-BONNET-TETEL BIZONYITASA

SZEMLELETES BIZONYITAST ADUNK A FELULETELMELET FONTOS TETELERE

[FARKAS MIKLOSY

1. Bevezetés

1956 nyardn a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat kollokviumot tartott
Balatonvilagoson. Ezen adtam el akkor taldlt 4j bizonyitasomat a Gauss—Bonnet-
tételre. Sokaig nem publikaltam, majd harom éves nigériai vendégtanarsagom ide-
jén kérésre lekdzoltem a Nigerian Journal of Science-ben [1]. A folyéirat ma mér
nem nagyon érhets el, de gy gondolom, hogy kar lenne a bizonyitast veszni hagyni,
annyira szépek és szemléletesek a benne felhasznalt klasszikus feliiletelméleti eszko-
z0k. Az a gyanum, hogy a modern differencidlgeometria mai kivalé miivelsi korében
ezek egy része talan feledésbe is meriilt.

A tobb mint 150 éves Gauss—Bonnet-tétel (Bonnet, 1848) a feliiletdarab teljes
gorbiilete és a feliiletdarabot hatarolé feliileti gorbe geodetikus gérbiilete kozott
allapit meg Osszefiiggést. Altalanos érvényt tétel, amely n-dimeziés Riemann-tér
feliileteire is kimondhatd, mi azonban itt az egyszerii, szemléletes esetre korlato-
z6dunk, feliiletre a haromdimenzios euklideszi térben. A tételnek szamos egyszeri
kovetkezménye és specidlis esete van a sik- és a szférikus geometriaban.

Ismertnek tételezziik fel egy korszerti Differencidlgeometria kurzus anyagat,
de a kovetkezd pontban ismertetjiik azokat a sziikséges fogalmakat és tételeket,
amelyek feltehetSleg mar kiestek a mai kurrikulumokbél. A 3. pontban mondjuk
ki a tételt és végezziik el a bizonyitast.

2. El6zmények

Elsszor is a Levi-Civita-féle pirhuzamos eltolds fogalmara és tulajdonsagaira
lesz sziikségiink (lasd pl. [2,3]). A fogalmat a 20. szazad elején vezette be
Tullio Levi-Civita azzal a céllal, hogy analizist mivelhessiink feliileti vektorme-
z6kon. Nyilvanvald ugyanis, hogy ha egy feliileti vektort a bedgyazé euklideszi tér-
ben, a kozdnséges értelemben parhuzamosan eltolunk a gérbiilt feliilet egy masik
pontjéba, az ott mar altaldban nem lesz feliileti vektor.
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Legyen F' egyszert, sima feliiletdarab, g sima feliileti gérbe, P és @) e gorbe két
pontja és v feliileti vektor a P pontban. Tekintsiik a felliletnek a g gérbe pontjai-
hoz tartozé érintésikjait. E siksereg burkolofeliilete sikba fejthetd vonalfeliilet [4].
Fejtsiik ezt a vonalfeliiletet sikba, a P-nek megfelel§ pontbeli v sikvektort toljuk el
parhuzamosan a sik Q-nak megfels pontjaba, majd ,fejtsiik vissza” a burkoléfeliile-
tet a g gérbére. Ily modon a @ pontban kapunk egy feliileti vektort. Azt mondjuk,
hogy ez a vektor a P ponbeli v vektorbdél a g gorbe mentén tortént Levi-Civita-féle
parhuzamos eltolassal keletkezett.

Az el6bbi geometriai konstrukciéval ekvivalens a kovetkezd meghatérozés.
Legyen D C R? egyszeresen Osszefiiggd, korlatos, mérhets siktartomany,
r: D — R? diffeomorfizmus (C? osztalybeli), amely D-t az F feliiletbe képezi
le: (ut,u?) € D — r (u',u?) € F C R3, legyen tovabba m(u',u?) a feliilet egység
normélvektora és g : (u'(t),u%(t)) sima feliileti gorbe, ¢ € [a, b].

2.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy a ¢ gdrbe pontjaiban értelmezett v(u'(t),
u?(t)) feliileti vektormezé a g gérbe mentén Levi-Civita-féle értelemben pdrhuzamos,
ha kielégiti a kovetkezS egyenletrendszert:

d
mxd—izo, mv = 0, (1)

ahol az els6 egyenletben vektorialis, a méasodikban skalar szorzat szerepel.

(1) els6 egyenlete azt fejezi ki, hogy ha a vektor a gorbe mentén Levi-Civita-
értelemben parhuzamos, akkor két ,kozeli” (,szomszédos”) pontbeli értékének kiilonb-
sége els6 rendben merdleges a feliilet érintésikjara, differencidlja parhuzamos a
feliileti normaélissal. A mésodik egyenlet biztositja, hogy a vektormezs értéke min-
den pontban feliileti vektor. Ha az (u'(a),u?(a)) pontban megadjuk a vy feliileti
vektort, akkor, amint ez kénnyen belathato, az (1) rendszer egyértelmtien megha-
tarozza azt a v(t) feliileti vektormez6t, amely kielégiti a v(a) = vy kezdeti feltételt.
Azt mondjuk ekkor, hogy v(t) a vg vektorbol a g gorbe mentén térténd Levi-Civita
értelemben vett pdrhuzamos eltoldssal keletkezett.

Konnyen belathato, hogy a Levi-Civita paArhuzamos eltolas rendelkezik a kovet-
kez6 tulajdonsagokkal. Két ugyanazon gérbe mentén eltolt feliileti vektor skalaris
szorzata dllandé. Ebbdl kovetkezik, hogy parhuzamosan eltolt feliileti vektor hossza
allando, tovabba két ugyanazon gorbe mentén parhuzamosan eltolt feliileti vektor
altal bezart szog is allandé. Ha az (u'(a),u?(a)) pontbeli vy vektort egy mdsik
gbrbe mentén toljuk el parhuzamosan az (u!(b),u?(b)) pontba, akkor altalaban
més vektort kapunk: a parhuzamos eltolds fiigg az attol. Méasképpen kifejezve
ugyanezt, ha a ¢ gorbe zart, vagyis (u'(a),u?(a)) =(u'(b),u?(b)) és a vy vek-
tort parhuzamosan ,korbetoljuk” a gérbe mentén, rendszerint nem kapjuk vissza a
kiindulasi pontban az eredeti vektort. Azokat a feliileteket, amelyeken a parhuza-
mos eltolas fliggetlen az uttol, abszolit pdrhuzamossdggal rendelkezd felileteknek
nevezziik. Egy feliilet akkor és csak akkor rendelkezik abszolit parhuzamossiggal,
ha Gauss-féle szorzatgorbiilete zérus.
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Legyen most a feliileti gorbe ivhossz paraméterezéssel adott: r(s), ahol s az
ivhossz (valamely pontjabol mérve). Jeldljik x(s)-sel a gorbe gorbiiletét és n(s)-
sel f6normaélis egységvektorat. Az elsé Frenet-formula szerint % = kn. Az utébbi
vektort bontsuk fel egy érint§ sikbeli és egy feliileti normaélis irdnyd komponensre:

= X dr + (2)
KN = ym 75 nm,

ahol vektorialis szorzat all. Az ily modon definialt v(s) mennyiséget a gorbe geo-
detikus gorbiletének nevezziik. A geodetikus gorbiilet azt adja meg, ,mennyire
gbrbiil a gorbe az érintGsikban”. Azokat a feliileti gorbéket, amelyeknek geodetikus
goérbiilete azonosan zérus, geodetikus vonalaknak nevezzik. Ezek egyben a két felii-
leti pontot 6sszekotd gdrbék koziil az ivhosszra nézve a stacionariusak: elegendGen
r6évid szakaszaik a két végpontjukat 6sszekots feliileti gorbék koziil a legrévidebbek.

2.1. TETEL. Legyen a v(s) feliileti vektor parhuzamosan eltolt az ivhossz para-
méterezésben adottr(s) egyenletd feliileti gorbe mentén, jeléljiik v(s)-sel a gorbe
geodetikus gorbiiletét és 0(s)-sel a v(s) és a gorbe dfi—(:') egység érintévektora kozotti

irdnyitott szoget, ekkor érvényes a kévetkezs:

de
= . 3
= () (3)
Bizonyitds. Az altalanossag megszoritasa nélkiil tegyiik fel, hogy |v(s)| = 1.
Differencidljuk a v% = cos 0 egyenletet:
dv dr n d*r . 0d9
— — 4+ v—— = —sinf—.
ds ds ds? ds
Az els6 tag a bal oldalon zérus, mivel Z—Z (1) szerint parhuzamos a feliilet
normalvektoraval. Frenet els6¢ formuléja szerint v - kn = — sin@%. Behelyettesitve
(2)-bsl
dr . do
Yv-mXxX —+nv-m=—sinf—.
ds ds

(1) szerint a mésodik tag a bal oldalon zérus, vagyis

do
L\‘ 2 - 9 - — 5 07
~ cos(m/ ) sind—,

tehat &0

vsinf = —sinf—.

ds
Innen az allitas kovetkezik. (Ha diszkrét pontokban sin6 zérus, akkor a folyto-
nossagbol, ha egy egész szakaszon zérus, akkor ez a szakasz geodetikus és a szog
derivéltja is zérus). O

A (3) formula mutatja, hogy a geodetikus gorbiilet a gbrbe érintévektora ira-
nya megvaltozasdnak sebessége az ivhosszra vonatkoztatva egy parhuzamosan eltolt
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vektor irdnyahoz (vagyis az ,allandénak tekinthetd” iranyhoz) képest. Ebbdl az is
kovetkezik, hogy geodetikus vonal érintGvektora a geodetikus vonal mentén parhu-
zamosan eltolt vektor. (Megjegyezziik, hogy Euklidesz még . definidlta” az egyenest,
mint olyan gérbét, mely ,mindeniitt ugyanabba az iranyba” halad. A geodetikus
vonal ebben az értelemben is az egyenesnek felel meg gorbiilt feliileten).

Legyen most ¢ szakaszonként sima, egyszerd, zart gorbe véges sok toréspont-
tal: (u'(a),u?(a)) = (u'(b),u®(b)). A toréspontokban az érintévektor torésszogét
jeloljik «; -vel, (i = 1,2,...,n). Osszuk fel a gorbét kis részekre gy, hogy a
toréspontok is osztépontok legyenek, és kossiik Gssze az osztépontokat geodetikus
ivekkel. Ily modon egy a g gorbébe irt zart g, ,,geodetikus poligont” kapunk. Je-
16ljiik g, toréspontjaiban érintGvektoranak torésszogeit Yp—val, (k =1,2,...,N).
Legyen P a g gorbe egy toréspontja és vy egy feliileti vektor P-ben. Toljuk el vp-at
parhuzamosan g, ill. g, mentén korbe, mig visszajutunk P-be. Az ilyen médon
P-ben kapott vektorokat jeloljiik vy-vel, ill. vy -vel. Legyen v, és vo, illetve vy, és
v szoge Ay, ill. Ay . A (3) formulaboél azonnal kovetkezik, hogy

Atpg = /’Y(S)ds + Zai7 (4)

gN
Aipg, = b, (5)
k=1

mivel g, geodetikus gorbiilete zérus. Finomitsuk a g gbrbe felosztésat minden

hataron tal. Ekkor g, — g, vy, — vy, Aty — At)y, ahonnan

N n
limz Y = /fy(s)ds + Z o (6)
k=1 i=1

g

kovetkezik.

Azok szdmara, akik differencidlgeometria Ricci-kalkuluson alapul6 targyalé-
sdhoz szoktak, megjegyezzilk, hogy a péarhuzamos eltolasra adott definicionkbol
levezethets az (ul(t),u?(t)) gdrbe mentén pArhuzamosan eltolt v(t) vektor diffe-
rencidlegyenlete: 4 4

dv* ; du’ (t) 4
v + F}k(ul(t),uQ(t)) dt( )vk =0,
ahol T' a Christoffel-szimbélum, v* a v vektor kontravaridns koordinétaja, és az
Einstein-konvenciot hasznéltuk (vagyis Osszegzés fent és lent 1év6 egyforma index-
ekre 1-t6l 2-ig).

Attériink a feliilet gdémbi leképezésének néhany tulajdonsagara. Az F feliiletet
parhuzamos normalisok moddszerével leképezziik az S egységgomb feliiletre. Ezen
azt értjiik, hogy a P € F pontnak, amelyben a feliileti egység norméalvektor m,
megfeleltetjiik a gombfeliilet m helyvektorua P pontjat. A leképezésnél, nyilvan,
egymésnak megfelel§ pontokban a feliilet, illetve a gdmb érintésikja parhuzamos.
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Az r(ul(t),u?(t)) egyenletii g feliileti gérbe képe a gombfeliileten a m(ul(t), u?(t))
egyenletti g gdmbfeliileti gorbe. Toljuk el az (u!(a),u?(a)) pontbeli vy feliileti
vektort Levi-Civita értelemben parhuzamosan a g gérbe mentén. Az érintésikok
parhuzamossaga miatt az igy kapott v(t) vektormezs megegyezik a vy vektornak a
g gombfeliileti gorbe mentén tortént parhuzamos eltolasa atjan nyert v(t) vektor-
mezével: v(t) =0(t), t € [a,b].

Jeloljiik  gig-val az F  felillet metrikus tenzordnak koordinétéit
(i=1,2, k=1,2), és legyen g = (g11g22 — gi5)"/?. Ekkor F felszine:

mesF = jjg(ul,UQ)dulduz.
D

Jelsljiik F' Gauss-féle szorzatgorbiiletét K (u', u?)-vel és F gémbi képének felszinét
Y-val. Ismeretes, hogy ha F' a gombfeliiletbe egy-egyértelmien képzédik le és K
elGjele allando, akkor K felszin szerinti integrélja egyenldé a goémbi kép elGjeles
felszinével:

fIK(ul,UQ)g(ul,UQ)duldUQ =43, (7)
D

ahol a jobb oldalon a pozitiv, ill. a negativ elGjelet kell figyelembe venni aszerint,
amint K >, ill. < 0. A formula az altaldnos esetben is érvényes, ha F-et felbontjuk
olyan részekre, amelyek egy-egyértelmtien képz&dnek le, illetve amelyeken a szor-
zatgbrbiilet elGjele allandd. A formula szemléletes jelentése az, hogy minél nagyobb
a feliilet gorbiilete, anndl kisebb a felszine a gémbi kép felszinéhez viszonyitva.

3. A Gauss—Bonnet-tétel

3.1. TETEL. Legyen D € R? egyszeresen Gsszefiiggs, mérhetd, korlatos sik-
tartoméany, r : D — R3 haromszor folytonosan differencialhaté diffeomorfizmus,
F = {r(u',u?) € R : (u',u?) € D} egyszeresen Osszefiiggs, sima feliiletdarab,
amelyet az egyszerii, szakaszonként sima, zart g gorbe hatérol, és hasznaljuk az
el6z6 pontban bevezetett jeloléseket, ekkor érvényes a kovetkezo:

ij(u17u2)g(u1,u2)du1du2 =27 — /W(S)ds - iai, (8)
D i=1

g

ahol a; (i =1,2,...,n)az érint6vektor (elGjeles) térésszdgei a gorbe toréspontja-
iban.

Ez a tétel tehat azt mondja ki, hogy a feliiletdarabot hatarol6 zart gérbe geo-
detikus gorbiilete meghatarozza a feliiletdarab teljes gorbiiletét (a Gauss-féle szor-
zatgorbiilet felszin szerinti integraljat).

Alkalmazzuk a tételt az R sugard gomb egy geodetikus (f6korivek altal hata-
rolt) H haromszdgére. Ekkor K(u',u?) = 1/R? v = 0 és ha a gdmbi haromszog
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bels szogeit A, p, v-vel jeloljiik,

%meSHZQ’N*(7‘(7)\)7(7(‘7#)7(7‘(71/),
vagyis mesH = (A + pu + v) — 7)) R?. Visszakaptuk a gémbharomszogtan ismert
formuldjat gémbi haromszog felszinére.

Préobaljuk meg alkalmazni a tételt az euklideszi sik haromszdgére, bar, mint
latni fogjuk, a bizonyitis az euklideszi sikra nem miikédik. Ekkor K =0, v = 0, és
ha a haromszdg szogeit A, p, v-vel jeldljiik, 0 = 2r— (71— ) — (m—pu) — (7 —v), vagyis
A+ p+ v = 7. Nem kaptuk meg a teriiletet, de visszakaptuk, hogy a haromszog
szOgeinek Osszege .

Bizonyitds. Az F feliiletet leképezziik a paArhuzamos normalisok modszerével az
S egységgomb feliiletre. A g gbrbe gémbi képét jeldljiik g-mal. A g gorbe ugyancsak
szakaszonként sima, jeloljiik toréspontjaiban érintévektoranak torésszogeit [3;—vel
(i =1,2,...,n). Irjunk be g-be egy zart, szférikus poligont és jeldljiik e poligon
felszinét mesP-mal. Az ismert szférikus geometriai formula szerint

mesP = Zwk — (r—2)m,
k=1

ahol wy a poligon k-adik szoge. Bevezetve e poligon érintévektordnak ¢y t6résszo-
geit
mesP = 2 — Z V. 9)
k=1

Ha az osztopontok szamét g-on minden hataron tual noveljiik, a szférikus poli-
gon g-hoz tart és mesP az F feliilet gombi képének X felszinéhez. Alkalmazzuk
most (6)-ot a gdmbi képre:

k=1 g =1

ahol 7 és s a g gorbe geodetikus gorbiilete, ill. ivhossza. Egyenlévé téve (9) két
oldalanak hatarértékét

= o - /a(g)dﬂ S 6. (10)
5 i=1
Vegyiink most egy vo feliileti vektort g egy @ pontjaban és jeldljiik v -mal
a vo-lal egyenls gombfeliileti vektort a gobmb @Q-nak megfelels @ € g pontjaban.

Toljuk el g -n korbe Levi-Civita értelemben parhuzamosan vo-at és g-on kdrbe vo-
at. Jeloljik az ily médon @-ban, ill. )-ban nyert vektorokat vq-gyel, ill v —mal. A
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2. pontban mondoAtEakb()l azonban kovetkezik, hogy v1 = v1. Ezek szerint v, és vg
szoge megegyezik vl és Uy szogével. A (4) formulat és annak g-ra felirt analogonjat

egyenlévé téve
/7(3%@-&- Zﬁi = /’y(s)ds + Zai.
e i=1 i=1
g 9
Az utobbi egyenletbdl (10)-be helyettesitve és (7)-et figyelembe véve kapjuk a
(8) formulat. O
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A simple proof is given to this classical theorem The proof is based on properties of parallel
displacement in the sense of Levi Civita.
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