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A MASODRENDU DIFFERENCIALEGYENLETTEL MODELLEZETT
OPTIMALIZALOK MEGENGEDETT PARAMETEREINEK ELEMZESE!

HAJBA TAMAS

A [6] dolgozatban vizsgaltuk néhany masodrendd differencidlegyenlettel model-
lezett optimalizald eljaras konvergencidjat. Ebben a dolgozatban azt vizsgaljuk,
hogy a konvergencia elégséges feltételeként a paraméterfiiggvényekre adott korlatok
milyen fliggvényekkel teljesithet6k. Erre vonatkozbéan elemziink néhany paraméter-
osztalyt. A kiilénb6z6 megengedett paraméterfliggvényekkel néhany tesztfeladaton
Osszehasonlito vizsgilatokat végziink.

1. Bevezetés

Tekinsiik az
min f(z)
optimalizélési feladatot, ahol f : R™ — R folytonosan differencialhaté fiiggvény. Az
ilyen feladatok minimumpontjanak meghatirozasira tobbféle numerikus modszer
ismert.

Az iterativ numerikus modszerek egy jelentGs része a kovetkezs eljarason ala-
pul: egy adott x1 € R™ kezd pontbdl kiindulva egy minimalizal6 sorozatot allitunk
el6 a kovetkezSképpen: minden lépésben valasztunk egy keresési irdnyt, és ennek
mentén lépiink mindaddig, amig cstkken a fliggvény. A minimalizilé sorozatot
tehat az

Tpy1 =Tk +oxpr, k=1,2,... (L.1)

iteracios sorozat allitja eld, ahol pi-k a keresési iranyok, az o paramétereket pedig
ugy valasztjuk meg, hogy

oy € argmin (z + apy)
a>0

teljesiiljon. Altalanos esetben pj fiigg egy, esetleg tobb megeléz6 ponttol, illetve
fligghet egy vagy tobb megel6z6 keresési iranytol.

IElhangzott a XXVII. Magyar Operaciokutatéasi Konferencian, Balatondszodén (2007. junius
7-9.).
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Az egyes modszerek a keresési iranyok megvélasztasdban térnek el. Példaul a
gradiens modszernél
pr=—f"(x),
a Newton moédszernél pedig

pr = —Lf"(xi)] " (z),

ahol tehat ezeket az irdnyvalasztasokat nem befolyasoljak kozvetlenill a meg-
el6z6 keresési iranyok, a konjugélt gradiens tipusu eljarasokndl az irdanyvalasztas
prt+1 = g(f'(zx), f'(xr+1), pk) alakid, ahol g egy vektorfiiggvény.

Ha p;, elgallitasa, mint a gradiens- és a Newton-moddszer esetében, kizardlag az
xy, iteracios ponttol fiigg, azaz pr, = p(xy), és eltekintiink attol, hogy a keresési irany
mentén megtalaljuk a minimumot, hanem csak kis 1épésekkel megyiink tovabb,
akkor az (1.1) tipust modszereket tekinthetjiik tigy is, mintha a

z = a(t)p(x), =x(0)=xg (1.2)

differencidlegyenletet oldandnk meg 1 1épéshosszu Fuler-mddszer segitségével. Az
elsérendi (1.2) differencidlegyenletet az adott modszer elsdrendd folytonos mo-
delljének nevezziik.

Ha pyy1 elGallitasa az aktuédlis z; ponttol és a megelézs py keresési iranytol is
fiigg, és ez utobbitol linedrisan, akkor az iterativ eljaras (1.1) lépése kiegésziil a

Pr+1 = 9(Tx) + Brpr (1.3)
lépéssel. (1.1)-(1.3) is tekinthets egy

& =a(t)p k=1,2,... (1.4)
p= g(la b, t)
elsérendi kezdetiérték feladat, vagy a vele ekvivalens x-ben masodrendid kezdeti-
értek feladat numerikus integraltjanak, ahol g egy vektorfiiggvény. Az (1.4) diffe-
rencidlegyenletet az (1.1)-(1.3) iteracios lépésekkel meghatarozott modszer mdsod-
rendd folytonos modelljének nevezziik.

A folytonos modellekkel tobb cikk is foglalkozik, (pl. [1, 3, 4, 7, 9, 11] stb.),
de ezen cikkek szinte kizardlag a gradiens, illetve a Newton-moédszert vizsgaltak.
[2] ugyan targyalja egy specialis konstans paraméteri masodrendd differencial-
egyenlet trajektoridinak egy fliggvény minimumhelyéhez valé konvergaldsat, de a
diffegyenletet nem egy diszkrét modszerbdl, hanem fizikai megfontolasokbol szér-
maztatja.

2. A vizsgalt folytonos modellek

Ebben a fejezetben megadjuk azokat a mésodrendd folytonos modelleket, ame-
lyeket a késébbiekben vizsgalunk. Ezeket a Fletcher-Reeves féle konjugalt gradiens
modszer motivalta.
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A Fletcher és Reeves-féle konjugalt gradiens médszer [5], mely egy tetszGleges
2o pontbol és pg = —f'(xp) irannyal indulva elgéllitja az

Tp4+1 = Tk + QrDk

, k=1,2,...
Prt1 = —f'(@r41) + Brpr

pontparokat, ahol ag-t Ggy valasztjuk meg, hogy optimalis megoldasa legyen a
miﬁ( f(zr + apy) feladatnak; mig a §; paraméterre tobb valasztési lehetGség van,
aec

példaul
5 2 L @I
I1f ()l
Lathato, hogy ennél a modszernél az 1j keresési irany az adott pontbeli negativ
gradiens és a régi keresési irany kombinaciéja.

2.1. Altalanos modell

A Fletcher és Reeves-féle konjugalt gradiens modszer folytonos modellje

& =a(t)p
p=—f'(z+alt)p) + B(t)p (2.1)
x(to) = wo;  p(to) = po

alakban irhat6. Ezt a késébbiekben dltaldnos modellnek fogjuk nevezni.
Ebben a dolgozatban az altalanos modellt kizarolag az

f(@) = 50 Qe) + (e,2) (22)

kvadratikus célfiiggvények esetén vizsgaljuk, ahol az n x n-es @) métrix pozitiv
definit. (Itt és a késGbbiekben (-, ) két vektor skalarszorzatat jeloli.) Az itt vizs-
galandé modell tehat

= a(t)p
p=-Qr+ (B(t) —a(t)Q)p—c (2.3)
x(to) = xo;  p(to) = po,

ahol I az n X n-es egységmatrix.
2.2. Egyszeriisitett modell

Minthogy a folytonos modelleknél gyakorlatilag csak kis elmozdulasokat vég-
zink, a célfiiggvény folytonosan differencidlhatosagat feltételezve a modell egysze-
riisithetd azzal, hogy a gradienst az x + «(t)p pont helyett az « pontban szamitjuk,
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igy az egyszerisitett modell a kovetkezs alakot oOlti:

& =at)p
p=—f"(z)+B(t)p (2.4)
x(to) = wo;  p(to) = po.

3. Korabbi eredmények

A [6] dolgozatban mind az egyszertsitett, mind az altaldnos modell esetén elég-
séges feltételeket adtunk az «a(t) és B(t) paraméterfiiggvények kozotti kapcesolatra,
melyek teljesiilése esetén minden trajektoria az f fliggvény minimumpontjahoz tart.
Mivel ezekre az eredményekre a késSbbiekben sziikségiink lesz, ebben a fejezetben
ismertetjiik Gket.

A (2.4) és (2.1) differencidlegyenletek trajektoridinak minimumhelyhez konver-
galasat az erdsen konvex fiigguények osztalyara korlatoztuk.

3.1. Definicio. Egy f : R® — R fiiggvényt erdsen konvemnek neveziink x > 0
konvexitdst modulussal, ha

flaz + (1 - a)y) < af(z) + (1 - a)f(y) — ka(l - a)llz —yl>
Vz,y € R" és Va € [0,1].
Az erGsen konvex fliggvény egyik fontos tulajdonsiga, hogy pontosan egy mi-
nimumpontja van. Belathato, hogy f pontosan akkor erésen konvex a k > 0
konvexitasi modulussal, ha a g(z) = f(z) — x||z||? fiiggvény konvex. Tovabba

az egyszer, ill. kétszer folytonosan differencidlhaté fliggvények osztélyan az erds
konvexitas karakterizdlhat6 a

(f(@)=fy),z—y) =26 ||z—y|? Vu,v € R"
és
(f"(@)6,&) >2k || €]> VYo eR™ & R

egyenlGtlenségekkel. Az utobbi egyenlGtlenségbdl kovetkezik, hogy minden pozitiv
definit ) métrixszal definialt fliggvény erdsen konvex, és a konvexitasi modulusa
k= A/2, ahol A a @ matrix legkisebb sajatértéke. Részletesebb ismereteket talal-
hatunk az erésen konvex fiiggvényekrél példaul [8]-ban.

3.1. Az egyszeriisitett modell trajektoriadinak konvergenciaja

3.1. TETEL. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a kévetkezd feltételek:

1. az f:R"™ — R folytonosan differenciilhaté erdsen konvex fiiggvény k > 0
konvexitasi modulussal;
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a(t) pozitiv, folytonosan differencidlhaté fiiggvény;

B(t) nempozitiv, folytonos fiiggvény;

4 a) _aoég) — a(t) < 2a(t) + B(t) < 0 minden ty < t-re;

b)—k < 2a(t) + (t) minden ty < t-re;

c)tT(Zoz(t) + B(t))dt = —o0.

Ekkor létezik pontosan egy x, € R™, melyre
inf f(x) = f(z.)

reR™

és a (2.4) egyszertisitett modell minden trajektoridjara

Jim f(e(t) = f(e.),  Jim [le(t) ~@)| =0, lim [p(t)]| = 0.

3.2. Az altalanos modell trajektoriainak konvergenciaja kvadratikus
célfiiggvény esetén

3.2. TETEL. Legyen a (2.2) kvadratikus fiiggvényt definidl6 () matrix pozitiv
definit 2k legkisebb sajatértékkel. Legyen z* € R™ a (2.2) kvadratikus fiiggvény
minimumpontja. Tegyiik fel tovabba, hogy teljesiilnek a kévetkezd feltételek:

1. «(t) pozitiv és folytonosan differencialhaté fiiggvény;
2. B(t) nempozitiv és folytonos fiiggvény;

3. aza(t) és B(t) paraméterek kizott a kivetkezd dsszefiiggések allnak fenn:

Q-

t 20u(t . .
% T~ a )(_’_)1 a(t) + B(t) < 0 minden ty < t esetén;

i
)= 2ol

t
b)—k < a(t) + B(t) minden to < t esetén;
)] (a(t) + A(B)dt = —oc;

Ekkor (2.3) minden trajektéridjira

75lim [lz(t) —z*|| = 0.

4. A paraméterfiiggvények valasztasa

A 3.1. és 3.2. tételek elégseges feltételeket adnak az «(t) és [(t) paraméterek
kozti kapcsolatra, melyek teljesiilése esetén a (2.4), ill. a (2.3) diffegyenlet minden
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trajektoridja az f fiiggvény minimum pontjahoz tart. A paraméterek megvalaszta-

sdban azonban nagy szabadsagunk van. A kovetkezdkben azt vizsgaljuk, hogy ha

az «(t) paraméterfiiggvényt egy adott fliggvényosztalybol valasztjuk, akkor a 5(t)

milyen valasztasa garantalja a 3.1. és 3.2. tételek feltételeinek kielégithet&ségét.
Vezessiik be a kovetkez§ fliggvényosztélyokat:

K=1{g:R—R":g(t) = konstans};
g'(t)

Hs={g:R—->R":
o 900

+g(t)=q V¥t >0,

9(0) = go >0, ¢ > 0};

. @) 29(t)  _

Hy=to:R=R0 o) T e+ D) -
vt >0, g(0) =go >0, ¢>0};

c
ma b#0, ¢>0};

L(A)={g:R—R":g(t) = Ar(t) + B,
re A AeR, BeR};
LAR(T) ={g:R—R":g(t) = Ar(t) + Bs(t),
reA, se R(t), AeR, BeR};

R(T)={9:R—R":g(t) =

ahol R a pozitiv szamok halmazat, A pedig a K, R(7), Hs, H, fliggvényosztalyok
valamelyikét jeloli.
Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk, milyen feltételek mellett lehet

(a,8) e Ax L(A) vagy (a,08)€ AxL(AR(T)).

Latni fogjuk ugyanis, hogy ha az (a(t), 8(t)) figgvénypart ezekbdl az osztélyokbol
vélasztjuk, akkor a 3.1. tétel 4c feltétele nyilvanvaléan teljesithetd.

4.1. Az egyszeriisitett modell paramétereinek valasztisa

4.1.1. oft) ek

Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény ~ er6s konvexitasi modulusat ismerjiik. Va-
lasszuk a (2.4) modell a(t) paraméterfiggvényét K-belinek, azaz legyen

a(t) = ay, ag > 0.
Ekkor a 3.1. tétel 4a-4b feltételei a
max(—k, —ag) < 2a9 + B(t) <0
alakra egyszertisodnek. Vagyis minden ¢ > O-ra

—20p — min(k, ag) < B(t) < —2ap.
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1. eset:
Legyen 8 € L(K), azaz

—(200 + K)A — 2a0(1 — A) = —2ap — kKA, ha k < g
—3apA — 2a9(1 — A) = —(A + 2)ao, ha k > ay,

pt) = (4.1)

ahol A € (0,1].
A (4.1) formulabol kovetkezik, hogy 5(t) < 0. Masrészt

20(t) + B(t) = —Ar, har <aqg

—Aap, ha k> ag,

igy a 3.1. tétel 4a feltételének jobboldali egyenlGtlensége és 4c feltétele is teljesiil.
Ha az A paraméter befutja a teljes (0, 1] intervallumot, akkor a (4.1) fliggvények

megadjak az Osszes lehetséges L(K)-beli megengedett 5(t) fuggveényt.

2. eset:

Legyen 3 € L(K,R(0)), azaz

A(—20p — k) + B—20 - ha k < ag
Bt = e

—3a0A+Bﬁ, ha k¥ > «p.

B(t) a B elgjelétsl fliggben monoton csékkend vagy novekve.
Az A és B paraméterek értéke a §(0)-ra és a tlim B(t)-re adhat6 értékekbsl
hatarozhaté meg.

e Ha (3(t) monoton névekvs és k < ag, akkor legyen

B(0) = —(2a9 + K)A+ Bag = =209 — K

és
tlim B(t) = —(2ap + k) A = —20.
. 2 . P
Innét A = 2a00¢_?_ - s B = _aioa igy
K
t — — —
B10) = =200~
B(t) < 0, és mivel 2a(t) + B(t) = —ﬁ, igy a 3.1. tétel 4a feltétele-

nek jobboldali egyenl6tlensége teljesiil. A 4c feltétel pedig pontosan akkor
teljesiil, ha 0 < b < 1.
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e Ha (3(t) monoton névekvs és k > ag, akkor legyen

ﬁ(O) = —3apA + Bag = —3ag

és
lim B(t) = —3agA = —2ay.

t—o0o

Innét A = % és B=—1, igy

&%)
1) = 200 — —20

nek jobboldali egyenlétlensége teljesiil. A 4c feltétel pedig pontosan akkor
teljesiil, ha 0 < b < 1.

Ha (3(t) monoton csokkend és k < g, akkor legyen
B(0) = = (2a9 + k)A 4+ Bay = —2ay

és
lim 3(t) = —(2a0 + k) A = — (200 + k).

t—o0

Innét A=16és B= aiov igy

B(t) = —(2a0 + k) + g

B(t) <0, és mivel 2a(t) +5(t) = =k + ﬁ,
nek jobboldali egyenlétlensége teljesiil. A 4c feltétel pedig pontosan akkor
teljesiil, ha b > 0.

igy a 3.1. tétel 4a feltételé-

Ha B(t) monoton cs6kkend és k > g, akkor legyen
6(0) = *30[014 + BOéO = 720[0

és
lim ﬁ(t) = —304014 = —30&0.

t—oo

Innét A=1¢és B=1,igy

00
Bt) = -3 0+(t+1)b

B(t) < 0, és mivel 2a(t) + B(t) = —ap + 0401 5, igy a 3.1. tétel 4a

(t+1)
feltételének jobboldali egyenlétlensége teljesiil. A 4c feltétel pedig pontosan
akkor teljesiil, ha b > 0.
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4.1.2. aft) € R(0)

A 3.1. tételben szerepls 4b feltétel bizonyos ¢y > 0 mellett akkor is teljesithetd
minden t > tg, ha a x konvexitasi modulus nem ismert. Abban az esetben, ha a
2a(t) + B(t) fliggvény monoton névs, és

Jim 2a(t) + B(t) = 0, (4.2)

akkor 1étezik olyan tg > 0, hogy a 4b feltétel automatikusan teljesiil minden ¢tg > 0
esetén. Most ilyen «(t)-ra és [(t) fliggvényekre mutatunk példat.
Legyenek a(t) € R(0) és B(t) € L(R(0)), azaz

Qo
o(t) = ——
() (t+1)°
ahol ag > 0, b > 0, A > 0, B € R. Ekkor (4.2) miatt a 3.1. tétel 4b felté-
tele teljesiil. Ahhoz, hogy a 4c feltétel teljesiiljon, sziikséges, hogy 0 < b <1 és
20 — Aoy < 0 teljesiiljon. Masrészt, ugyancsak (4.2)-bol kovetkezik, hogy B = 0.
A 4a feltételének egyenlGtlenségeibsl
b3 e
P alt),
(2—A)a(t) <0.
Ezeknek az egyenlGtlenségeknek ¢ = 0-nal is fenn kell allniuk, igy, bevezetve az
Aag = Py egyiitthatot, kapjuk hogy a

B(t) = —Aa(t) + B,

fiiggvény a
20(0<ﬁ0§3()40—b

feltétel mellett lesz megengedett.
4.1.3. «ft) € Hs
A H; osztalyt meghatirozéd differencidlegyenlet parcidlis tortekre bontéssal
kiintegralhato, igy a Hs-beli a(t)-re
q

adodik. Konnyen lathato, hogy az igy kapott a(t) fliggvény mindig pozitiv; g < ¢
esetén monoton novekvs, ap > 0 esetén pedig monoton csokkend. (Az ag = ¢
esetén a(t) = ¢, konstans fiiggvénnyel egyenls, igy ez a mar targyalt a € K esetet
jelenti.)
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A 3.1. tétel 4a-4b feltételei most a
max(—q, —x) < 2a(t) + B(t) <0
alakra egyszertisddnek, vagyis teljesiilnie kell a
—k —2a(t) < B(t) < —2a(t), har <gq
—q —2a(t) < B(t) < —2a(t), har>gq

feltételek valamelyikének.

Az igy vélasztott megengedett («(t), 5(t)) paraméterpart hatdrparaméternek
nevezziik, mivel a 3.1. tétel 4a baloldali és a 4b egyenl&tlenségei koziil legalabb az
egyik egyenl&séggel teljesiil, s6t ¢ = x esetén mindkettd.

Legyen 3(t) € L(H,), azaz keressiik 5(t)-t

A(—k —2a(t)) + (1 — A)(—2a(t)) = —Ax — 2a(t), har <gq

B(t) =
A(—q—2a(t)) + (1 — A)(—2a(t)) = —Ag — 2a(t), hak >gq,

alakban, ahol A € (0,1].
B(t) < 0 minden ¢ > 0. Masrészt, mivel 2a(t)+/5(t) = konstans, igy a 3.1. tétel
minden feltétele teljesiil.

4.2, Az altalanos modell paramétereinek valasztasa kvadratikus
célfiiggvény esetén

4.21. at)ek
Valasszuk a (2.3) modell «(t) paraméterfiiggvényét K-belinek, azaz legyen
a(t) = ap, agp>0.

Ekkor a 3.2. tétel 3a-3b feltételei a

Qg
Oéo+1

max(—#, —2 )< ap+6(t) <0

alakra egyszertisédnek. Vagyis minden ¢ > O-ra teljesiilnie kell a kévetkezs egyen-
16tlenségeknek

. 2aq

—ag — , < B(t) < —ayp.
Qg mln(ﬁ a0+1) _ﬂ() e%y]

1. eset:

Legyen 8 € L(K) az also és fels6 korlatok konvex kombinacidja, azaz

200 .
B(t) = —ap — KA, | ha k < a%+ T (43)
_ _Aa &7}
a0(1+a0+1)’ hal{>0x0+1’

ahol A € (0,1].
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A (4.3) formulabdl kovetkezik, hogy 5(t) < 0. Masrészt
a(t) + B(t) = konstans

igy a 3.2. tétel 3a feltételének jobboldali egyenlGtlensége és 3c feltétele is teljesiil.
Ha az A paraméter befutja a teljes (0, 1] intervallumot, akkor a (4.3) fiiggvények

megadjak az Osszes lehetséges L(K)-beli megengedett 5(t) fuggveényt.

2. eset:

Legyen 8 € L(K,R(0)), azaz

2
ﬁ() A(*Q0*H)+B<tjj701>b, haﬂg Oéoofl
t =
1 [&%h) 2040
_0[0(1+W)A+Bm, ha:‘€> a0+1

B(t) a B el6jelétol fliggGen monoton csokkend vagy novekve.
Hasonléan, mint az egyszertsitett modell esetében, az A és B paraméterek
érteke a B(0)-ra és a tlim B(t)-re adhato értékekbsl hatarozhato meg. A részletes
—00

szamolasi metodus leirasat mellézve kapjuk [G(t) valasztéasara a kovetkezdSket:

e Ha 3(t) monoton novekvs és k < 200 akkor

ag + 17
K
t) = —opg — .
B(t) < 0, és mivel a(t) + B(t) = —ﬁ, igy a 3.2. tétel 3a feltételé-

nek jobboldali egyenl6tlensége teljesiil. A 3c feltétel pedig pontosan akkor
teljesiil, ha 0 < b < 1.

e Ha 3(t) monoton novekvs és k > aio_f 1, akkor

(7)) 1
o+ 1 (¢4 1)

B(t) = —ag —

B(t) < 0, és mivel a(t) + B(t) = _Oéoa-(l)- 1(t+711)b’ igy a 3.2. tétel 3a

feltételének jobboldali egyenlStlensége teljesiil. A 3c feltétel pedig pontosan
akkor teljesiil, ha 0 < b < 1.

e Ha f((t) monoton csokkend és x < 200, kkor

ag+ 17
t) = —(ap+k)+ .
B0 = ~(aa + )+
B(t) < 0, és mivel a(t)+5(t) = —ﬁ+(t+7”1)b, igy a 3.2. tétel 3a feltételének

jobboldali egyenlGtlensége teljesiil. A 3c feltétel teljesiil, ha b > 0.
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e Ha (3(t) monoton csokkend és k > ago—é&? 1, akkor

1 (7)) 1
)+ : 7
ap+1"  ag+1 (t+1)

Bt) = —ao(1+

B(t) < 0, és mivel a(t) + B(t) = _agaJOr 7(1— (t—f—ll)b)’ igy a 3.2. tétel
3a feltételének jobboldali egyenlGtlensége teljesiil. A 3c feltétel teljesiil, ha
b>0.

4.2.2. olt) €H,

A H, fliggvényosztalyt meghatérozo differencislegyenlet a z(t) = ﬁ helyet-
tesitéssel kiintegralhato, igy, ha «o(t) € Hs, akkor
q

a(t) =
2 g+ (L 4g—2)e
o

alakad.

Koénnyen lathat6, hogy az igy kapott «(t) akkor lesz pozitiv minden ¢ > 0
esetén, ha q < 2.

Az a(t) fiiggvény oy < ¢ esetén monoton névekvs, ag > 0 esetén pedig mono-
ton csokkend.

A 3.2. tétel 3a-3b feltételei most a

max(—q,—k) < at) + [(t) <0
alakra egyszertisddnek, vagyis teljesiilnie kell a
—k—a(t) <B(t) < —alt), har<gq
—q—at) <B(t) <-at), har>gq
feltételek valamelyikének.

Az igy vélasztott megengedett («(t),3(t)) paraméterpart itt is hatdrparamé-
ternek nevezziik, mivel a 3.2. tétel 3a baloldali és a 3b egyenl&tlenségei koziil leg-
alabb az egyik egyenlGséggel teljesiil. Itt azonban a mindkét egyenlétlenség egyidejd
egyenlségként valo teljesitése csak akkor lehetséges, ha ¢ =k < 2.

Legyen ((t) € L(Hg). Keressiik B(t)-t az alulrdl és feliilrdl korlatozo figgvé-
nyek konvex kombinaci6jaként

—Ax — a(t),
—Aq —2a(t), ha k> q,

ha k < g;

Bt) =

alakban, ahol A € (0,1].
B(t) > 0 minden ¢ > 0. Masrészt, mivel a(t) + 8(t) = konstans, igy a 3.2. tétel
minden feltétele teljesiil.
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4.2.3. a(t) € R(to)

Ha k-t nem ismerjiik/szamoltuk ki, de az «(t) és G(t) paramétereket tgy va-
lasztjuk, hogy
tlim at) + p(t) =0, (4.4)

legyen, akkor létezik olyan to > 0, hogy a 3.2. tétel 3b feltétele minden t > t( esetén
teljesiil.
Legyenek «(t) € R(0) és B(t) € L(R(0)), azaz
a0

at) = Cr1r és  B(t) = —Aa(t) + B,

ahol a9 > 0, b > 0, A >0, B € R. Ekkor (4.4) miatt a 3.1. tétel 3b feltétele
teljesiil, tovabba csak a B = 0 lehetséges. Ahhoz, hogy a 3c feltétel is teljesiiljon,
szitkséges, hogy 0 < b <1 és ag — Aag < 0 is teljesiiljon.

A By = Aqyg jelolést bevezetve a 3.1. tétel 3a feltétele

b < (30&0 — ﬁo)(l + t)l_b + 040(040 - ﬂo)(l + t)l_Qb

alakra egyszeriisodik. A % < b < 1 valasztas esetén a jobb oldal a 3ag — By > 0
feltétel esetén monoton névekvd; igy az egyenlGtlenség akkor teljesiil minden 0 < ¢
esetén, ha

(0)? 4+ 3ag — b

ﬂOST és  3ag—fBo = 0.
Vagyis azt kaptuk, hogy a
Bo
t)=——
Ao (t+ 1)
fliggvény a
2
3ag— b 1
ap < By < min M,Z&ao és —<b<1
1+ Qo 2

feltételek mellett lesz megengedett.

5. Numerikus tesztek

Ebben a fejezetben konkrét numerikus példakon hasonlitjuk 6ssze, hogy a kii-
16nb6z6 paraméterfiiggvények valasztasa hogyan befolyasolja a futasi eredményeket.
Az el6z6 fejezet tételeinek értelmében bizonyos feltételek teljesiilése esetén az
f figgveényhez tartozo egyszertsitett/altalanositott modell trajektoriai a fliggvény
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minimumpontjahoz tartanak. Ebben a fejezetben ezt felhasznalva a kovetkezs-
képpen probaljuk megkeresni egy fliggvény minimumpontjat: az f-hez tartozd
egyszertsitett /altalanositott modell differencidlegyenletét a harmadrendd Runge-
Kutta moédszerrel oldjuk meg addig, mig az aktualis pontban a gradiens normaja
0,01 alad nem csokken. Az igy kapott pont a minimumbhely egy kozelits értéke
lesz (természetesen minél kisebb értéket kovetelink meg a gradiens norméjara a
megallasi kritériumban, annal jobb kozelitést kapunk). A tablazatok harmadik
oszlopaban mindig a Runge-Kutta moédszer altal végzett lépésszamot, a negyedik
oszlopban pedig a kapott pontnak az optimumtol valo tévolsagat tiintettiik fel. A
sziikséges szamitasokat Matlabban irt program segitségével végeztiik el.

5.1. Példa. Legyen f(x,y) = 32° + xy + y* + 2z + 3y. Ez a fiiggvény erdsen

3—5

konvex a k = === konvexitasi modulussal, tovabba f a (-1,-1) pontban veszi fel
a minimumat.

Az egyszertisitett modellt az o = (—3,2) és pg = (—1,—4) kezdetiértékek-
kel hasznalva, a Runge-Kutta-moédszerben pedig a lépéshosszt 0, 1-nek valasztva a
kapott eredményeket az 1. tdblazat tartalmazza.

a(t) B(t) lépésszam | tévolsag
K —3k 279 0,0257
= - e | et -k | 278 0,0258
| —21 204 0,0255
o -3 264 0,0259
t2+ . - t5+ - 345 0, 0260

1. tdblazat.

A tablazatbol lathato, hogy a kiilonféleképpen megvalasztott paraméterekkel
nagyon hasonlé eredményeket kaptunk. Az elsé két sorban 1évé paraméterek ha-
tarparaméterek voltak, (azaz a 3.1. tétel 4a és 4b feltételei mindig egyenlséggel
teljesiilnek), és gyakorlatilag ugyanazt az eredményt produkaltak. A kovetkezs ha-
rom sorban lévé paraméterekre a 4b feltétel kezdetben nem teljesiil, csak minden
to <t esetén. Ez a top mindharom esetben kiszamolhato, és az a(t) = %H esetben
a legkisebb; az eredményekbdl leolvashatod, hogy e harom esetbdl pontosan ekkor
konvergalt a leggyorsabban a modszer. Altaldban is ez varhat6: ha a 4b feltétel
csak egy bizonyos idéponttél kezdve teljesiil, akkor a mddszer csak ettél az idGpont-
t6l kezdve konvergdal, vagyis minél kisebb ez a ty, annal gyorsabb az algoritmus.
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Ennek megfeleléen az varhatjuk, hogy az a(t) = ag(l + t)~° tipust valasztasok
annal gyorsabbak lesznek, minél nagyobb az f fliggvény konvexitasi modulusa.

Kiprébélhatjuk azt is, hogy mennyit moédosit a futdsi eredményeken, ha a
Runge-Kutta-modszerben megvaltoztatjuk a lépéshosszt. A korabbi 0, 1-del szem-
ben 0,05-nak vélasztva a lépéshosszt a 2. tablazat eredményeit kaptuk.

a(t) B(t) lépésszém | tévolsag
5 —3k 557 0,0259
Ao | 200« 555 0,0260
2 .5 408 0.02556
e TFT :
3 8 528 0,0259
| | ;
2 -5 689 0,0224
t+1 Vit+1 ’
2. tablazat.

Lathato, hogy a lépéshossz megvéltoztatasaval gyakorlatilag nem értiink el valto-
zast; a lépésszam lényegében megduplazodott, és a pontossag sem javult téle.

Ugyanerre a feladatra az altaldnos modellt alkalmazva 0, 1-es lépéshosszal a
3. tablazat eredményei adodtak.

a(t) B(t) lépésszam | tavolsag
1 1,19 209 | 0,02260
AT e D™ | —e® -k | 1462 | 0,0262
\/tlJr—l - If : 915 | 0,00261
3. tablazat.

Az eredményeket az egyszeriisitett modell eredményeivel Gsszevetve a legszem-
bet{inébb valtozas, hogy az algoritmus lépésszdma minden esetben “drasztikusan,,
megugrott. A pontossagban lényegi valtozas nem kovetkezett be; vagyis azt mond-
hatjuk, hogy ezen a példan az egyszeriisitett modell jobban miikédétt az altalano-
sitottnal. Az 1. és 2. dbrén a két modellhez tartozé trajektéridkat megvizsgalva
felfedezhetiink azonban még egy eltérést is. A feladatot az egyszertsitett modellel
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megoldva a trajektoridban kis hullamzas fedezhetd fel, mig az altalanos modellel
kapott megoldasnal ez a hullamzas eltinik (viszont a konvergencia lassabb).

T T T
— — — alfa(t)=2/(t+1), beta(t)=—5/(t+1)
Fletcher és Reeves médszere

15F

1r kiindulasi pont

> 05F /)
\
~ -
-0.51 -~
1 .
-35 -3 -25 -2

1. 4bra. Egyszerisitett modell

— — —alfa(t)=1, beta(t)=-1.19
Fletcher és Reeves algoritmusa|

2. abra. Altalanos modell

5.2. Példa. Legyen f(z,y) = 2*+2(2—2)2+y*+2(y+2)%. Az f fiiggvény erésen
konvex a k = 2 konvexitasi modulussal, a minimumat pedig az (1, —1) pontban
veszi fel. Az f-hez tartozo egyszertsitett modellt az xg = (—3,2) és po = (3,—1)
kezdeti értékekkel oldottuk meg. Az eredményeket a 4. tablizat tartalmazza.

Lathato, hogy ebben a példaban a konvergencia joval gyorsabb volt, mint az
1. példaban a kvadratikus feladatban. Ennek oka abban keresendd, hogy az el6z6
példaban a fiiggvény konvexitasi modulusa 0, 2 koriil volt, mig itt most 2. Altalaban
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() B(t) lépésszam | tavolsag
2 —6 29 0,00053
1 +26—2t —2a(t) -2 31 0,00053
T —2 194 | 0,00061
Hil —tj% 64 0,00059
4. tablazat.

is az varhat6, hogy minél nagyobb az f fiiggvény konvexitasi modulusa, a médszer
annal gyorsabban konvergal a minimumponthoz.

Az eredményekbdl tovabba az is kiolvashato, hogy az elsd, illetve méasodik sor-
ban hasznalt paraméterekkel a médszer 1ényegében ugyantgy viselkedett; tovabba
mindkét esetben gyorsabban és pontosabb eredményt adtak, mint a 3. és 4. sorban
hasznalt paraméterek esetén. Ez azzal magyarazhaté, hogy az els6 két esetben a
paraméterek hatarparaméterek voltak, azaz a 3.1. tétel 4a feltételének jobb oldali
egyenlStlensége és a 4b feltétel egyenlGséggel teljesiilnek, mig a masik két esetben
csak a 4a feltétel teljesiil egyenl@séggel. Toviabbé a harmadik és negyedik sorbeli
paraméterek koziil az adott jobb eredményt, amelyiknél a 4b feltételben kozelebb
vagyunk a hatérhoz. Altalaban is elmondhat6, minél kézelebb vagyunk a hatarhoz,
a modszer annél gyorsabban konvergal.

6. Nyitott problémak

Ebben az elemzésben nyilvanvaloan latszik, hogy a Fletcher-Reeves-eljaras foly-
tonositasa akar az altalanos, akar az egyszerisitett modellel egy sor paraméterrel
konvergens lesz, és a paraméterek valasztasa tulsdgosan nem befolyasolja a konver-
gencia sebességét. A Fletcher-Reeves-eljarasnak van egy nagyon szép tulajdonsaga,
nevezetesen n-valtozoés kvadratikus célfiiggvény esetén legfeljebb n 1épés utéan véget
ér, és az egymast kovets irdnyok @Q-konjugaltak. A vizsgalt folytonos modelleknél
ezek a feltételek nem teljesiilnek. Felmeriil a kdvetkezs két kérdés:

— létezik-e olyan paraméter-par, amelyek mellett véges T id§ alatt elérjiik az
optimumot;

— vannak-e olyan tg,t1,...,t, id6pontok, amelyekben a p iranyok @Q-kon-
jugaltak?

Ezen kérdések megvalaszolasa még tovabbi kutatast igényel.
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PARAMETER ANALYSIS OF OPTIMIZATION METHODS
MODELED BY SECOND ORDER DIFFERENTIAL EQUATION

TamAs HaiBa

In [6] the convergence of some optimization methods modeled by second order differential
equation have been studied. In this paper we introduce some class of functions and analyze which
functions belonging to these classes satisfy the sufficient conditions of the convergence. Finally,
we illustrate the obtained results on numerical examples.
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