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VEGTELEN DIFFERENCIALEGYENLET-RENDSZEREK STABILITASA

LUKIC ANIKO!

Az alabbi dolgozat végtelen linearis egyenletrendszerek globalis stabili-
tasanak vizsgalataval foglalkozik minimalis stabilizal6 mechanizmus esetében.
Az egyenletrendszer megoldoképletének felirdsa a Feynman-Kac-formulan
alapszik. A megoldoképlet kiértékelése a Markov-lancok elméletének alkal-
mazasaval torténik. A cikk célja annak bemutatasa, hogy ha egy adott
végtelen Osszefiiggégrafon végbemens Markov-lanc rekurrens, akkor a gra-
fon definialt egyenletrendszer stabil. A dolgozat végén a tranziens eset is
targyalasra keriil.

1. Bevezetd

A differencialegyenletek elméletének gyakorlatban térténd alkalmazésa soran
gyakran adddnak olyan 2y = f(z1,...,2z,), K = 1,2,...,n alaka egyenletrend-
szerek, ahol a jobboldali fiiggvény csak az xj —; kiilonbségektdl fiigg. Jol lathato,
hogy az ilyen esetekben minden konstans konfigurédcio x = (z1, 22, ..., 2n), T; = ¢,
1 =1,2,...,n, c € R, egyben az egyenletrendszer staciondrius pontja is. Mivel
azonban a stacionérius pontok halmaza Osszefiiggs és kontinuum szdmossagi, az
ilyen egyenletekbdl allé rendszer altaldban nem stabil. Ebben a dolgozatban egy
egyszert feladatot targyalunk, ahol megmutatjuk, hogy mindossze egyetlen egyen-
let moédositasaval a rendszer stabilissa tehets. E kérdéskor kiilonosen akkor valik
érdekessé, ha a rendszer mérete a végtelenhez tart. A feladat a kovetkezSképpen
fogalmazhat6 meg:

Adott egy G = (G, E) véges vagy megszamlalhatoan végtelen Gsszefiiggbgraf.
Gy jeloli a k csucs szomszédos cstucsainak halmazat, mindig feltessziik, hogy
sup |G| < co. A G grafon adott a kovetekezSegyenletrendszer:

0H

-——, keG
ﬁxk’ < ’

Ty =

ahol x; € R és

H= %F(wo) + % S Viak —ay).

keG jeGy
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Ekkor a H-hoz tartozé egyenletrendszer a kévetkezs

Tp = — Z V/(ack—xj)7 kE#0, és (1)
jEGk
LEO:—*F/ CC() Z V O—CL'J).
JEGo

Megjegyzés. Az (1) rendszerbdl jol lathato, hogy I' = 0 esetében minden kons-
tans konfiguracié egyben a rendszer stacionarius pontja is, ami nem feltételeniil
kovetkezik, ha I' # 0.

A kovetkezs fejezetben véges grafokon definidlt rendszerek exponenciondlis
stabilizalhatoségat szemléltetjiik Ljapunov modszere segitségével. A késGbbiekben
megmutatjuk, hogy a Markov-folyamatok elméletével, nevezetesen a Feynman—
Kac-formula segitségével ilyen stabilitasi feltételek, a I' és V fiiggvényekre vett
természetes feltételek mellett, végtelen grafokra is bizonyithatéak, de a konver-
gencia sebessége ilyenkor mar nem exponenciondlis. A targyalds folyamatossiga
érdekében néhany ismert, de nem kozismert tény bizonyitasat is kozoljiik.

2. Véges rendszerek

Ebben a fejezetben Ljapunov modszere segitségével rividen szemléltetjiik, hogy
a fenti tipusi véges rendszerek exponencidlisan stabilak. Feltételek garantiljak az
egyértelml megoldas létezését, ami a bizonyitasbol is lathaté.

2.1. TETEL. Adott az (1) egyenletrendszer, ahol |G| < co. Legyen V € C?(R)
szimmetrikus fiiggvény, V" (x),I"(x) > o > 0 V, z € R, valamint T’ (0) = 0.

Ekkor az (1) véges egyenletrendszer globélisan exponencionalisan stabil.

Bizonyitds. Tekintsiik a

=Y 230, Q) < oo,

keG

kvadratikus Ljapunov-fiiggvényt és annak a t szerinti derivaltjat

Q —QZkak——lgf‘ (z0) Zxk ZV (xr — ;).

keG keG JjEGK

Atrendezés utan adédik, hogy

Q(t) = —xoI (o) Z Ty — Tj) V' (g — xj),
ahonnan jol lathat6, hogy a 0 konfiguracié a rendszer egyetlen stacionarius pontja.
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AV és T fiiggvények konvexitasa és V' (0) = IV(0) = 0 miatt barmely y € R
esetén yV (y) = y*V' (€) > ay?, és ugyanigy, yI' (y) > ay?, tehat

Q(t) < —az? —a Z (z — )%
(k,j)eE

Ezutan a Cauchy-egyenl6tlenséggel kapjuk, hogy

2
xi:(x0+(5131_$O)+"'+($k_$k71)) <

< (k+ 1)(30(2) + (21 — 9(:0)2 + o+ (g — mk,l)Q) < _NCj[(t)’

ahol N az x( koézéppontu graf sugara. A kapott eredményt Gsszegezve

Q=Y <y MW _ Naew

keG keG @
tehat Q(t) < —oQ(t), ahol o := wiar - Gronwall lemmadjaval Q(t) < Q(0)et,
vagyis a kivant glob4lis exponencialis stabilitas érvényes. O

Veégezetiil vegyiik észre, hogy ha a rendszer mérete |G| — oo, akkor o — 0,
melynek kdvetkeztében végtelen rendszerek esetében az imént alkalmazott mddszer
nem vezet eredményhez. A dolgozat tovabbi részében a fenti egyenletrendszer
linearis valtozatdnak a végtelenbe torténdkiterjesztésével foglalkozunk. A meg-
oldé képlet felirasa, illetve annak kiértéklése a Feynman—Kac-formula és a Markov-
folyamatok elméletének alkalmazasaval torténik.

3. Bolyongas megszamlalhaté halmazon

Adott egy tetszbleges G = (G, F) sszefliggdgraf, ahol G véges vagy megszam-
lalhatéan végtelen halmaz. Célunk a G grafon olyan folytonos ideji bolyongast
definidlni, ami minden més értelemben megfelelel a G allapottertd diszkrét idejd
Markov-lancnak. Erre azért van sziikség, mert a késébbi vizsgalodasaink soran e
folytonos idejii Markov-lanc rekurrencia tulajdonsagéra lesz sziikségiink, viszont a
rekurrenciira vonatkozo6 eredmények altalaban csak diszkrét ideji Markov-lancokra,
vannak megfogalmazva. A tovabbiakban jelolje &, a diszkrét, & pedig a folytonos
ideji Markov-lancot.

A diszkrét ideji Markov-lanc olyan Markov-tipusa sztochasztikus folyamat,
amelynek indexparamétere 7" = (0,1,2,...). Azt mondjuk, hogy a folyamat az
i allapotban van, ha &, = 4, ahol n € T és ¢ € G. Annak a valdszintiségét,
hogy &,4+1 a j allapotba megy at, feltéve, hogy &, az ¢ &llapotban van, egylépéses
atmenetvaldszintiségnek nevezziik és p;;-vel jeloljiik:

Pij = P(§n+1 = ]|§n = Z)
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A p;; szdmokat matrix formajaban szokds elrendezni

Po1r  Po2 Po3
P=| pPio P11 D12

Diszkrét ideji Markov-lancoknal feltessziik, hogy az egyes atmenetek kozott
mindig ugyanannyi idS telik el. A P matrixot a folyamat dimenetvaldsziniség
mdtrizanak nevezziik, ahol az adtmenetvaloszintségek eleget tesznek a kidvetkezd
Osszefiiggéseknek:

(a) pii =0és p;; =0, ha i és j csicsok nem szomszédosak,
(b) pij >0, haiés j csicsok szomszédosak és
(c) Z;C:Opij =1, minden i =0,1,2,...

Megjegyzés.A p;; = 0 feltétel altalaban nem sziikséges, de mivel a folytatasban
a folytonos idejii bolyongas definidlasakor szerepet jatszik, ezért kimondjuk.

A diszkrét és a folytonos ideji Markov-lancok kozotti megfeleltetés a kivetkezd
konstrukcié alapjan torténik. Képzeljiik el, hogy minden k € G cstucsnal adottak a
Ar > 0 paramétert Poisson folyamatok és a pi; atmenetvaloszintiségek. Ezen para-
méterek altal meghatarozott folyamat a kovetkezSképpen miiksédik: ha a folytonos
ideji Markov-lanc a t idépontban a k csicsban van, azaz § = k, akkor egységnyi
id6 helyett A, paramétert exponenciondlis varakozasi id6utan py; valdszintiséggel
vandorol a szomszédos j pontba. Az igy kapott folyamat a kivetkezéképpen visel-
kedik: egységnyi idShelyet a véletlentdl fiiggs ideig a k allapotban taldlhato, majd
ennek az id6szaknak a végén py; valoszintiségekkel dtmegy valamelyik szomszédos
J cstucsba, ahol ismét a véletlentdl fliggd ideig tartozkodik és igy tovabb.

3.1. Definicio. Legyen & a fenti modén definialt folytonos Markov-lanc a G
grafon és legyen ¢ : G — R korlatos fiiggvény. Ekkor Plp(k) = E [99(5,5)|§0 = k} a
folyamat feltételes varhaté érték operatora, és a folyamat generatora

£o(k) = i 1 (Po) — o(0))

Konnyt ellenérizni a kovetkezd allitast, aminek egy kicsit bonyolultabb valto-
zatat még ebben a szakaszban igazoljuk.
3.1. ALLITAS. A fent leirt folytonos Markov-lanc generétora
Liolk) = M 3 s (907) — (B)). (2)
i#k
Az is lathato hogy Lo(k) < 0, ha k a ¢ lokalis maximumanak helye, vagyis
teljesiil a nevezetes mazimum elv.
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Miel6tt még ratérnénk a kévetkezs fejezetre, ezt a folyamatot tovabb mddo-
sitjuk. Tegyiik fel, hogy adott egy A\ paraméterid Poisson folyamat tgy, hogy
minden Ay < A. Azt mondjuk, hogy A paraméterd exponencionélis id§ utén a
bolyongé részecske % valészintiséggel tovabbra is marad a k csicsban, illetve
% valoszintiséggel ugrik valamely szomszédos csticsba. Az igy kapott folyamatot
fogjuk a tovabbiakban folytonos Markov-lincként emlegetni.

3.1. TETEL. A fenti folytonos Markov-lanc generatoratorat a (2) képlet adja
meg.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy & = k. Jeldlje Ay a A paramétert Poisson-
folyamatot. Ekkor a (¢, 4 s), s > 0, intervallumon a kivetkezGesemények lehet-
ségesek:

I. P(At+s — At = 0) = 67)\87
. P(A; s — A =1) = Ase ™, ezen beliil
(1) P(&as = k& =k, Apys — Ay = 1) = 252 hse ™3,
(2) P(gt«l»s 7é k/’lft = k7At+3 — At = 1) = %)\se_ks és
II1. P(At+8 — At Z 2) = 0(82)

Ekkor
(Lp)(k) = lim E(o(&rs)|§e = k) — (k)

s—0 S

)

ahol

Blolrealer = 1) = (7 + dse A2 ) iy

A s .
+7k/\se A prie(d) + O(s%).
Jj#k
Ebbél adédsdan

(67/\5 + s A—)\)\k 67)\5 o 1) (/D(k)
Lo(k) = lim

s—0 S

+ e (i)
J#k
Felhasznalva az Osszefiiggést, amely szerint
1=e "+ Ase ™ 4+ 0(s%),
valamint az adodé egyszertisitések és a hataratmenet elvégzése utan
Loolk) = 2 > ori (9) — ()
i#k
addédik, amit bizonyitani kellett. O
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Ez a gondolatmenet azt is igazolja hogy az
ult, k) = E|p(&)léo = k| = Po(k)

felteteles varhato érték a Ou(t,k) = Lu(t, k) Kolmogorov-egyenlet megoldasa.
A maximum elv segitségével az is kévetkezik hogy a Kolmogorov-egyenletek korla-
tos megoldasa egyértelmd, lasd [4], és a feltételes varhato értékek meghatarozzak a
folyamat dtmeneti valdszintiségeit, tehat az altalunk definialt két folytonos Markov-
folyamat azonos.

A kovetezs részben ennek az egyenletnek egy Osszetettebb formajaval foglal-
kozunk, melynek megoldasat a vizsgalt grafon a Feynman—Kac-képlet teszi
lehetévé.

4. A Feynman—Kac-képlet

A 3. fejezetben definialt folytonos Markov-lanc és a Feynman—Kac-megoldo-
képlet alapjan a kovetkezd tétel igazolhato.

4.1. TETEL. Legyenek adottak a ¢ : G — R korlatos és v : R — R feliilrdl
korlatos fiiggvények. Ekkor a

Opu(t, k) = Lu(t, k) + v(k)u(t, k) (3)

differencialegyenletnek az u(0,k) = @(k) kezdeti értékéhez tartozé megoldasat a
Feynman—Kac-képlet adja:

u(t,k) = B (p(g)els (€7,
ahol & = k.

Megjegyzés. A Feynman—Kac-megoldoképlet sokkal bonyolultabb médon defi-
niélt Markov-lancokra is alkalmazhaté.

Bizonyitds. A bizonyitast elGszor a t = 0 helyen végezziik el. Vezessiik be az

X(t) = (&) es
Y (t) = elo 1(&)dr

jeloléseket. Ekkor
u(t, k) =E(X @)Y (t)).

Innen
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]E(X(t)Y(t)) - E(X(O)Y(O))

Ou(0, k) = }iH(l)

Tudjuk, hogy
X(0) = ¢(&) = p(k),
Y (0) = efo 7EdT — 1

és a fenti egyenletben a harmadik hatarérték Y természete miatt éppen nullaval
egyenld, valamint

Y (0) = o N1y (gg) = (k) &
E(X(0-XO)  E(el6) - E(e®)

t—0 t t—0 3

= Lo(k).

A fentieket Gsszefoglalva, a t = 0 helyen a ¢ szerinti differencialas elvégzése utan az
eredmény valéban a kivant

atu(ov k) - ’LL(O, k)’Y(k) + E@(k)

Tovabba,
u(t+5,k) = E((Evs)ad).
ahol
o= efot v(&r)dT
és

/8 = e.f(f 7(£t+7)d7—.

Mivel a u(t+ s, k) értékét ugyanazzal az eljarassal kapjuk a u(t, -) fiiggvénybdl,
mint u(t, k)-t u(0,-) = ¢-bol, ezért a 3. fejezetben definialt folytonos Markov-lanc

csrz

ult+ 5, k) = E[E(u(s, 0(€+.))8) | 7).
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Ebbdl adédoan a t > 0 idépontban az idGszerinti differencidlast ugyantgy lehet
elvégezni, mint a ¢ = 0 helyen.

u(t + s, k) —u(t, k)

Opu(t, k) = 1ir%
PH—S(,D _ Ptgp

= y(k)u(t, k) + lim .

Amibdl a hataratmenet végrehajtasaval
Ou(t, k) = v(k)u(t, k) + Lu(t, k).

Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik. O

4.2. TETEL. A (3) egyenletrendszernek pontosan egy korlitos megoldésa
létezik.

Bizonyitds. A tétel bizonyitasat [4] targyalja. O

5. Végtelen rendszerek stabilitasa

A 2. fejezetben mér igazoltuk, hogy a véges egyenletrendszerek exponencio-
nélisan stabilak. Azonban azt is lathattuk, hogy a stabilizdlé hatis a rendszer
méretének a novekedésével gyengiil, melynek kovetkeztében az ott alkalmazott
modszerek nagy rendszerek esetében nem adnak vélaszt a stabilitas kérdésére.

A tovabbiakban a végtelen rendszerek egyik nagy osztélyat képviseld linearis
rendszerek stabilitas vizsgalataval foglalkozunk. Altalanosabb eredmények nemli-
nearis rendszerekre id6fiiggd Markov-lancok elméletének alkalmazasaval érheték el,
jelenlegi dolgozatunk nem téargyalja e témakort. Nemlineéris rendszerekre vonat-
kozo stabilitasi tételeket varhatéan e cikk folytatasaként kozliink.

A vizsgélt feladat a kovetkezo:

Our(t, k) = > M (w(t. ) = o(t. K)) = 7 () (k. k), @
J#k
ahol
(k) =0, k#0
v(k) >0 k=0.

Megjegyzés. Ha a fenti lineéris egyenletrendszerben nem szerepel a v(k) fiigg-
vény, akkor éppen a 3. fejezetben definiilt folytonos idejti Markov-lanc Kolmogorov-
egyenletét kapnank. Igy viszont a Markov-lanchoz rendelt Feynman—Kac-képlethez
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jutunk, amely természetesen lehet6vé teszi a rendszer megoldasat és annak kiérté-
kelését is a vizsgalt grafon.

5.1. KOVETKEZMENY. Legyen adott egy tetszéleges G = (G, E) Jsszefiiggd
graf, ahol |G| = oo. Ekkor o = z(0,k), k € G, korldtos kezdeti érték feltétele
mellett, a (4) egyenletrendszer megoldasa a Feynman-Kac-képlet alapjan

t

o(t, k) = E | 2(0, & (k)) exp —/wa@mh

0
5.1. LEMMA. Ha a vizsgalt grafon a folytonos Markov-lanc rekurrens, akkor

+oo

/wame~+m

0

Bizonyitds. A bizonyitast a masodik Borel-Cantelli-lemmara alapozzuk, mely
szerint ha > P(Ay) divergens és az Aj események teljesen fiiggetlenek, akkor 1
valosziniiséggel végtelen sok Ay kovetkezik be.

Tudjuk, hogy folytonos idejl rekurrens Markov-lanc esetében a rendszer biz-
tosan végtelen sokszor visszatér minden olyan allapotba, amelyet egyszer mar el-
foglalt, valamint, hogy a visszatérések egymaéstol fiiggetlenek. Valamint, ha egy
adott Osszefiiggs graf egy tetszéleges pontjabdl inditjuk a Markov-lancot, szintén
a Borel-Cantelli-lemmaéval igazolhatd, hogy 1 valésziniiséggel el6bb vagy utdbb
eléri a 0 allapotot, ahova azt kovetGen szintén 1 valészintséggel végtelen sokszor
visszater.

Jeldlje ¢i azt az idGtartamot, amelyet a folyamat a 0 allapotban tdlt a k-dik
visszatérés alkalméaval. Legyen Cy az az esemény, hogy ¢ > ¢ > 0. Ekkor

Z P(Cy) > Z e =400, ha t— +oo.

T <t T <t

Kovetkezésképpen Cj eseményekbdl végtelen sok kovetkezik be, ahonnan azt
kapjuk, hogy

—+oo —+oo

/ (& (k))dr = 7(0) / dr =4(0)S o = +ox. .
k

0 0

5.2. LEMMA. Ha a vizsgalt grafon a folytonos Markov-lanc tranziens, akkor

—+o00

[ 2wy < +x.

0
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Bizonyitds. Ismert, hogy tranziens Markov-folyamat esetében a folyamat csak
véges sok alkalommal tér vissza a 0 allapotba. Igy az el6z6 lemma bizonyitasanak
alapjan most

Z cr < 400,
2
amibdl adodik, hogy
+oo +o00 oo
[ Aeoyir =20 [ ar =Y <+ -
0 0 k

A fenti lemmak kozvetlen kdvetkezménye az alabbi tétel:

5.1. TETEL. Legyen adott egy tetszéleges G = (G, E) Osszefiiggs graf, ahol
|G| = oo. Ekkor zp = x(0,k), k € G, korlatos kezdeti érték feltétele mellett, a (4)
egyenletrendszer megoldéasa rekurrens Markov lanc esetében globélisan stabil.

Tranziens Markov-lanc esetében a megoldéas stabilitisa nagyban fiigg a kezdeti
értékektdl, ami a kovetkezs példakkal illusztralhato. Tegyiik fel, hogy az adott
Osszefiiggs graf véges halmazén kiviil a fiiggvény kezdeti értéke nulla. Ekkor tran-
ziens esetben is vilagossa valik a rendszer stabilitasa. Ezzel szemben ha a fiiggvény
kezdeti értéke a graf véges halmazan nulla a fennmaradé cstcsokban pedig szigo-
raan pozitiv, a rendszer instabil.

6. Néhany példa, rekurrens és tranziens Markov-lancok

Végezetiil harom érdekes Markov-lanc rekurrencia tulajdonsagat ismertetjiik.

6.1. n-dimezios szimmetrikus bolyongas

A Kklaszikus n-dimenzios szimmetrikus bolyongas allapottere az n-dimenzids
euklideszi tér egész koordinataja pontjaibdl all6 racs: azaz a rendszer allapota egy
egeész szamokbol all6 k = (k1, ke, ..., k,) szam n-es. Szimmetrikus bolyongas ese-
ténél minden irdnyba torténé elmozdulas ugyanakkora valészintséggel kovetkezik
be.

6.1. TETEL. (Pdlya) Az egy- és kétdimenziés szimmetrikus bolyongasban a
bolyongé részecske 1 valbszintiséggel el6bb vagy utébb (tehdt végtelen sokszor is)
visszatér a kezdeti helyzetbe. Harom dimeziéban ez a val6sziniiség kisebb egynél.

A bizonyitas megtalalhaté pl. [10]-ben. A bolyongashoz tartozo egyenlet-
rendszer a kovetkezé

dr(tk) =Y % (w(t, ) —alt, k)) — (k) (L, k).

i#k
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6.2. Sinai-féle bolyongas

Legyen a p = {p(k)}, k € Z, ahol 0 < p(k) < 1, C-beli egyenletes eloszlast
fiiggetlen valdsziniiségi valtozd sorozat. Ekkor azt mondjuk, hogy a szamegyenesen
bolyongé részecske x(n) az n pontbdl p(n) [1 — p(n)] valészintséggel 1ép a téle
jobbra [balra] es6 szomszédos pontba.

6.2. TETEL. z(n) tranziens, ha Elog(1 — p(z))/p(z) # 0. xz(n) rekurrens, ha
létezik konstans ¢ > 0, agy, hogy p(k), (1 — p(k)) > ¢ és teljesiil

Elog((1 - p(x))/p(x)) = 0.

A példa tovabbi targyaldsa megtalalhat6 [8]-ban. A Sinai-féle bolyongéashoz
rendelt egyenletrendszer a kdvetkezs
+ (1= p(k)(z(t, k = 1) — a(t, k) — y(k)x(t, k).

6.3. Markov-lanc a szamegyenesen
Legyen Xy = 0, X1, Xs, ... Markov-lanc ugy, hogy
PXpt1=i+1X,=19)=1-P(Xp11=1—1|X,, =1)
1, 1=0
Lp, i=12,..,

ahol 0 < p; < %, 1 =1,2,.... {X,} egy olyan részecske mozgasat leir6 sorozat,
amely 0-bél indulva a nemnegativ egész szdmokon keresztiil nagyobb valészind-
séggel tavolodik a 0-tol, mint kizeledik ahhoz. A feladat akkor valik érdekessé, ha
a{p;,i=1,2,...} sorozat 0-hoz tart, vagyis ha a 0 pont taszit6 ereje egyre inkabb

gyengiil, ahogyan a részecske tavolodik téle.

6.3. TETEL. Legyen X,, a fenti dtmenetvaldszintiségekkel adott Markov-lanc.
Ekkor elég nagy i-re teljesiil valamelyik a kévetkezdkét eset koziil:

1. pi<4+0(:%s) >0, akkor X; rekurrens.

2. Létezik 6 > 1 gy, hogy p; > 2

> 1;, akkor X; tranziens.

A példa tovabbi targyalasa megtalalhato [1]-ben. A Markov-lanchoz rendelt
egyenletrendszer k # 0 esetén

Ox(t, k) =g (1/24 pi)(z(t, k+ 1)+ x(t,k — 1)) — (1 + 2p;)x(t, k) — v(k)x(t, k)
és

Oz (t,0) = A, ((z(t, 1) + (¢, —1)) — 22(¢,0)) — v(0)z(¢,0).
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STABILITY THEORY FOR INFINITE SYSTEMS OF DIFFERENTIAL EQUATIONS

ANIKO Lukic

In this paper the stability of infinite linear system of differential equations is concerned. It
is supposed there is given a Markov chain on a countable graph associated to the system, and the
solution is given by the Feynman-Kac formula. The aim of this research is to show that in case
the Markov chain is recurrent, than the linear system of differential equation defined on the same
graph is stable. At the end of the paper the transient case is considered too.
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