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A STOKES-FELADAT ÉS A CROUZEIX�VELTE-FELBONTÁS

STOYAN GISBERT

Ebben a cikkben szeretnénk áttekintést adni saját és tanítványaink eredmé-
nyei felett: a Stokes-rendszerre vonatkozó els®fajú peremérték feladat esetén olyan
diszkretizációkat kutatunk, amelyekre létezik egy 3 altérb®l álló speciális ortogonális
felbontás. Ezzel nemcsak az analitikus megoldásnak egy jellegzetes tulajdonságát
®rizzük meg, hanem lényegesen javul a diszkretizált egyenletek iteratív megoldási
módszereinek hatékonysága. Más feladatokra is átvihet® ez a technika.

1. A �zikai feladat

Az összenyomhatatlan közegek áramlását a következ® matematikai modell
írja le:

∂~u

∂t
+ D(~u)~u + grad p = ν∆~u + ~f, (1)

div ~u = 0, x ∈ Ω ∈ IRd, (2)
~u = 0, x ∈ Γ, 0 < t ≤ T, (3)

ahol t az id®, ν a (kinematikus) viszkozitás, ~u a közeg sebesség vektora, a D(~u)~u
�inerciális tag� olyan vektor, amelynek i-edik komponense div(ui~u), továbbá p a
(kinematikus) nyomás, ρ~f a küls® er®k s¶r¶ségét leíró vektor, és itt ρ a s¶r¶ség.
A feladat dimenziója d = 2, 3, Ω az áramlási tartomány, amelynek Γ peremér®l
feltesszük, hogy poligonális és Lipschitz-folytonos.

A fenti (1)�(2) rendszert (összenyomhatatlan) Navier�Stokes-egyenletrendszer-
nek hívjuk, ebb®l (1) az impulzus megmaradását adja (a konstansnak vett ρ-val
való osztása után), és (2) a tömegmegmaradási egyenlet, ugyancsak azután, hogy
ρ = const-nak megfelel®en egyszer¶sítettük.

A (3) peremfeltétel nem az egyetlen lehetséges, ld. Gáspár Csaba cikkét ebben
a kötetben. Viszont a 8. pont kivételével minden alábbi eredmény erre az esetre
vonatkozik. Fizikailag arról van szó, hogy az Ω áramlási tartomány fala zárt és
nem mozog maga, és ehhez a falhoz tapad le a folyadék.
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(3)-on kívül még további mellékfeltételek szükségesek: mint kezdetiértéket az
~u(0, x)-et egész Ω-ban kell el®írni, ezenkívül a nyomás csak egy konstans erejéig
van meghatározva: ha p megoldás, akkor p + c is az, tetsz®leges c konstanssal.

Ha (1)�(3)-ban csak az id®t diszkretizáljuk, azaz szemidiszkretizációt hajtunk
végre, akkor jutunk a következ® alakra:

~uj

τ
− ν∆~uj + grad pj =

~uj−1

τ
−D(~uj−1)~uj−1 + ~f j ,

div ~uj = 0, x ∈ Ω,

~uj = 0, x ∈ Γ, 0 < j ≤ m, m = T/τ,

ahol ~uj a tj := jτ id®ponthoz tartozó sebesség approximációja. Mint kezdetiértéket
az ~u0 = ~u(x, 0)-t kell el®írni minden x ∈ Ω-ra. Amit ezután minden j-re meg kell
oldani, az már egy Stokes-típusú feladat ~uj és pj meghatározására.

Ehhez közel áll a klasszikus Stokes-feladat:
−∆~u + grad p = ~f, (4)
div ~u = g, x ∈ Ω, (5)

~u = 0, x ∈ Γ. (6)
Itt a ν viszkozitást 1-nek vettük; tipikusan g = 0. (1)-hez képest elt¶nt a ∂~u

∂t (mert
most az áramlás nem változik az id®vel) és az inerciális tag (mert ez kicsi sebességek
és kicsi deriváltjaik mellett másodrend¶).

A (4)�(6) rendszer tehát olyan stacionáriusan áramló közeg leírását adja, amely-
nek sebessége kicsi. Ilyen helyzet mégis gyakorlatilag is érdekes lehet: pl. egy ipari
baleset révén a leveg®be jutott szennyez®des leginkább akkor súlyos probléma, ha
a szélsebességek kicsik.

(4)�(6)-ból a nyomás egyértelm¶en meg van határozva, megint csak egy tetsz®-
leges additív konstanst nem számítva. Úgy, mint (1)�(3) esetén, ez arra mutat rá,
hogy a feladat szinguláris. A megoldhatósági feltétel megkapható (5) integrálásával,
felhasználva (6)-ot :

∫

Ω

g(x)dx =
∫

Ω

div ~udx =
∫

Γ

~u · ~nds = 0.

Ez azt jelenti, hogy g-t nem lehet tetsz®legesen megadni, hanem az Ω feletti integ-
rálja nulla kell, hogy legyen. Fizikailag ez a feltétel azt fejezi ki, hogy a zárt falban
áramló közeg esetén csak annyi tömeg keletkezhet, amennyi elt¶nik: az összmér-
legnek nullának kell lennie.

2. A gyenge megoldás

A (4)�(6) feladat úgynevezett gyenge megoldásával foglalkozunk a továbbiak-
ban, amikor is keresett ~u ∈ V, p ∈ Q a szokásos V, Q Szoboljev-terekkel [8]:

V :=
(
H1

0 (Ω)
)d

, Q := L2(Ω),
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és legyen

L2,0(Ω) :=
{

q ∈ L2(Ω),
∫

Ω

q(x)dx = 0
}

.

Ezek Hilbert-terek, amelyekhez az alábbi ismert skalárszorzatok tartoznak:

(~u,~v)1 :=
∫

Ω

d∑

i=1

d∑

j=1

∂ui

∂xj

∂vi

∂xj
dx, ~u,~v ∈ V,

(p, q)0 :=
∫

Ω

p(x)q(x)dx, p, q ∈ Q,

és a következ® normák:

‖~u‖1 := (~u, ~u)1/2
1 , ‖p‖0 := (p, p)1/2

0 .

Ezen jelölések segítségével felírható a következ® variációs feladat, amely a gyenge
megoldást de�niálja (és egyben ez a végeselem módszer alapja is):

Keresett tehát ~u ∈ V, p ∈ Q úgy, hogy

a(~u,~v) + b(~v, p) := (~f,~v)0 minden ~v ∈ V -re, (7)
b(~u, q) := (g, q)0 minden q ∈ Q-re, (8)

ahol teljesüljön
∫
Ω

g(x)dx = 0, és

a(~u,~v) := (~u,~v)1 = (−∆~u,~v)0,
b(~u, q) := −(div ~u, q)0.

Az átmenet (4)�(5)-b®l (7)�(8)-ra úgy történik, hogy (4)-et skalárisan megszo-
rozzuk a ~v tesztfüggvénnyel, majd parciálisan integráljuk (�gyelembe véve a (6)
peremfeltételeket). (5)-öt a q tesztfüggvénnyel szorozzuk meg és integráljuk.

A (7)�(8) variációs feladat megoldása, tehát a gyenge megoldás létezik, ha f, g

olyanok, hogy ~v → (~f,~v)0, ill. q → (g, q)0 folytonos lineáris funkcionálokat de�niál
V -n, ill. Q-n. Pl. ha ~f ∈ (L2(Ω))d, g ∈ L2,0(Ω), ld. [8] vagy [22], és mivel a
Lipschitz-folytonos Ω esetén teljesül az úgynevezett �inf-sup-feltétel�, ld. 4. pont
lent.

Ez a gyenge megoldás akkor egyértelm¶, ha a p-vel kapcsolatos konstanst
(ld. 1. pont) úgy határozzuk meg, hogy

∫
Ω

pdx = 0, azaz ha p ∈ L2,0(Ω).

3. A Crouzeix�Velte-felbontás

A vektoranalízis ismert azonossága :

−∆ = − grad div + rot rot, (9)
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vagyis (V -t a V ′ lineáris funkcionálok terébe képez® operátorokkal)

A = B + C,

ahol A = −∆, B = − grad div, C = rot rot,

és a homogén Dirichlet-féle peremfeltételek miatt igaz a következ® ortogonális
felbontás, [4], [23]: (

H1
0 (Ω)

)d
= V = V0 ⊕ V1 ⊕ Vβ , (10)

ahol az ortogonalitást a
(
H1

0 (Ω)
)d értelmében értjük, míg

V0 := ker div = {w ∈ V, div w = 0},
V1 := ker rot = {w ∈ V, rotw = 0}.

Itt a háromdimenziós esetben rotw a szokásos módon értend®, viszont a kétdimen-
ziós esetben rotw jelöli a ∂w2

∂x1
− ∂w1

∂x2
skalárt, amelyet néhol curl w-ként is jelölnek.

Hogyan függ össze (9) és (10)?
Használjuk a 2. pont jelöléseit és integráljuk parciálisan a (9)-b®l következ® relációt

(~u,~v)1 = (−∆~u,~v)0 = (− grad div ~u,~v)0 + (rot rot ~u,~v)0.

A homogén peremfeltételek miatt ennek eredménye

(~u,~v)1 = (div ~u, div~v)0 + (rot ~u, rot~v)0. (11)

Ha most ~u ∈ ker div és ~v ∈ ker rot, akkor az egyenl®ség jobb oldala nulla, vagyis
V0⊥V1 = ker div⊥ ker rot a V tér skalárszorzatának értelmében. Mind V0, mind
V1 zárt alterek a V Hilbert-térben, és a V0 ⊕ V1 altér ortogonális kiegészít® altere
megint zárt altér V -ben � amit Vβ-nak jelöltük.

4. A Schur-komplemens operátor és az inf-sup-feltétel

Legyen megint A = −∆, és mivel parciális integráció alapján grad adjun-
gáltja − div, írhatjuk a B = − grad div operátort szorzatként mint B̃T B̃, ahol
B̃ = − div : V → Q, B̃T = grad : Q → V ′. Akkor a (7)�(8) variációs feladatunk
algebrai alakja: (

A B̃T

B̃ 0

)(
~u

p

)
=

(
~f

g

)
.

A Laplace-operátor esetünkben pozitív de�nit és szimmetrikus (a homogén Dirichlet-
féle peremfeltételeknek köszönhet®en), így egyértelm¶en invertálható:

~u = A−1
(

~f − B̃T p
)

. (12)
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Ezt behelyettesítve:

g = B̃A−1
(

~f − B̃T p
)

= B̃A−1 ~f − Sp, (13)

ahol
S := B̃A−1B̃T

(
= div(∆)−1

0 grad
)

(14)

a Stokes-feladat Schur-komplemens operátora. (Itt a 0 index ∆−1-nél a homo-
gén peremfeltételre utal.) Ez az S operátor Q-ban m¶ködik és szinguláris, mert
minden konstans nyomást a nullára képezi le, de a magteren kívül, L2,0(Ω)-ban
egyértelm¶en és stabil módon invertálható, ha teljesül az �inf-sup�-feltétel:

Van olyan β0 = β0(Ω) pozitív konstans, amellyel igaz

inf
0 6=q∈L2,0

sup
~v∈V

b(~v, q)
‖~v‖1‖q‖0 ≥ β0. (15)

Ez a feltétel biztosított, mert Ω Lipschitz-folytonos tartomány.
Érvényes ugyanis Ne£as tétele [12]: van olyan c = c(Ω) konstans, hogy a
− div~v = q egyenlet adott q ∈ L2,0 esetén olyan ~v ∈ V -vel megoldható, amelyre
igaz ‖~v‖1 ≤ c‖q‖0.

Ekkor
b(~v, q) = ‖q‖20 és ‖~v‖1 ≤ c‖q‖0,

így
sup
~v∈V

b(~v, q)
‖~v‖1 ≥ 1

c
‖q‖0, tehát β0 ≥ 1

c
.

Az inf-sup-feltétel a Stokes�Schur-komplemens operátor invertálhatóságát
jelenti L2,0(Ω)-ban:

(
b(~v, q)
‖~v‖1

)2

=
(B̃~v, q)20
(A~v,~v)0

=
(B̃A−1B̃T q, q)20
(B̃T q, A−1B̃T q)0

= (Sq, q)0,

ha ~v = A−1B̃T q tetsz®leges 0 6= q ∈ L2,0(Ω) elemmel, így S pozitív sajátértékeinek
alsó korlátja β2

0 :

β2
0 ≤

(
b(~v, q)
‖~v‖1‖q‖0

)2

=
(Sq, q)0
‖q‖20

.

Fels® korlátja 1, mivel homogén Dirichlet-féle peremfeltétel esetén (ld. (11)) igaz

‖div~v‖20 ≤ ‖ div~v‖20 + ‖ rot~v‖20 = ‖~v‖21,

és innen következik

(Sq, q)0
‖q‖20

=
(

(div~v, q)0
‖~v‖1‖q‖0

)2

≤
(‖div~v‖0

‖~v‖1

)2

≤ 1.
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A Stokes�Schur-komplemens operátor spektrumáról, és azon belül a legkisebb
pozitív λ1 = β2

0 sajátértékr®l, szerezhet® részletesebb információ a [23], [9], [7], [11]
cikkek alapján. Innen tudható pl., hogy (mindig homogén Dirichlet-féle peremfelté-
tel esetén) a sajátértékek [0, 1]-b®l valók, hogy a kétdimenziós esetben a spektrum
szimmetrikus 1/2-re (ha λ sajátérték, akkor 1−λ is az, s®t, ha λ ∈ (0, 1), akkor ez
egyenl® multiplicitás mellett érvényes). Maga az 1/2 végtelen multiplicitású saját-
érték, mint ahogyan 1 is ilyen. Továbbá, λ1 ≤ 1

2 − sin ω
2ω , ahol ω a legkisebb bels®

szög ≤ π a tartomány peremén. A spektrum további tulajdonságait vizsgálják a
tartomány peremének függvényében pl. a [26] és [27] cikkek. Amikor a peremen
egy π-t®l különböz® bels® szög fordul el®, a spektrumnak folytonos része is van.

A háromdimenziós esetnek megfelel® S operátor spektrumár®l lényegesen
kevesebbet ismerünk, ld. pl. [5] és [23].

Befejezésül arra mutatunk rá, hogy az egyenletek diszkretizációja után a stabi-
litáshoz fontos a megfelel® diszkrét inf-sup feltétel. Ekkor (15)-ben a megfelel®
diszkrét terek állnak, és a β0 pozitív konstans h-tól független, ill. a megfelel® diszk-
rét S operátor legkisebb pozitív sajátértéke egy h-tól független konstanssal el van
választva a nullától. Ezt a diszkrét inf-sup feltételt a diszkrét nyomás- és sebes-
ségtér alkalmas választásával lehet biztosítani, a diszkrét feltétel bizonyítása nem
egyszer¶ és a mindenkori alkalmas térkombinációt®l függ [2].

5. Az algebrai és a diszkrét Crouzeix�Velte-felbontás

Legyenek most A,B, C ∈ IRn×n szimmetrikus és pozitív szemide�nit mátrixok,
A = B + C, de A pozitív de�nit, úgy hogy (Au, v) skalárszorzat.

Ekkor
(Au, v) = (Bu, v) + (Cu, v).

Ebb®l azt látjuk, úgy, mint fent (11)-b®l (legyen u ∈ ker B, v ∈ kerC stb.), hogy
érvényes (10) algebrai hasonmása, a következ® �algebrai Crouzeix�Velte-fel-
bontás� :

IRn = kerB ⊕ kerC ⊕W, (16)

ahol az ortogonalitást (A·, ·) értelmében értjük.
Ez az ortogonális felbontás jellemezhet® sajátértékekkel. Legyen ugyanis

λAu = Bu (ill. µAv = Cv). (17)

Ekkor egyrészt A = B + C miatt µi = 1− λi, másrészt

kerB = span
(
u(i), λi = 0

)
,

kerC = span
(
u(i), λi = 1

)
,

W = span
(
u(i), λi ∈ (0, 1)

)
.
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Összehasonlítva (10)-et és (16)-ot, azt látjuk, hogy a sebességi térben a 0 saját-
értékek a divergenciamentes sebességeknek felelnek meg, az 1 sajátértékek a rotá-
ciómentes sebességeknek. Tehát ami itt az algebrai esetben szerepel, az az ana-
litikus esetben is érvényes: a (10)-beli alterek indexei erre a sajátértékekkel való
jellemzésre utalnak.

A legérdekesebb a harmadik altér, Vβ , ill. W , amelynek függvényei se nem
divergencia-, se nem rotációmentesek. A [15] dolgozatban egyebek mellett több
feltételt adtunk, hogy ez a harmadik altér mikor nem triviális.

A (10) Crouzeix�Velte-felbontásnál ismertebb a Helmholtz�Weyl-felbontás [25],
amelynek alakja

L2 = ker div⊕ ker rot⊕H.

Itt viszont a harmadik tér függvényei divergencia- és rotációmentesek, azaz har-
monikusak. A közös tulajdonság az, hogy mindkét harmadik tér �pereme�ektu-
sokkal� kapcsolatos: egy harmonikus függvény már peremértékeivel de�niált, és a
Vβ tér elemei biharmonikusok és a Neumann-peremértékeivel de�niáltak [15] (míg
Dirichlet-peremértékei homogének Vβ ⊂ V -nek megfelel®en).

Amennyiben a fenti B mátrix felbontható B = B̃T B̃ alakban, akkor a p = B̃u
transzformációval (17)-b®l nyerhetjük az S := B̃A−1B̃T algebrai Stokes�Schur-
komplemens operátorra (vö. (14)-gyel) vonatkozó

λp = Sp

sajátérték feladatot, és ezalatt a transzformáció alatt csak a nulla sajátérték multip-
licitása változhat � maguk a sajátértékek nem. Ez a (4)�(6) feladat bizonyos meg-
felel® diszkretizációihoz tartozó S operátorra azt jelenti, hogy a nyomás végeselem
térében az 1 sajátérték multiplicitása magas, a nulla sajátérték multiplicitása 1.
Közben az 1, ill. 0 sajátértékhez (17) révén tartozó sebességek a végeselem térben
rotációmentesek, ill. divergenciamentesek.

Az algebrai Crouzeix�Velte-felbontás alapján meg lehet mutatni, hogy valóban
vannak olyan di�erencia [13], [6], véges térfogat [20], [21] és végeselem approximá-
ciói [6], [15], [18], [19], [1] a Stokes-feladatnak, ahol az összes feltétel (A = B + C,
A a −∆ operátornak megfelel® mátrix, tehát szimmetrikus és pozitív de�nit stb.)
érvényes, így diszkrét Crouzeix�Velte-felbontásról is lehet beszélni.

Emellett a kétdimenziós esetnek olyan bevált diszkretizációi is vannak, mint
[3], amelyeknek nincsen olyan 3 alteres felbontásuk, amelyben a rotáció-, ill. diver-
genciamentes sebességek 1-1 alteret alkotnának, közben a hozzátartozó S mátrix
spektruma nem [0, 1]-ben van � mint az analitikus esetben �, hanem [0, 2)-ben (s®t:
h → 0 esetén vannak 2-höz tartó sajátértékek) és magas multiplicitású sajátérték
nincsen.

6. Iterációs módszerek a diszkrét Stokes-feladat megoldására

Az algebrai Crouzeix�Velte-felbontás megléte nemcsak szép matematikailag,
hanem a numerikus megoldás során el®nyös, mint ahogyan igazoltuk [14]-ben az
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Uzawa, Arrow�Hurwitz és a konjugált gradiens módszerekre: gyorsabb konvergen-
ciára ad lehet®séget és az Uzawa-, valamint az Arrow�Hurwitz-algoritmusok esetén
optimális iterációs paraméterekre. (Speciális esetben, az egységnégyzetben megfo-
galmazott Stokes-feladat �staggered grid� approximációja esetén, ilyen lehet®séget
már [10]-ben is vizsgálták.)

Példáként az Uzawa-iterációt említjük, amely a (12)�(14) egyenletek diszkréti-
zált verziójából jön létre:

p0 adott, k = 0, 1, . . . -ra:
~uk = A−1(~f − B̃T pk),

pk+1 = pk + ω(B̃~uk − g),

ahol ω az iterációs paraméter.
Ez az ún. egyszer¶ iteráció a (diszkrét) nyomás-térbeli (13) egyenlet megoldá-

sára, ugyanis a második sort a harmadikba behelyettesítve következik

pk+1 = pk + ω(B̃A−1(~f − B̃T pk)− g) = (I − ωS)pk + ω(B̃A−1 ~f − g).

Innen kapjuk a pk közbüls® nyomás ek := pk − p hibájára (legyen p a diszkretizált
(13) egyenlet pontos megoldása), hogy

ek+1 = (I − ωS)ek.

Ez a hibaegyenlet azonnal azt mutatja, hogy a diszkrét kerS térrel nem kell fog-
lalkoznunk. Ez az altér remélhet®leg (és megfelel® diszkretizáció mellett valóban)
egydimenziós, mint az analitikus feladat esetén a konstans nyomások altere, és
ek-nak ezen altérbeli része az iteráció alatt nem változik, így pk-nak ezen része sem
változik. Akkor ez a rész p0-tól függ, amely tetsz®legesen választható � ami annak
felel meg, hogy a feladat szinguláris.

A gyors konvergencia most a következ®kkel kapcsolatos:
1. Egyetlen ω = 1-gyel végrehajtott legels® iterációval eltüntethet® az összes,

a magas multiplicitású 1 sajátértékhez tartozó függvényrész a hibából,
hiszen ha v bármely az 1 sajátértékhez tartozó sajátvektora S-nek, akkor
érvényes (I − S)v = 0. Vagyis (a sebességek szintjén) elt¶nt az egész
diszkrét ker rot altér a hibából.

2. Ezután a maradékhiba már W -ben van, így csak (alacsony dimenziójú)
pereme�ektusokkal kapcsolatos: W dimenziója a perempontok számával
arányos.

3. A W -re sz¶kített operátor spektruma h-tól majdnem függetlenül igen kes-
keny. Itt most fontos a spektrum határainak tudása, és ha a W -re sz¶kített
spektrum eleget tesz a

0 < m ≤ λh
min ≤ λh

max ≤ M

egyenl®tlenségnek, akkor m és M ismeretében az optimális iterációs para-
méter szokásos módon [16] ω = 2

m+M -b®l számítható.
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4. Ha a kétdimenziós esetben az el®z®khöz hozzájön, hogy a diszkretizáció
is egy 1/2-re szimmetrikus spektrumot eredményez (a �konform� véges-
elem esetben ez áll fenn � s®t ebben az esetben a tulajdonság független
a tartománytól és triangulációjától [15]), akkor λh

max = 1 − λh
min, tehát

ebben az esetben az optimális iterációs paraméter ω = 2
λh

min+λh
max

= 2,
függetlenül a tartománytól és a triangulációtól!

A kétdimenziós Stokes-feladat di�erencia és véges térfogat approximációi rend-
szerint az S spektrumának szimmetriáját 1/2-re nem adják vissza. Ekkor tanácsol-
ható, hogy durva rácson számítsuk ki a λh

min, λh
max értékeit, majd �nom rácson

használjuk, mert h-val csak lassan változnak.

7. Néhány számítási eredmény

Az alábbi számszer¶ eredményeket [14]-b®l idézzük. Els®nek tekintsük a Stokes-
feladatot az egységnégyzetben, homogén els®fajú peremfeltételek mellett, felosztva
ezt a négyzetet (N−1)2 kis négyzetre, mindegyik h = 1/(N−1) hosszú oldalokkal.
A feladatot diszkretizáltuk az ismert eltolt rácsrendszer¶ di�erencia approximáció
segítségével, ld. [6], [13] vagy [17], 342. o. Ekkor az S spektrumának szimmetriája
1/2-re nem áll fenn, és például N = 256 esetén az optimális iterációs paraméter 2
helyett 1.84 volt.

Továbbá, létrehozva az adott diszkretizációhoz egy algebrai Stokes-feladatot
ismert egzakt megoldással, a fenti elméletnek megfelel®en egy Uzawa-lépést tettünk
ω = 1-gyel, majd ezután egyszer a spektrumból kiszámított ωopt paraméterrel
folytattuk, egyszer viszont ω = 2-vel. Ennek során számoltuk azon lépések it(ω)
számát (beleértve az ω = 1-féle lépést), amely elegend® ahhoz, hogy a kiindulási
nyomás-hibát az euklideszi normában a 10−10-ed részére csökkentse.

N 4 8 16 32 64 128 256
it

(
τh
opt

)
14 20 26 31 35 39 41

q 0.1868 0.3153 0.4098 0.4728 0.5258 0.5458 0.5646
it(2) 62 58 55 56 55 55 53

q 0.6873 0.6722 0.6555 0.6603 0.6576 0.6540 0.6471

A táblázatban a q konvergencia rátát is mutatjuk. Ezt a nyomás e0 := ‖e(0)‖
kezdeti és em := ‖e(m)‖ végs® hibájának euklideszi normájából számítottuk ki:
q := (em/e0)1/m, ahol m = it(ω).

Ezekb®l az eredményekb®l kirajzolódik, hogy N → ∞ esetén q tart egy 0.6
körüli értékhez � és nem 1-hez. Ilyen értelemben a konvergencia h-tól független.

Következ®nek a [24]-féle konjugált gradiens módszert alkalmazzuk a diszk-
retizált (13) egyenletek megoldására.
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Különböz® diszkretizációkat vizsgálva kísérletileg kiderül, hogy olyan diszk-
retizáció egyenleteit hatékonyabban meg lehet oldani, amelyeknél a diszkrét Crou-
zeix�Velte-felbontás létezik.

Az alábbi táblázatban SG jelenti az eltolt rácsrendszer (staggered grid) app-
roximációját, Q1 a Q1 − Q1(macro)-végeselemeket [2] és CR az ismert Crouzeix�
Raviart-elemeket [3]. Itt is N = 1 + 1/h, emögött mutatjuk a megfelel® diszkrét
nyomás-tér dimenzióját (és igyekeztünk ezeknek lehet®leg közeli értékeket adni N
választásával). A kilépési kritérium most az volt, hogy a maradékvektor végs® és
kiindulási euklideszi normáinak hányadosa 10−10 legyen, és it az ehhez szükséges
lépésszám.

SG N(dimPh) 7(36) 12(121) 24(529) 46(2025)
it 10 12 14 15
q 0.0728 0.1307 0.1706 0.2043

Q1 N(dimPh) 13(36) 23(121) 47(529) 91(2025)
it 16 18 19 20
q 0.2292 0.2602 0.2930 0.3061

CR N(dimPh) 5(32) 9(128) 17(512) 33(2048)
it 19 23 26 27
q 0.2811 0.3647 0.4038 0.4225

Megjegyezzük, hogy a három módszer közül csak SG rendelkezik diszkrét Crou-
zeix�Velte-felbontással.

8. További feladatok

A homogén Dirichlet-feltétel mellett további peremfeltételekre sikerült a Crou-
zeix�Velte-felbontás meglétét úgy a Stokes-rendszer analitikus esetében, mint diszk-
retizációja után kimutatni, ld. [18]: pl. ha kétdimenziós esetben a tartomány
téglalap, és a vízszintes oldalokon Dirichlet-feltétel van, a függ®leges oldalokon
periodikus feltétel. Általános tartomány esetén olyan nemstandard, de hasznos
peremfeltétel is alkalmas a Crouzeix�Velte-felbontás megléte szempontjából, ahol
a sebesség normálkomponense és rotációja nulla a peremen.

Az az eset, amikor a peremnek egyik részén Dirichlet-, a másik részén Neumann-
feltétel adott, gyakori az áramlási feladatoknál, de nem vezet a három alteres Crou-
zeix�Velte-felbontásra. Ilyenkor viszont lehet tudni, hogy a spektrum [0, d]-ben van
(d = 2, 3), és ω = d/2 alkalmas iterációs paraméter.

Befejezésül megemlítjük, hogy van egy további fontos példa a Crouzeix�Velte-
felbontás hasznosíthatóságára: a linearizált rugalmasságtani egyenletek [18]:

−(2µ + λ) grad div ~u + µ rot rot ~u = ~f, x ∈ Ω,

~u = 0, x ∈ Γ.
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Amennyiben
µ > 0 és λ + µ ≥ 0,

akkor a Crouzeix�Velte-felbontás létezik. Itt
√

µ rot =: C̃,
√

2µ + λ div =: B̃,

A = B + C, B = B̃T B̃, C = C̃T C̃.

Ekkor a(~u,~v) = (A~u, ~u) szimmetrikus és pozitív de�nit (érvényes a Korn-féle egyen-
l®tlenség) :

a(~u, ~u) ≥ µ {(div ~u, div ~u)0 + (rot ~u, rot ~u)0} .
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THE STOKES PROBLEM AND THE CROUZEIX-VELTE DECOMPOSITION

Stoyan Gisbert

In this paper a survey of the author's and his disciples' results is presented on the research on
the discretizations for solving the �rst-type boundary value problem for the Stokes equations so
that the discretizations preserve the existence of a special 3-subspace orthogonal decomposition.
In this way not only a characteristic property of the analytic case is preserved, but also the
e�ciency of the iterative solution methods for the discretized equations is signi�cantly improved.
This technique is transmissible to other problems.
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