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A STOKES-FELADAT ES A CROUZEIX-VELTE-FELBONTAS

STOYAN GISBERT

Ebben a cikkben szeretnénk attekintést adni sajat és tanitvanyaink eredmé-
nyei felett: a Stokes-rendszerre vonatkozo els6faju peremérték feladat esetén olyan
diszkretizacidkat kutatunk, amelyekre létezik egy 3 altérbdl allo specialis ortogonadlis
felbontas. Ezzel nemcsak az analitikus megoldasnak egy jellegzetes tulajdonsagat
6rizziik meg, hanem lényegesen javul a diszkretizalt egyenletek iterativ megoldasi
modszereinek hatékonysiga. Mas feladatokra is atvihetd ez a technika.

1. A fizikai feladat

Az Gsszenyomhatatlan kiozegek aramlisat a kovetkez6 matematikai modell
irja le:

ot N
8—3+D(ﬁ)ﬁ+gradp — vAG+ T, (1)
divi =0, zeQelR? (2)
i = 0, zel, 0<t<T, (3)

ahol ¢ az id6, v a (kinematikus) viszkozités, @ a kozeg sebesség vektora, a D(@)d
sinercilis tag” olyan vektor, amelynek i-edik komponense div(u;@), tovabba p a
(kinematikus) nyomas, p f a kiils6 erck siirtiségét leir6 vektor, és itt p a stirdség.
A feladat dimenzidja d = 2,3, Q) az aramlasi tartoméany, amelynek I' peremérsl
feltessziik, hogy poligonalis és Lipschitz-folytonos.

A fenti (1)—(2) rendszert (6sszenyomhatatlan) Navier—-Stokes-egyenletrendszer-
nek hivjuk, ebbdl (1) az impulzus megmaradéasat adja (a konstansnak vett p-val
valé osztasa utan), és (2) a tomegmegmaradasi egyenlet, ugyancsak azutan, hogy
p = const-nak megfelelGen egyszertsitettiik.

A (3) peremfeltétel nem az egyetlen lehetséges, 1d. Gaspar Csaba cikkét ebben
a kotetben. Viszont a 8. pont kivételével minden alabbi eredmény erre az esetre
vonatkozik. Fizikailag arr6l van sz6, hogy az  dramlési tartomany fala zart és
nem mozog maga, és ehhez a falhoz tapad le a folyadék.
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(3)-on kiviil még tovabbi mellékfeltételek sziikségesek: mint kezdetiértéket az
(0, z)-et egész Q-ban kell el6irni, ezenkiviil a nyomés csak egy konstans erejéig
van meghatirozva: ha p megoldés, akkor p + c is az, tetsz6leges ¢ konstanssal.

Ha (1)—(3)-ban csak az id6t diszkretizaljuk, azaz szemidiszkretizaciot hajtunk
végre, akkor jutunk a kovetkezs alakra:

w @t

— — VAT + gradp’ = —D(@ Y@+ f,
T T
divi = 0, x € Q,
@ =0, zel, 0<j<m, m=T/r,

ahol @ at; := jT id6ponthoz tartozé sebesség approximéciéja. Mint kezdetiértéket
az @° = ii(x,0)-t kell el6irni minden = € Q-ra. Amit ezutdn minden j-re meg kell
oldani, az mér egy Stokes-tipusu feladat @’ és p’ meghatarozisara.

Ehhez kozel all a klasszikus Stokes-feladat:

— Ad+gradp = f, 4)
div =g, x €9, (5)
4 =0, zel. (6)

Itt a v viszkozitast 1-nek vettiik; tipikusan g = 0. (1)-hez képest eltint a % (mert
most az dramlas nem valtozik az idével) és az inercialis tag (mert ez kicsi sebességek
és kicsi derivaltjaik mellett masodrendd).

A (4)—(6) rendszer tehat olyan stacionariusan dramlo kozeg leirasat adja, amely-
nek sebessége kicsi. Ilyen helyzet mégis gyakorlatilag is érdekes lehet: pl. egy ipari
baleset révén a levegsbe jutott szennyez&des leginkdbb akkor silyos probléma, ha
a, szélsebességek kicsik.

(4)-(6)-bol a nyomaés egyértelmiien meg van hatarozva, megint csak egy tetszo-
leges additiv konstanst nem szamitva. Ugy, mint (1)—(3) esetén, ez arra mutat ra,
hogy a feladat szingularis. A megoldhatosagi feltétel megkaphato (5) integralasaval,
felhasznalva (6)-ot :

/g(x)dx:/divﬁdx:/ﬁ-ﬁds:o.
Q Q T

Ez azt jelenti, hogy g-t nem lehet tetszélegesen megadni, hanem az (2 feletti integ-
ralja nulla kell, hogy legyen. Fizikailag ez a feltétel azt fejezi ki, hogy a zart falban
draml6 kozeg esetén csak annyi tomeg keletkezhet, amennyi elttinik: az Gsszmér-
legnek nullanak kell lennie.

2. A gyenge megoldas

A (4)-(6) feladat tgynevezett gyenge megoldasaval foglalkozunk a tovabbiak-
ban, amikor is keresett @ € V, p € Q a szokasos V, Q) Szoboljev-terekkel [8]:

V= (HY Q)" Q= Ly(Q),
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és legyen
Ly o(Q2) := {q € Ly(9), /Qq(.r)d.r = O} .

Ezek Hilbert-terek, amelyekhez az alabbi ismert skalarszorzatok tartoznak:

(P, q)o =

és a kovetkezs normak:

),/

||y := (i, i 172,

,Ipllo = (p,p)o

Ezen jelolések segitségével felirhatd a kovetkezd variacios feladat, amely a gyenge
megoldast definialja (és egyben ez a végeselem modszer alapja is):
Keresett tehdt @ € V, p € Q ugy, hogy

a(i,¥) + b(¥,p) == (f,V)o minden ¥ € V-re, (7)
b(d@, q) := (9,9)o minden ¢ € Q-re, (8)

ahol teljesiiljon [, g(x)dz =0, és

Az atmenet (4)—(5)-b6l (7)-(8)-ra ugy torténik, hogy (4)-et skalarisan megszo-
rozzuk a U tesztlliggvénnyel, majd parcidlisan integraljuk (figyelembe véve a (6)
peremfeltételeket). (5)-6t a ¢ tesztfliggvénnyel szorozzuk meg és integraljuk.

A (7)—(8) variacios feladat megoldasa, tehat a gyenge megoldas létezik, ha f, g
olyanok, hogy v — (]‘?, ¥)o, ill. ¢ — (g, q)o folytonos linearis funkcionalokat definial
Ven, ill. Q-n. PL ha f € (La()% g € Lao(Q), 1d. [8] vagy [22], és mivel a
Lipschitz-folytonos 2 esetén teljesiil az ugynevezett ,inf-sup-feltétel”, 1d. 4. pont
lent.

Ez a gyenge megoldas akkor egyértelmit, ha a p-vel kapcsolatos konstanst
(1d. 1. pont) ugy hatérozzuk meg, hogy [, pdz =0, azaz ha p € Ly o(€).

3. A Crouzeix—Velte-felbontas
A vektoranalizis ismert azonossaga :

—A = —grad div + rot rot, (9)
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vagyis (V-t a V' lineéris funkcionalok terébe képezs operatorokkal)

A=B+C,
ahol A= —-A, B = —graddiv, C =rotrot,

és a homogén Dirichlet-féle peremfeltételek miatt igaz a kovetkezd ortogonélis
felbontas, [4], [23]:

(HY(Q)' =V =V oV eV, (10)
ahol az ortogonalitast a (H&(Q))d értelmében értjiik, mig

Vo :=kerdiv={w eV, divw =0},
Vi = kerrot = {w € V, rotw = 0}.

Itt a haromdimenziés esetben rot w a szokasos mddon értendd, viszont a kétdimen-

zi6s esetben rot w jeldli a gff — ‘37“:; skalart, amelyet néhol curl w-ként is jeldlnek.

Hogyan fligg dssze (9) és (10)?
Hasznaljuk a 2. pont jel6léseit és integraljuk parcialisan a (9)-b&l kovetkezs relaciot

(ﬁ, 17)1 = (7Aﬁ, 17)0 = (7 grad div ’LT, 17)0 + (I‘Ot rot ’J, 17)0
A homogén peremfeltételek miatt ennek eredménye
(,7); = (divd, div ¥)g + (rot @, rot ¥)g. (11)

Ha most 4 € kerdiv és ¥ € kerrot, akkor az egyenlGség jobb oldala nulla, vagyis
VoLV; = kerdiv L kerrot a V' tér skalarszorzatanak értelmében. Mind Vj, mind
V1 zart alterek a V Hilbert-térben, és a Vy @ V; altér ortogonalis kiegészitG altere
megint zart altér V-ben — amit Vg-nak jeloltiik.

4. A Schur-komplemens operator és az inf-sup-feltétel
Legyen megint A = —A, és mivel parciélis integrci6é alapjan grad adjun-

galtja —div, frhatjuk a B = —graddiv operdtort szorzatként mint BT B, ahol
B=—div: V—@Q, B =grad: Q — V’. Akkor a (7)—(8) variacios feladatunk

algebrai alakja:
A BT a\ _(F
B 0 p 9 )

A Laplace-operator esetiinkben pozitiv definit és szimmetrikus (a homogén Dirichlet-
féle peremfeltételeknek koszonhetSen), igy egyértelmien invertalhato:

7=A"" (f— BTp). (12)
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Ezt behelyettesitve:
g=BA ([~ B"p) = BAT' [~ Sp, (13)

ahol } 3
S:=BA'BT (=div(A);" grad) (14)

a Stokes-feladat Schur-komplemens operatora. (Itt a 0 index A~!-nél a homo-
gén peremfeltételre utal.) Ez az S operator @-ban mikédik és szingularis, mert
minden konstans nyomast a nullara képezi le, de a magteren kiviil, Ly o(92)-ban
egyértelmten és stabil médon invertalhaté, ha teljesiil az ,jinf-sup”-feltétel:
Van olyan 8y = Bo(Q2) pozitiv konstans, amellyel igaz
b(7, q)

inf  sup ————— > fo. 15
o2 o 5P Tl (15)

Ez a feltétel biztositott, mert Q Lipschitz-folytonos tartomany.
Ervényes ugyanis Necas tétele [12]: van olyan c=c(Q2) konstans, hogy a
—div¥ = ¢ egyenlet adott ¢ € Ly esetén olyan ¥ € V-vel megoldhaté, amelyre
igaz || < cllqllo-

Ekkor
b(@,q) = llallg e vl < cllalo,
igy
b(v, q 1 i 1
@0) 5 Lyl tehat o> L.
vev Ul c c

Az inf-sup-feltétel a Stokes—Schur-komplemens operator invertalhatosagat
jelenti Lo o(€2)-ban:

151l (A0,9)o  (BTq, A= B q)o o

ha 7 = A~' B¢ tetszoleges 0 # q € Lo o(Q) elemmel, igy S pozitiv sajatértékeinek

also korlatja 32 :
2 (M@0 \*_ (50,00
g <(— _ 50:9)
1711 llqllo 4115
Felso korlatja 1, mivel homogén Dirichlet-féle peremfeltétel esetén (1d. (11)) igaz

[ div &3 < || div o|g + || rot 7|5 = [|9]]3,

és innen kovetkezik

(5¢,9)0 _ <(diV?77 q>°>2 < (W))Q <1

a3 15111 ll4llo 15111
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A Stokes—Schur-komplemens operéator spektruméaroél, és azon beliil a legkisebb
pozitiv \; = (32 sajatértékrdl, szerezhetd részletesebb informacio a [23], [9], [7], [11]
cikkek alapjan. Innen tudhato pl., hogy (mindig homogén Dirichlet-féle peremfelté-
tel esetén) a sajatértékek [0, 1]-b6l valok, hogy a kétdimenzios esetben a spektrum
szimmetrikus 1/2-re (ha X sajatérték, akkor 1 — A is az, s6t, ha A € (0, 1), akkor ez
egyenld multiplicitas mellett érvényes). Maga az 1/2 végtelen multiplicitasa sajat-
érték, mint ahogyan 1 is ilyen. Tovabbé, A\; < % — %, ahol w a legkisebb bels§
sz0g < 7 a tartomany peremén. A spektrum tovabbi tulajdonsagait vizsgéiljak a
tartomany peremének fiiggvényében pl. a [26] és [27] cikkek. Amikor a peremen
egy m-t6l kiilonbozd belss szog fordul eld, a spektrumnak folytonos része is van.

A haromdimenzios esetnek megfelels S operator spektrumarsl lényegesen
kevesebbet ismeriink, 1d. pl. [5] és [23].

Befejezésiil arra mutatunk ra, hogy az egyenletek diszkretizécidja utan a stabi-
litashoz fontos a megfelels diszkrét inf-sup feltétel. Ekkor (15)-ben a megfelels
diszkrét terek allnak, és a By pozitiv konstans h-tol fliiggetlen, ill. a megfelels diszk-
rét S operator legkisebb pozitiv sajatértéke egy h-tol fiiggetlen konstanssal el van
valasztva a nullatél. Ezt a diszkrét inf-sup feltételt a diszkrét nyomés- és sebes-
ségtér alkalmas valasztasaval lehet biztositani, a diszkrét feltétel bizonyitasa nem
egyszert és a mindenkori alkalmas térkombinaciotdl fiigg [2].

5. Az algebrai és a diszkrét Crouzeix—Velte-felbontas

Legyenek most A, B,C € IR™*" szimmetrikus és pozitiv szemidefinit matrixok,
A= B+ C, de A pozitiv definit, ugy hogy (Au,v) skalarszorzat.
Ekkor
(Au,v) = (Bu,v) + (Cu, v).

Ebbdl azt latjuk, ugy, mint fent (11)-bél (legyen u € ker B, v € ker C stb.), hogy
érvényes (10) algebrai hasonmaésa, a kovetkezs ,algebrai Crouzeix—Velte-fel-
bontas”:

R" =kerBdkerC oW, (16)

ahol az ortogonalitast (A-,-) értelmében értjiik.
Ez az ortogonalis felbontas jellemezhetd sajatértékekkel. Legyen ugyanis

Mu = Bu  (ill. pAv = Cv). (17)
Ekkor egyrészt A = B + C miatt pu; = 1 — A;, masrészt
ker B = span (u(i), A= 0) ,
ker C' = span (u(i), Ai = 1) ,

W = span (u(i), Ai € (0, 1)) .
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Osszehasonlitva (10)-et és (16)-ot, azt latjuk, hogy a sebességi térben a 0 sajat-
értékek a divergenciamentes sebességeknek felelnek meg, az 1 sajatértékek a roté-
cibmentes sebességeknek. Tehat ami itt az algebrai esetben szerepel, az az ana-
litikus esetben is érvényes: a (10)-beli alterek indexeil erre a sajatértékekkel valo
jellemzésre utalnak.

A legérdekesebb a harmadik altér, Vg, ill. W, amelynek fliggvényei se nem
divergencia-, se nem rotacidmentesek. A [15] dolgozatban egyebek mellett tGbb
feltételt adtunk, hogy ez a harmadik altér mikor nem trivialis.

A (10) Crouzeix—Velte-felbontasnal ismertebb a Helmholtz—Weyl-felbontas [25],
amelynek alakja

Lo = kerdiv @ kerrot ©H.

Itt viszont a harmadik tér fiiggvényei divergencia- és roticiémentesek, azaz har-
monikusak. A kozos tulajdonsag az, hogy mindkét harmadik tér ,peremeffektu-
sokkal” kapcsolatos: egy harmonikus fliggvény mér peremértékeivel definialt, és a
V3 tér elemei biharmonikusok és a Neumann-peremértékeivel definidltak [15] (mig
Dirichlet-peremértékei homogének Vs C V-nek megfelelGen).

Amennyiben a fenti B matrix felbonthaté B = BT B alakban, akkor a p = Bu
transzformacioval (17)-bél nyerhetjikk az S := BA~'BT algebrai Stokes-Schur-
komplemens operatorra (vo. (14)-gyel) vonatkozd

Ap = Sp

sajatérték feladatot, és ezalatt a transzformécio6 alatt csak a nulla sajatérték multip-
licitasa valtozhat — maguk a sajatértékek nem. Ez a (4)—(6) feladat bizonyos meg-
felel diszkretizédcioihoz tartozé S operatorra azt jelenti, hogy a nyomas végeselem
térében az 1 sajatérték multiplicitdsa magas, a nulla sajatérték multiplicitasa 1.
Ko6zben az 1, ill. 0 sajatértékhez (17) révén tartozd sebességek a végeselem térben
rotaciomentesek, ill. divergenciamentesek.

Az algebrai Crouzeix—Velte-felbontas alapjan meg lehet mutatni, hogy valéban
vannak olyan differencia [13], [6], véges térfogat [20], [21] és végeselem approxima-
ciol [6], [15], [18], [19], [1] a Stokes-feladatnak, ahol az Gsszes feltétel (A = B + C,
A a —A operatornak megfelel§ matrix, tehat szimmetrikus és pozitiv definit stb.)
érvényes, igy diszkrét Crouzeix—Velte-felbontasrol is lehet beszélni.

Emellett a kétdimenziés esetnek olyan bevalt diszkretizaciéi is vannak, mint
[3], amelyeknek nincsen olyan 3 alteres felbontasuk, amelyben a rotéacio-, ill. diver-
genciamentes sebességek 1-1 alteret alkotnanak, kézben a hozzatartozé S matrix
spektruma nem [0, 1]-ben van — mint az analitikus esetben — hanem [0, 2)-ben (s6t:
h — 0 esetén vannak 2-hoz tarté sajatértékek) és magas multiplicitast sajatérték
nincsen.

6. Iteraciés modszerek a diszkrét Stokes-feladat megoldasara

Az algebrai Crouzeix—Velte-felbontds megléte nemcsak szép matematikailag,
hanem a numerikus megoldas soran elényos, mint ahogyan igazoltuk [14]-ben az
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Uzawa, Arrow-Hurwitz és a konjugalt gradiens modszerekre: gyorsabb konvergen-
cidra ad lehetséget és az Uzawa-, valamint az Arrow—Hurwitz-algoritmusok esetén
optimalis iteracios paraméterekre. (Specidlis esetben, az egységnégyzetben megfo-
galmazott Stokes-feladat ,staggered grid” approximacioja esetén, ilyen lehetGséget
mar [10]-ben is vizsgaltak.)
Példaként az Uzawa-iteraciot emlitjiik, amely a (12)—(14) egyenletek diszkréti-
zalt verzidjabol jon létre:
po adott, £ =0,1,...-ra:
Uy = Ail(f - BTpk)7
Prt1 = P+ w(Biy — g),

ahol w az iteraci6s paraméter.
Ez az un. egyszerd iteracio a (diszkrét) nyomas-térbeli (13) egyenlet megolda-
sara, ugyanis a masodik sort a harmadikba behelyettesitve kovetkezik

Pir = pr +w(BA(f = BTpp) —g) = (I — wS)pr + w(BA™ f — g).

Innen kapjuk a pj kozbiilsé nyomés ey := py — p hibajara (legyen p a diszkretizalt
(13) egyenlet pontos megoldasa), hogy

ex+1 = (I —wS)eg.

Ez a hibaegyenlet azonnal azt mutatja, hogy a diszkrét ker S térrel nem kell fog-
lalkoznunk. Ez az altér remélhetSleg (és megfelels diszkretizacio mellett valoban)
egydimenziés, mint az analitikus feladat esetén a konstans nyomésok altere, és
ex-nak ezen altérbeli része az iteracié alatt nem valtozik, igy pr-nak ezen része sem
véltozik. Akkor ez a rész po-tol fiigg, amely tetszolegesen valaszthaté — ami annak
felel meg, hogy a feladat szingularis.

A gyors konvergencia most a kovetkezskkel kapcsolatos:

1. Egyetlen w = 1-gyel végrehajtott legelsd iteracidval eltiintethets az 6sszes,
a magas multiplicitdsa 1 sajatértékhez tartozé fiiggvényrész a hibabdl,
hiszen ha v barmely az 1 sajatértékhez tartozo sajatvektora S-nek, akkor
érvényes (I — S)v = 0. Vagyis (a sebességek szintjén) eltlint az egész
diszkrét ker rot altér a hibabol.

2. Ezutan a maradékhiba mar W-ben van, igy csak (alacsony dimenziéja)
peremeflektusokkal kapcsolatos: W dimenzi6ja a perempontok szaméval
aranyos.

3. A Wh-re sziikitett operdtor spektruma h-t6l majdnem fiiggetleniil igen kes-
keny. Itt most fontos a spektrum hatarainak tudasa, és ha a W-re sztikitett
spektrum eleget tesz a

0<m< A < \P

min — “‘max S M
egyenl6tlenségnek, akkor m és M ismeretében az optimalis iteracios para-
2

méter szokasos moédon [16] w = 5-=7;-b6l szamithato.
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4. Ha a kétdimenzios esetben az el6z6khoz hozzajon, hogy a diszkretizaciod
is egy 1/2-re szimmetrikus spektrumot eredményez (a ,konform” véges-
elem esetben ez all fenn — st ebben az esetben a tulajdonsag fiiggetlen
a tartomanytol és triangulaciojatol [15]), akkor A\* = 1 — ',  tehat

2

min?
ebben az esetben az optimalis iteraciés paraméter w = = 2,

A AR

min

fliggetleniil a tartoménytoél és a trianguléciotol!

A kétdimenzios Stokes-feladat differencia és véges térfogat approximacioi rend-
szerint az S spektrumanak szimmetridjat 1/2-re nem adjak vissza. Ekkor tanacsol-
hato, hogy durva racson szamitsuk ki a A", Al - értékeit, majd finom racson

hasznaljuk, mert h-val csak lassan valtoznak.

7. Néhany szamitasi eredmény

Az alabbi szamszeri eredményeket [14]-bél idézziik. Elsonek tekintsiik a Stokes-
feladatot az egységnégyzetben, homogén elséfaji peremfeltételek mellett, felosztva
ezt a négyzetet (N — 1)2 kis négyzetre, mindegyik h = 1/(N — 1) hosszii oldalokkal.
A feladatot diszkretizaltuk az ismert eltolt racsrendszert differencia approximacio
segitségével, 1d. [6], [13] vagy [17], 342. o. Ekkor az S spektrumanak szimmetridja
1/2-re nem é&ll fenn, és példaul N = 256 esetén az optimalis iteraciés paraméter 2
helyett 1.84 volt.

Tovabba, létrehozva az adott diszkretizacibhoz egy algebrai Stokes-feladatot
ismert egzakt megoldéssal, a fenti elméletnek megfelelen egy Uzawa-lépést tettiink
w = l-gyel, majd ezutan egyszer a spektrumbdl kiszamitott Wopt paraméterrel
folytattuk, egyszer viszont w = 2-vel. Ennek sorén szamoltuk azon lépések it(w)
szaméat (beleértve az w = 1-féle 1épést), amely elegendd ahhoz, hogy a kiindulasi
nyomas-hibat az euklideszi norméaban a 10~ 1°-ed részére csokkentse.

N 4 8 16 32 64 128 256
o (h
it (o) | 14 20 26 31 35 39 11
q 0.1868 | 0.3153 | 0.4098 | 0.4728 | 0.5258 | 0.5458 | 0.5646
it(2) 62 58 55 56 55 55 53
q 0.6873 | 0.6722 | 0.6555 | 0.6603 | 0.6576 | 0.6540 | 0.6471
A tablazatban a ¢ konvergencia ratat is mutatjuk. Ezt a nyomas eg := ||e(?]]
kezdeti és e, := |e™| végsé hibajanak euklideszi normajabol szamitottuk ki:

q:= (em/e0)/™, ahol m = it(w).
Ezekbdl az eredményekbél kirajzolédik, hogy N — oo esetén ¢ tart egy 0.6
koriili értékhez — és nem 1-hez. Ilyen értelemben a konvergencia h-tél fliggetlen.
Kovetkezonek a [24]-féle konjugalt gradiens modszert alkalmazzuk a diszk-
retizalt (13) egyenletek megoldasara.
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Kiiloénbo6zs diszkretizaciokat vizsgalva kisérletileg kideriil, hogy olyan diszk-
retizacié egyenleteit hatékonyabban meg lehet oldani, amelyeknél a diszkrét Crou-
zeix—Velte-felbontas 1étezik.

Az alabbi tablazatban SG jelenti az eltolt racsrendszer (staggered grid) app-
Raviart-elemeket [3]. Itt is N = 1+ 1/h, emdgott mutatjuk a megfelels diszkrét
nyoméas-tér dimenziojat (és igyekeztiink ezeknek lehet6leg kozeli értékeket adni NV
valasztasaval). A kilépési kritérium most az volt, hogy a maradékvektor végss és
kiindulasi euklideszi normainak hanyadosa 10710 legyen, és it az ehhez sziikséges
lépésszam.

SG | N(dimP,) | 7(36) | 12(121) | 24(529) | 46(2025)
it 10 12 14 15
q 0.0728 | 0.1307 | 0.1706 | 0.2043

Q1 | N(dim P,) | 13(36) | 23(121) | 47(529) | 91(2025)
it 16 18 19 20
q 0.2292 | 0.2602 | 0.2930 | 0.3061

CR | N(dim P,) | 5(32) | 9(128) | 17(512) | 33(2048)
it 19 23 26 27
q 0.2811 | 0.3647 | 0.4038 | 0.4225

Megjegyezziik, hogy a hdrom mddszer koziil csak SG rendelkezik diszkrét Crou-
zeix—Velte-felbontassal.

8. Tovabbi feladatok

A homogén Dirichlet-feltétel mellett tovabbi peremfeltételekre sikeriilt a Crou-
zeix—Velte-felbontas meglétét gy a Stokes-rendszer analitikus esetében, mint diszk-
retizacidja utdn kimutatni, 1d. [18]: pl. ha kétdimenziés esetben a tartomany
téglalap, és a vizszintes oldalokon Dirichlet-feltétel van, a fiiggéleges oldalokon
periodikus feltétel. Altalanos tartomany esetén olyan nemstandard, de hasznos
peremfeltétel is alkalmas a Crouzeix—Velte-felbontés megléte szempontjabdél, ahol
a sebesség normalkomponense és rotacidja nulla a peremen.

Az az eset, amikor a peremnek egyik részén Dirichlet-, a masik részén Neumann-
feltétel adott, gyakori az dramlasi feladatoknal, de nem vezet a harom alteres Crou-
zeix—Velte-felbontasra. Ilyenkor viszont lehet tudni, hogy a spektrum [0, d]-ben van
(d=2,3), és w = d/2 alkalmas iteracios paraméter.

Befejezésiil megemlitjiik, hogy van egy tovabbi fontos példa a Crouzeix—Velte-
felbontéas hasznosithatosagara: a linearizalt rugalmassagtani egyenletek [18]:

—(2u+)\)graddiv17+urotrotﬁ:f, x €,
=0, zel.

S
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Amennyiben

w>06és A+ pu >0,

akkor a Crouzeix—Velte-felbontas létezik. Itt

Vprot =: C, V2u+ Adiv =: B,
A=B+C, B=B'B, c¢c=C"C.

Ekkor a(@, ) = (A, @) szimmetrikus és pozitiv definit (érvényes a Korn-féle egyen-
16tlenség) :

[10]

(11]

[12]

a(t, @) > p{(div i, div @)o + (rot @, rot @)} .
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THE STOKES PROBLEM AND THE CROUZEIX-VELTE DECOMPOSITION

STOYAN (GISBERT

In this paper a survey of the author’s and his disciples’ results is presented on the research on
the discretizations for solving the first-type boundary value problem for the Stokes equations so
that the discretizations preserve the existence of a special 3-subspace orthogonal decomposition.
In this way not only a characteristic property of the analytic case is preserved, but also the
efficiency of the iterative solution methods for the discretized equations is significantly improved.
This technique is transmissible to other problems.
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