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VEGESELEM MODSZER POLIMER-FOLYADEKOK
DETERMINISZTIKUS MODELLJEHEZ

DAVID KNEZEVIC, SULI ENDRE!

E cikkben megvizsgalunk egy oldott polimer-folyadékok dinamikajat lefro, tobb-
skalaja, csatolt Navier-Stokes (NS) és Fokker—Planck (FP) modell megoldasara
javasolt végeselem alapt modszert. A szakirodalomban nem sokan foglalkoztak a
probléma mienkhez hasonld, determinisztikus megkdzelitésével, mivel ez hihetetlen
szamitasi kihivast jelent amiatt, hogy a Fokker—Planck-egyenlet analitikus megol-
déasa egy nagyon sok valtozotol fiiggd leképezés is lehet. Példaul, haromdimenzids
4dramlés olyan szimulacidja esetén, amely polimer molekuldk sulyzé modelljén ala-
pul, egy olyan csatolt NS—-FP-rendszert kell megoldanunk, ahol a Fokker—Planck-
egyenletet hatdimenzi6s tartomanyon allitjuk fel.

A cikkben el6szor attekintjiik az NS—FP-modell fizikai és matematikai alapjait,
majd részletesen kidolgozzuk az altalunk javasolt determinisztikus végeselem alapt
megoldasi modszert. Bemutatunk néhany parallel szamitassal elért numerikus ered-
ményt azért, hogy modszeriink hatékonysagat demonstraljuk.

1. Bevezetés

A polimer-folyadékok dinamikaja fejlett kutatési teriilet, melyet tobb mint
hetven éve tanulményoznak. Az érdeklédést részben e folyadékok ipari és keres-
delmi alkalmazésai sarkalljak, de emellett a polimer-folyadékok dinamikija egyre
nagyobb figyelmet kap alkalmazott matematikaval és numerikus analizissel foglal-
kozoktdl e teriilet adta kiilonleges kihivasoknak koszénhetGen. Ugyanis a polimer-
folyadékok dinamikaja alapvet&en ,tobbskalaju”, hiszen ahhoz, hogy hiien model-
lezziik e folyadékok produkalta bonyolult rheolégiai tulajdonsagokat, kombin4l-
nunk kell a mikroszkopikus polimer molekuldk dinamikijat a folyadék egészének
dramlasival. Cikkiink elsGdleges célja az, hogy megprobéalja kiterjeszteni a tSbb-
skaldju modellek matematikai és szamitasi modszereit polimer-folyadékok eseté-
ben. A polimer-folyadékok természetes belsé bonyolultsiga, valamint a kapcsolodd
matematikai modellek tobbségének ennek eredményeképpen analitikusan nehezen
kezelheté volta miatt a numerikus megkdzelitések egyre nagyobb szerepet jatsza-
nak.

LA szerkesztSk kiszonetiiket fejezik ki Szilard Agnesnek (Rényi Alfréd Matematikai Kutat6in-
tézet) és Gaspar Csabdnak (Széchenyi Istvan Egyetem) az eredetileg angol nyelv{ kézirat gondos,
szakértd forditasaért.
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Cikkiinkben végeselem modszert dolgozunk ki oldott polimer-folyadékok
numerikus modelljeire. A modszer targyaldsat azonban a 2. részre hagyjuk, mivel
el6szor rovid attekintést adunk a polimer-folyadékok dinamikajat leiré elméletrol.
Determinisztikus megkozelitési modszeriinkbél eredd szamitasainkat a 3. részben,
mig kdvetkeztetéseinket és tovabbi terveinket a 4. részben targyaljuk.

1.1. Polimer-folyadékok

A polimer molekuldk — melyekre gyakran makromolekulaként hivatkoznak —
alap-szerkezeti egységek, Gin. monomerek, ismétldds lancabdl Allnak. E makromo-
lekuldk tulajdonsagai okozzak, hogy a polimer-folyadékok nagyon eltérSen visel-
kednek a newtoni folyadékokhoz képest. Viszko-elasztikus folyadékoknak hivjak
ezeket, evvel is kiemelve, hogy mind viszkézus, mind elasztikus tulajdonsagokkal
rendelkeznek. (Elasztikusak olyan értelemben, hogy ezek a folyadékok ,emlékeznek”
korabbi deformacidikra.) Ez a viszko-elaszticitas eredményez olyan egzotikus jelen-
ségeket, mint a nyirévékonyodas (shear-thinning), a radra maszas (rod-climbing)
és a csénélkiili szifon (tubeless syphon).

E cikkben oldott polimer-folyadékokkal foglakozunk, azaz feltételezziik, hogy a
polimer molekulak egy newtoni kézegben tsznak olyan alacsony koncentraciéban,
hogy az egyes polimer molekulakrol feltehets, hogy nem érintkeznek egyméssal.
Az ilyen folyadékok esetében a megmaradasi egyenletek ugyanazok, mint a newtoni
esetben, azaz a tomegmegmaradasra azt kapjuk, hogy

V-u=0, (1)

A rugalmassagi alaptérvény

g =—pl+n,(Vu+(Vu)")+ (3)

el

a folyadékon beliili fesziiltségi és deformacios tenzorok kozotti Gsszefiiggés newtoni
feltételeibdl adodik egy plusz tag hozzdadaséval. Ez a 1 tag, a polimer extra-
fesziiltsége, mely a polimer molekuldk jelenlétének készdnhets.

Tegyiik fel, hogy a folyadék az € fizikai tartoméanyon beliil marad, melyrél
feltessziik, hogy R? egy korlatos, nyilt részhalmaza, d = 2,3. Tegyiik fel tovabba,
hogy adottak valamilyen megfelel§ peremfeltételek 0Q2-an; példaul tapadé fal fel-
tételt tesziink fel vagy periodikus peremfeltételt. Akkor az (1-3) egyenletek a
Navier-Stokes-egyenletekre vezetnek, ahol T a forrds tag, s igy az a feladat, hogy
talaljunk u : (z,t) € @ x R — u(z,t) € RY ésp @ (z,t) € QA x R — p(z,t) € R
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leképezéseket, amikre

ou
p(aZ+u-Vu>—nsAu+vp=V~ Q% (0, 7] — ben, (4)

X

V-u=0 Q x (0,7] — ben, (5)

u(z,0) =up(z) Voell
A fenti egyenletben 7, a kdzeg viszkozitasi egyiitthatdja.

Ahhoz, hogy megoldjuk ezt az egyenletrendszert, meg kell hataroznunk 7-t.
A hagyoméanyos megkozelitésmod egy olyan alaptorvény (altalaban algebrai vagy
differencialegyenlet) felallitdsa, mely csak makroszkopikus mennyiségektdl fligg, s
amely Osszefiiggést ad T és a folyadék deformécios elGtorténete kozdtt [4]. Egy ilyen
alapegyenlet vagy alaptérvény alapulhat tisztan makroszkopikus megfontolasokon
is, de manapsag gyakoribb, hogy kinetikus elméletbél vezetik le, mivel a kinetikus
elméleten alapulé elemzés nagyobb modellezési szabadsagot biztosit és bizonyitot-
tan valosaghtibb modellekhez vezet. Azonban — a legegyszertibb eseteket kivéve,
mint amilyen a Hooke-féle silyzé modell (1d. az 1.2. részt) — ahhoz, hogy kineti-
kus elméleten alapulé modellbél tisztan makroszkopikus alaptorvényt allitsunk fel,
a modell kozelits lezartjaval kell dolgoznunk, ez pedig az alapmodell pontossagat
rontja [18].

Az, hogy hagyoményosan a kutatésok az alapmodell kozelits lezartjara foku-
szaltak, érthetd, mivel az olyan modellek megoldasainak kiszamitésa, melyek csak
makroszkopikus valtozoktol fiiggenek, sokkal kevesebb munkat igényel, s szdmos
esetben ({6leg egyszerti aramlasok esetén) e makroszkopikus modellek analitikusan
is megoldhatok. Azonban a rendelkezésre allo szamitasi lehetGségek robbanasszeri
megnovekedése miatt lehetévé és kivanatossa valt, hogy kozvetleniil a pontosabb,
tobbskalaju, a kinetikus elméletet a mikroszkopikus szinttel Osszekotd ,mikro—
makro” modellek alapjan szamitsunk. E cikk kozéppontjdban a tébbskalaja
modellek allnak; ezért a tovabbiakban nem foglalkozunk tisztan makroszkopikus
modellekkel. Le szeretnénk szdgezni azonban, hogy a makroszkopikus megkédzeli-
tésmod tovabbra is alapvetd része a folyadékok elméleti és numerikus rheologiai
kutatasanak, s a kapcsolodd szamitasok hatékonysaga, illetve a makroszkopikus
modellek matematikai kezelhet&sége biztositjak, hogy e modellek a belathato
jov6ben tovabbra is fontos szerepet jatszanak.

1.2. Polimer-lancok modelljei

Ahhoz, hogy kinetikus elméleten alapuld egyenleteket allithassunk fel a
polimer-folyadékok viselkedésének leirdsara, arra van sziikség, hogy az egyes poli-
mer molekuldkat egyszert modell irja le. Az elmult 6tven évben polimerek szamos
,durva-szemcsés” mechanikai modelljét vezették be (a legfontosabb példék targya-
lasat lasd Bird és munkatarsai [5] 10. fejezetében). A két leginkabb hasznalatos az
an. Kramer-ldnc [20], illetve a Rouse—Zimm-linc [28,34] modell. Mindkét modell
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golyok lancaként abrazolja a polimert. A Kramer-lanc esetében a golyokat merev,
tomeggel nem rendelkez$ rudak kotik Ossze, mig a Rouse—Zimm-lanc esetében
(F Kkifejtett erével rendelkezs) rugokat hasznalnak a golyok dsszekapcsolasara.

Ezen modellek numerikus szimulaci6ja azonban nagyon driga, mivel &ltaldban
nagy szabadsagfokkal rendelkeznek (koriilbeliil tizt6l tobbszazig). Ennek eredmé-
nyeképpen a legnagyobb figyelmet a polimer modellek hierarchidjanak legaljan allo,
legegyszertibb n. silyzo modell kapta. Ez a modell csak két golyobol all, melyeket
egy rugd kot Gssze. A sulyzot teljesen meghatdrozza a tomegkdzéppont g helye,
valamint a végpontjai kozotti ¢ vektor. Az z lehetséges értékeit (azaz értelme-
zési tartomanyat) fizikai térnek nevezziik (jele ), mig q-ét konfigurdcids térnek
(jele D).

Az 1. &brén lathato egy sulyz6 sematikus képe, s az ¢ és ¢ véltozokat is beje-
1o1tiik.

=

1. abra. A stlyzé modell két golyobol és egy Osszekotd rugobol all. A stlyzo
allapotat meghatarozza a tomegkodzéppont z helyzete és a végpontokat Gsszekots
q vektor.

A silyz6 modell egyszertisége ellenére is nagyon hasznos a polimer-folyadékok
viselkedésének leirdasakor. Ez azért van, mert a silyzot nyudjthatja és irdnyithatja
az aramlés, s e két tulajdonsag sok esetben nagyjabol meghatarozza a polimer-
folyadék rheoldgiai tulajdonsagait.
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A silyz6 modell fiigg az Gsszek6ts rugot leird erétorvénytsl. A két legaltala-
nosabban hasznalatos a ,Hooke-rugd”, ahol

Flg) =g,

illetve a végesen nyujthatd, nemlinedris, elasztikus (Finitely Extensible Nonlinear
Elastic (FENE)) rugé [33], melyre

E(Q):ﬁwf (6)

Fentebb mindkét egyenlet dimenzié nélkiili formajat irtuk fel.

Hooke-rugok esetében ¢ € R?, mig FENE-rugoknél ¢ € B(0,v/b), ahol B(0, s)
a d-dimenzids, origd kdzépponti, s sugart gémbdat jeloli, b pedig egy dimenzid
nélkiili paraméter, melynek értékkészlete altalaban [10,1000] (1d. [5]), s amely a
rugd maximélis megnyilésat hatarozza meg.

A Hooke-rugdk esetét széleskortien és alaposan tanulmanyozték, mivel ana-
litikusan megoldhato egyenletekhez vezet. Kiemeljiik példaul, hogy a jolismert
Oldroyd-B-modell, mely oldott polimer-folyadékok leirasira szolgal, s melyet ere-
detileg kontinuum-mechanikai meggondolasok alapjan allitottak fel [26], ekvivalens
a Hooke-féle mikro-makro stlyzé modellel [1]. Mivel azonban a Hooke-féle linea-
ris torvénynek elegettevd rugdk a valésagban nem nyujthatdk a végtelenségig, ez
a modell bizonyos esetekben, mint amilyen az erGsen nyjté hatési dramlas, nem
hasznalhaté.

Ilyen esetben hasznalhatjuk a FENE-modellt, melyben korlatozott a nyujtha-
tosdg. A FENE-modell valésaghtibb, mint a Hooke-modell, de a (nemlinearis)
FENE-modell hasznélatakor fel kell adnunk minden reményt arra, hogy zart
alakt analitikus eredményt kapjunk nem-egyensilyi aramlas esetében. Igy FENE-
rugoknal numerikus megkozelitésre van sziikség.

Célunk egy hatékony végeselem moédszeren alapulé numerikus eljaras kidolgo-
zésa és elemzése, melynek segitségével megoldhat6é az oldott polimer-folyadékok
olyan tobbskalaju modelljébél adédo egyenletrendszer, ahol a polimereket FENE-
rugéval Osszekotott sdalyzoknak képzeljik. Ez jelents kihivast jelent még dgy
is, hogy a siilyz6 modell a polimer molekuldknak egy elég durva megkozelitése.
Példaul, haromdimenzios dramlas esetén olyan egyenletrendszert kell megoldanunk,
ahol a Navier-Stokes és Fokker—Planck-egyenletek csatolt rendszert alkotnak, s
ahol a Fokker—Planck-egyenlet hatdimenzids, mivel az egyes silyzok szabadsagfoka
éppen hat: 3 az g és 3 a g valtozobol adéddan. Amennyiben az altalunk kidol-
gozott modszer sikeresen alkalmazhato a silyzé modellbsl kévetkezs egyenletekre,
akkor tovabbi kutatés célja lehet a modszer kiterjesztése golyo-rugd tipusd lancok
esetére.

1.3. A Fokker—Planck-egyenlet

A polimermolekula-konfiguracié ¢ valdszintiségi striségfiiggvényének evoluci-
0jat Fokker—Planck-egyenlet irja le. Az egyenlet részletesen kidolgozott levezetése

Alkalmazott Matematikai Lapok (2009)



156 DAVID KNEZEVIC, SULI ENDRE

megtalalhato Lozinski [22] Ph.D. dolgozataban és Barrett & Siili [2] cikkében. Most
csak a végeredményt idézziink. Tehat keressiik azt a

Vi (z,q,t) €Qx D x(0,T] — th(z,q,1) € Rxo
leképezést, amire

%f + (Vo) + V- ((gg - ;Af(g)) w) = %qup. (7)

A fenti egyenletben F jeloli a silyz6 Osszekots rugdja erejét, A pedig a polimerre
jellemz6 relaxacios idét. Minden (g,t) € Q x [0,T] pont esetén ¢(z, -, t) egy valo-
szinlségi siriségfliggvény, ezért kielégiti az alabbi normalizaciés feltételt:

D

A (7) egyenletet kiegeszitjikk a 1(z,q,0) = ¥o(z,q) kezdeti feltétellel és meg-
felels peremfeltételekkel. A (7) egyenlet viselkedése nagyon kiilonbozs a fizikai és
a konfiguricios térben, s a peremfeltételeknek ezt tiikrozniiik kell. Ugyanis a konfi-
guracios térben a (7) egyenlet parabolikus és altalaban homogén Dirichlet-perem-
feltételt adunk meg Q2 x dD-n, mivel a silyzé nem éri el a maximalis lehetséges
hosszat.

A fizikai térben azonban hiperbolikus egyenletet kapunk, s ezért, ha 9Q~ jeloli
a perem azon részét, ahol a folyadék bearamlik, akkor csak 9~ x D-n adunk meg
peremfeltételt. Ahhoz azonban, hogy csak a perem azon részén adjunk perem-
feltételt, ahol a folyadék bearamlik, ismerniink kell -t a peremen, folyasirannyal
szemben. Egy lehetséges megoldas, hogy periodikus hatarral dolgozunk. Egy masik
megoldas, hogy teljesen kifejlédott dramlést tételeziink fel a folyasirannyal szemben
azért, hogy az aramlés valdsziniiségi stirtiségfiiggvényét meg tudjuk hatarozni.

1.4. A polimer extra-fesziiltségi tenzora

A (7) egyenlet bevezetésének célja az volt, hogy segiségével ki tudjuk szami-
tani a 7(z,t) extra-fesziiltségi tenzort. Biller és Petruccione [3] kidolgoztdk azt
a képletet (az un. Kramers-képlet altalanositasat), mellyel 7 kiszamithato ¢-bol
inhomogén sebességmezd esetén:

(@6) = (L4 [ g F@wleg.0dg ) ®)
D

2

ahol n, az Un. polimerszam stirtiség, & a Boltzmann-alland6, és T az abszolit
hémeérséklet. A (8) egyenletbdl és a (6) kifejezésbdl lathato, hogy 7 szimmetrikus.
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Célunk szempontjabol hasznos a (8) képletet kifejesni az tn. polimer viszkozitds
segitségével, melynek jele 1, s melyet a newtoni folyadékok viszkozitdsdhoz hason-
l6an definidlnak. FENE salyzé modell esetében, v nyirésebességli nyiréaramlast
feltételezve, megmutathato, hogy a nyirdsiranyu fesziiltséget jol kozeliti

b+d+2>

3

Toy = YANRKT < 5

(1d. [5].) Igy a polimer viszkozités:

b+d+2
Np 1= AnpkT (H> .

b
A fentiek felhasznalasaval a (8) képlet a kovetekezét adja FENE stlyzokra:

re0 =2 (P52 (14 g0 Foviaanag

D

A csatolt NS-FP-egyenletrendszer id6ben globélis, gyenge megoldésai 1étezé-
sére vonatkozé analitikus eredményeket illetGen lasd Barrett, Schwab & Siili [1]
és Barrett & Siili [2] cikkeit, melyekben a vonatkozo elmélet fejlédésének részletes
leirdsa is megtalalhato.

Most, hogy éttekintettiik a csatolt NS-FP-rendszert és meghataroztuk r-t,
készen allunk e mikro-makro rendszer numerikus megoldasanak targyalaséra.

2. Polimer-folyadékok dinamikajanak numerikus megkozelitései

A numerikus rheolégia héskora kb. 1970-re tehets. A korai kutatésok sziik-
ségszertien kizarélag az 1. részben targyalt makroszkopikus megkdzelitéssel dol-
goztak, mivel ez a szamitasok szempontjabol sokkal kevésbé id6- és eszkozigényes,
mint a mikro-makro modszerek. A makroszkopikus szamitésok tipikusan a folya-
dékok dinamikéjanak szokisos szamitasi eszkozeit hasznaljak, mint amilyenek a
végeselem, végestérfogat és spektral modszerek. Az ilyen irdanyn kutatasok jelentds
mértékiiek, s a terlilet még mindig aktivan fejlddik; lasd Keunings [17] informativ
Osszefoglalojat.

Alternativ megkozelitésként, a kora 1990-es évektdl megnétt a tébbskalaja mo-
dellek (mint amilyen az 1. részben targyalt csatolt NS- és FP-egyenletrendszer) koz-
vetlen vizsgalatdnak népszertisége. A kulcstletet e téren Ottinger és Laso adtak
1992-ben (I1d. [21]), amikor azt javasoltak, hogy hasznaljuk ki a (7) Fokker—Planck-
egyenlet ekvivalenciajat a

dg(z,t) + u(x,t) - Vyq(z, t)dt =

= (st~ g Flate. ) at w0
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Ito sztochasztikus differencislegyenlettel, majd oldjuk meg a (9) egyenletet Monte-
Carlo tipust moédszerrel. Ez az 6tlet szamos moédszert eredményezett, melyeket
Osszefoglaléan sztochasztikus mddszereknek neveziink, s melyeket teljesen kidol-
goztak és polimer-folyadékok széles skalajanak modellezésére hasznaltak (1d. pél-
daul [15,16,27]). A sztochasztikus megkozelitésnek van azonban egy igen gyenge
pontja: a felléps sztochasztikus hiba csak lassan csokken (tipikusan O (N~1/2)
nagysagrendben, ha N — oo, ahol N a médszerben hasznélt pontok széma).

Ugyan kidolgoztak variacié csokkenté eljarasokat azért, hogy ezt a hibatagot
javitsak, de a sztochasztikus hiba jelenléte még eme eljarasok alkalmazasa utan is
hatranyt jelent, s elkeriilése fontos motivacids tényez6 a determinisztikus mddsze-
rekre valé atallasra. Masrészt azonban a sztochasztikus megkozelités egy jelentds
elénye, hogy jol illeszkedik a polimer-modell szabadsagfokaihoz — példaul t6bbszéaz
szabadsagfoku modellekkel is végeztek szamitasokat (1d. [18]).

Az e cikkben propagalt tobbskilaju megkozelitésként szeretnénk determinisz-
tikusan meghatarozni mind az u(z,t) sebességmezst, mind a ¥(z,q,t) slriség-
fiiggvényt. A legf6bb nehézséget a Fokker—Planck-egyenlet nagy diNmenziéjanak
kezelése jelenti, mely stlyzéval modellezett szuszpenzié haromdimenziés aramlasa
esetén hatdimenziés. Természetesen a dimenzié ndvekszik, ha olyan mechanikai
modellt alkalmazunk, melyben né a szabadsagfok. Viszonylag kevesen vizsgal-
tak ezt a megkozelitésmodot — nagy valészintséggel éppen a nagy dimenzidszam
volt elrettentd hatassal arra, hogy a FP-egyenletet kozvetleniil probaljdk megol-
dani. 1972-ben Stewart és Sgrensen gémbi harmonikus polinomokat hasznéltak a
Fokker-Planck-egyenlet megoldasara merev stlyzok oldott szuszpenziéjanak sta-
cionaris nyirédramlasa esetén (1d. [31]). Warner hasonlé modszert alkalmazott
FENE-tipust sulyzok nyirdaramlasanak tanulményozasara (1d. [33]), eredményeit
pedig 13 évvel késsbb Fan fejlesztette tovabb (1d. [12]). E korai tanulméanyok egy-
szertsitésképpen csak homogén aramlast vettek figyelembe, amikoris ¢ csak gest
fiiggvénye. Fan 1989-es cikke (Id. [13]) volt az elsG olyan munka, melyben determi-
nisztikus megkozelitéssel oldottak meg nem homogén u vektormezét. Ebben sikbeli
csatorna aramlast szimulélt goly6-rid tipust polimer modellt hasznalva. Amiatt,
hogy Fan golyo6-rad tipust modellbél indult ki szamitasai soran, kétdimenzios kon-
figurécios térrel kellett dolgoznia. S bar v fiiggott z-t6l, Fan egyszertsitésképpen
feltette, hogy u - V1, a fizikai tér konvektiv tagja, eltinik (azaz nulla). Fan ered-
ményeit a késébbiekben kiterjesztették tgy, hogy mér nem tették fel a fizikai tér
konvektiv tagjanak eltlinését — Nayak a fizikai térben klasszikus Galerkin-moédszert
hasznalt (1d. [25]), mig Grosso és munkatarsai dramvonal-diffaziés modszert hasz-
naltak a konvektiv tag kezelésére (1d. [14]).

Lozinski és Chauviére munkatéarsaikkal 2003-t6] kezd6dGen egy cikksorozatban
jelentGsen kiterjesztették a kurrens determinisztikus modszereket (1d. [8,9,22-24]).
Egy a szerzdk altal alkalmazott fontos eljaras az, hogy a Fokker—Planck-egyenletet
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minden idGintervallumban két részre bontanak:

AR ) 1 ~ 1 ~
Car Ve (e g5r0) ) = gy "
7/)7127;7/) + %” . viqp”Jrl =0. (11)

A fenti kifejezésekben 1) egy kozbenss értek, u” és K" = (V.u") pedig az n id6pil-
lanatban van kiértékelve.

Mi is alkalmazzuk ezt az operator felbontasi eljarast a Fokker—Planck-egyenlet
végeselem alapu megoldésa soran (ld. a 2.1.2. részt). Haromdimenzids aramlés ese-
tén példaul az eljaras azt eredményezi, hogy egy sor haromdimenziés feladatot kell
megoldanunk a ,teljes” hatdimenzos Fokker—Planck-egyenlet helyett. A dimenzid
ilyetén val6é csokkentése révén mérsékeljiik az tin. dimenziés atok hatisat, mely a
racspontok szaméanak (s ezaltal a probléma szamitési bonyolultsaganak) a dimenzié
novelésekor bekovetkezs exponencidlis novekedésére utal. Lozinski és Chauviére
[8,9, 23] cikkeikben megmutattik, hogy FENE sulyzo modell esetén az altaluk
javasolt determinisztikus eljards hatékonyabb a sztochasztikus megkozelitésnél
bizonyos, a szakirodalomban hasznalt tesztfeladat esetén. Példaul sikbeli csator-
nan beliili &ramlast vizsgaltak koralaku akadallyal (1d. 3.2. részt, ahol a problémat
targyaljuk). Egy sztochasztikus eljarast hasonlitottak Ossze determinisztikus
megoldasukkal és megmutattik, hogy a determinisztikus megkozelités jelentGsen
hatékonyabb volt a szamitisi koltségek szempontjaboél, valamint pontosabb is, a
sztochasztikus hiba hidnyanak koszonhetGen.

Lozinski és munkatarsai eredményei bebizonyitottdk, hogy alacsony dimen-
zi6s konfiguracios terd modellek esetén a determinisztikus megkozelités esetenként
jobban ,teljesit” a sztochasztikusnél. Az azonban még mindig nyitott kérdés, hogy
haromnal nagyobb dimenzidéju konfiguracios tér esetén a determinisztikus megko-
zelités mennyire hatékony.

2.1. Determinisztikus algoritmus mikro-makro modell esetére

Ebben a részben ismertetjiik a csatolt Fokker—Planck és Navier—Stokes mikro-
makro rendszer megoldasara kifejlesztett numerikus moédszeriinket. Megjegyezziik,
hogy Barrett, Schwab és Sili, illetve Barrett és Siili cikkeikben (1d. [1], [2]) szdmos
eredményt értek el e rendszer gyenge megoldasa létezésével kapcsolatban.

2.1.1. A Navier—Stokes-rendszer numerikus megkozelitése

Tekintsiik a Navier-Stokes-egyenleteket. Az egyszeriiség kedvéért legyen a (4)
egyenletben p = 1, és kovetve [6]-t a (4) és (5) egyenletek gyenge megfogalmazésa
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szerint keressiik (példaul homogén Dirichlet-peremfeltétel esetében) a

uwe V)= [H})(Q)}d és pell= qeL2(Q);/ng:0
Q

fiiggvényeket, amikre:

—|—/ -Vru)-vdx—l—/T:vadx:O, (12)

és

/ (Vs w)qdz = 0, (13)
Q

minden v € [V]? = x{_,V és ¢ € II esetén, ahol A : B = Z;{j:l AijBij az A
és B métrixok skaldrszorzata. Vegyes, esetleg nem homogén, Dirichlet-Neumann-
peremfeltétel esetén a peremfeladat gyenge alakja hasonlé, de a V' és II fiiggvény-
terek definici6i kissé megvéaltoznak. Az 1. részben téargyaltak szerint 7, a poli-
mer extra-fesziiltségi tenzora, kiszamithaté a Fokker—Planck-egyenlet megoldéasa-
bol. Ez az a kifejezés, mellyel a mikro és makro egyenletek csatolédnak.

A tovébbiakban feltessziik, hogy 7 egy adott forras tag. Az FP-egyenlet nume-
rikus megoldasi modszerének részletei, illetve T kiszdmitasanak lefrasa a 2.1.2. rész-
ben talalhato.

Ahhoz, hogy az NS-egyenletek gyenge forméajat végeselem modszerrel imple-
mentéljuk, (12) és (13) mindegyikét felbontjuk harom egyenletre, y = (ug, Uy, u,)
minden egyes komponensének megfelelen. Itt u, az u sebességmezs x kompo-
nense. FEkkor wug-re azt kapjuk, hogy meg kell taldlnunk az u, € V és p € II
leképezéseket, amikre

8um avm
/vadf—H?s/y;cUx'vivzdf—/p o dz:
Q Q

Q
vy Ovg Oy,

+/ (EL . vium) Vg d:f + / <Tm3x + Txyﬁ—y + Tm@z>d% =0, (14)

Q Q

és 5
Uy B

/q p dz =0, (15)

Q

minden v, € V és g € II esetén. Természetesen (14) és (15) hasonld csatolt
egyenletekre vezetnek u, és u, szerint.
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Legyen {¢1,¢9,...,6n} a V vektortér egy V" véges dimenziés alterének
bazisa, s hasonléan span{y,s,...,¥n} = [I". A vegyes modszer stabilitdsahoz
(vagyis a Babugka-Brezzi-féle inf-sup” feltétel teljesiiléséhez, 1d. [6]) a V" alteret
darabonkeét kvadratikus, folytonos fiiggvények alterének valasztjuk, mig I1" dara-
bonként linearis, folytonos fiiggvények altere. Térben és id6ben diszkretizalva az
egyenleteket azt kapjuk, hogy U;'(z) = >, utig;i(x) és P (z) = > P (z).
Itt az n fels6 index a t = t" = nAt plllanatban vett értékre, a nagybetus valtozok
pedig a megfelg folytonos valtozok diszkrét verzidira utalnak. Az U) és P"
valtozokat behelyettesitve a (14) és (15) egyenletekbe és id6ben retrograd Euler
modszert hasznélva azért, hogy az id&intervallumok mérete tetszéleges maradjon
stabilitas mellett, a diszkrét varidciés probléma a kévetkezs: minden n =0,..., M
esetén (ahol M = T/At) taldljunk olyan X" = (gg,g;‘,yg,gn)T e R3N+N
vektort, amire

Fi X”“ iu;ﬁl,j / (@@ + At (Y:c%‘ : NVa;dh')) dz
j=1

Q
N N 26,
n+1,5 . n+1,7 J
+At/ Zuw J¢j Zum ‘7%
Q J=1 J=1
N N
~ ;0
> | | S
j=1 j=1
N N
Yol e (Yo unt ”a‘ﬁﬁ ¢; dz
j=1 j=1 ~
0¢; 0¢; 09,
+At/7'm%—|—71y " + Ts 92 d%
Q
N’ 96
—Ath§L+1/¢jaTda:—Z/ T¢j¢idz =0, (16)
Jj=1 Q J= 19
és
N
; 9,
i’ X71+1 / i/ij _
G z; v+ dg =0, (17)
Q

minden ¢;,i=1,...,N, és y,i' =1,...,N’, esetén.  Egyszeriisitésképpen
Fi(X™HY), valamint GE(X7™H1) jelsli a (16), illetve (17) egyenlet bal oldalat,
s hasonloképpen definidljuk az Fj(X"*1), FI(X"t!) és GZ(Q(”H), G (Xt
kifejezéseket u,, illetve u, esetén. A (16) és (17) egyenletek, illetve az y és
z véaltozd szerinti megfeleléik mindegyike egy vektort hataroz meg, példaul
Fo(X) = (FNX),...,EN(X)T € RN. A G.,Gy,G. € RN vektorokat egyetlen
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G eRVN " vektorba egyesitjlik, melyet

N

Xﬂ+1 Z ’U/;H_l’j /wz/%dx + UZ+1’j /wz’%d
or ~ ‘ Oy ~
j=1 Q Q

+’uz+17j/z/;i/% dz | =0
0z ~
Q

hataroz meg.

Legyen H = (F,, Fy, F.,G)" € R3N+N" - Ahhoz, hogy kiszamithassuk a diszk-
rét NS-rendszer megolddsat az n + 1. pillanatban, a H(X""') = Q nemlinearis
egyenletrendszert kell megoldanunk. Ehhez Newton-moédszert hasznalunk. Jel6lje
J a rendszer Jacobi-determindnsat. A J maétrix elemeit H(X"!) vektor X"*!
komponensei szerinti derivaltjai segitségével szamitjuk ki. Tegyiik fel, hogy az
X"+ megoldas vektorunkat tigy rendezziink, hogy az els6 N komponense meg-
egyezik az u”*! vektor komponenseivel, akkor 1 < 4,5 < N esetén

OFL(X™H)
Jij = /¢J¢7

a n+1j

dun+!
+ At (ns (Vats - Vutsi) + <¢7 . Nvmj) qbi) do

J tobbi elemét hasonldéan szamitjuk ki. FEzek utan feltéve, hogy a kozelits
megoldas k-dik iteraltja a t"™ pillanatban X7} és Newton moédszerét alkalmazva azt
kapjuk, hogy

JXpH = IXE - H (X,

A megel6z6 pillanatban kapott megoldast hasznalva kezdeti vektornak — amit
X”Jrl jelol —, iteraciot alkalmazva kiszamitjuk az Q(ZH vektorokat, amig csak
HXZI} Q(”HH < TOL igaz nem lesz. Itt ,, TOL” egy elére meghatarozott tole-
rancia értéket jeldl.

2.1.2. A Fokker—Planck-egyenlet numerikus megkozelitése

Ebben a részben egy végeselem alaptt modszert mutatunk be a (7) egyenlet
megoldésara. Els§ lépésként, a fentieket kdvetve, felbontjuk az operatort s igy
két egyenletet kapunk: egy konfiguracis térnek és egy fizikai térnek megfelelst
(1d. a (10), illetve (11) egyenleteket). Vegyiik észre, hogy ezek diszkretizalt egyen-
letek, mely a retrograd Euler-médszer eredménye. A Navier—Stokes esethez hason-
l6an ezt azért alkalmazzuk, hogy ne legyen korlatozva az id6intervallumok hossza.
A Fokker—Planck-egyenlet esetében nem elény6s a Crank—Nicolson-modszert hasz-
nalni, mivel a sebességmezst a t = t™ és nem a t = t"1/2 pillanatban szamitjuk
ki, s ezért, a kozelits megoldasok sorozata nem konvergal masodrendben At szerint,.
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Igy a haromdimenziés FENE stlyz6 modellre koncentralunk, bar a kétdimenzios
FENE esetben hasonl6 eredmények igazak, valamint a Hooke-féle stlyzo modell ese-
tében is. A haromdimenzios FENE sulyz6 modell esetében F'(q)-t a (6) egyenlet
hatarozza meg. -

A (10) egyenlet gyenge forméja alkalmazéasaval a konfiguracios térbeli feladat
a kovetkez6: talaljuk meg 1 € K-t, amire:

_ At _
/¢vdq+§/yq¢.yquq

D D
wo0 [0 (- gyrw) ) va = [uroas a9
D D

minden v € K esetén. A (18) egyenletben a diffazios tag parcialis integraldsa utan
megjelend perem-tag eltiinik a ¢|sp = 0 Dirichlet-feltétel miatt. Ezen kiviil, mivel
ebben a modellben feltessziik, hogy a silyzot alkotd két golyd megkiilonboztethe-
tetlen, e parcialis differencidlegyenlet megoldasa szimmetrikus lesz az origéra. Lasd
a [1,2] cikket e varidcios probléma K fiiggvényterének helyes valasztasardl.

Ahhoz, hogy a (18) egyenletet numerikusan megoldjuk, természetesen adodik,
hogy a D tartomanyt atirjuk gémbi koordinatak segitségével, azaz

q = (pcosBsinp, psinfsin g, p cos @)

ahol (p,6,¢) € (0,v/b) x (0,2r) x (0,7). Ekkor periodikus peremfeltétellel kell
dolgoznunk 6 szempontjabol, mivel a 6 valtozéd 27-vel vald elforgatisa az identitas
operator. Chauviére és Lozinski munkajat kovetve (1d. [9]) feltessziik, hogy v alakja

U(z,p,0,0,t) = Vo(p) alz,p, 0, p,1), (19)

ahol ¥o(p) = (1—p?/b)° és s egy pozitiv alland6. Ha s-t megfelelsen vilaszt-
juk, akkor a behelyettesités automatikusan homogén Dirichlet-feltételt ad, azaz
1 = 0 a 0D peremen, numerikusan stabil médon, az F fiiggvény p = Vb pont-
ban felleps szingularitasa ellenére. [8]-al egyetértésben, empirikusan belattuk, hogy
s = 2.5 esetén egy stabil numerikus rendszert kapunk, s ezt az értéket hasznaltuk
a 3. részben targyalt eredmények esetében.

Most tehat készen allunk arra, hogy implementéljuk a javasolt végeselem mdd-
szert egyenletrendszeriink esetében.

Legyen K, = {a: ¥ga € K} és tegylik fel, hogy K, ) a K, fiiggvénytér egy
véges-dimenzios altere {¢1,...,¢n} bazissal. Az alabbi lépések segitségével a (18)
egyenlet térben diszkretizalt verzidjat kapjuk « fiiggvényében:

(i) vegezzik el a (19) helyettesitést;
(i) legyen auy, = >, &;¢y;
(iii) legyen v = ¢y;
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(iv) ertekeljilk ki az integralokat a (p,0, @) € (0,vb) x (0,27) x (0,7)
tartomany felett.

Mindezek utén a kovetkezs egyenletrendszert kapjuk ¢ =1,2,..., N-re:

N \/5271' T 1
s [%@qﬁi At (yq. ((nq - 2Af(q)> %dy) bit
=1 % 0 0 - -
1 .
7 Va(Yod;) - Y«;@)] p*sinpdpdfdp =
\/527r ™
:///\Iloanqﬁipz sin ¢ dy df dp. (20)
000

Ezek utan a Fokker—Planck-egyenlet fizikai térbeli részét tekintjiik (1d. (11)).
A (19) egyenletbeli helyettesités utan ¥, kiemelhets az egyenlet minden egyes
tagjabdl, s igy a variaciés probléma a kovetkezSképpen alakul: meg kell talalnunk

azt az o™ fiiggvényt K,-ban, amire
/a”“v dz + At/ (u" - Vea" ™) vdg = /dv dz, (21)
) ) Q

minden K,-beli v esetén. Alkalmazva az o = 3" a;¢; és v = ¢; végeselem
diszkretizaciot (ahol span{¢y,...,¢n} = Ko C K,) azt kapjuk, hogy

N
Soaptt [ (@ + At Vai) sz = [ aouds, (22)
Jj=1 Q Q

i = 1,2,...,N esetén. Ez egy tisztdn hiperbolikus egyenlet Galerkin formaja.
Eddigi szamitasaink alapjan dgy tinik (Id. a 3. részt), hogy ez az egyszert mod-
szer elfogadhatd. Azonban nagyon el6nyos lenne a (21) egyenlet diszkretizalasara
egy, a klasszikus Galerkin-modszernél stabilabb, modszert hasznélni. Lozinski
és Chauviére ecélbol spektral elem alapta aramvonal-diffaziés (Streamline-Upwind
Petrov-Galerkin (SUPG)) modszert hasznaltak (1d. [9] és [10] a részletes leirasért).

Vegyiik észre, hogy (22) nem fiigg a konfiguracios térbeli helyzettsl. Ez egy
nagyon fontos részlet, mivel azt jelenti, hogy a (22) egyenlet szoftveres implementa-
lasakor a rendszer matrixat idélépésenként csak egyszer kell felallitanunk. Sajnos
a (20) egyenletnek nincs meg ez a tulajdonsaga, mivel x fiigg 2-t6l inhomogén
sebességmezdk esetén.

Miutan -t kiszamitottuk, a Kramers-képletet kell hasznalnunk a polimer
7(z,1) extra-fesziiltségének meghatarozasara, (z,t) € Q x (0,7] mellett. Ez egy D
feletti integral kiszamitasat jelenti, melyhez sziikségilink van a Kramers-képletre o
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fiiggvényében:
Vbor w
=6 |1+ [ [ [we
0 0 O
®wp74\11 o"(z, p, 0, ¢) sinpdpdhd
Wi g Yoo (@ e s ) sinpdep p>7 (23)

ahol ¢, = WTLM:T és w = (cos @ sin @, sin fsin @, cos ).
2.2. A numerikus moédszer implementaciéja

A teljes NS-FP megoldasi ,gépezetet” kiillonalld részekre bonthatjuk: a
,Navier-Stokes-megolddra”, a D konfiguricios térbeli ,Fokker—Planck-megoldora”,
az Q fizikai térbeli ,Fokker—Planck-megoldéra”, s végiil a Kramer-kifejezésre, amit
T kiszamitésara hasznalunk. Ezek mindegyikét implementaltuk a 1ibMesh nevi vé-
geselem konyvtart hasznalva. A 1ibMesh egy nyitott forraskodi, parallel szamitasi
modszert haszndldé, C++ nyelven irédott szoftver, melyet a ,University of Texas
at Austin” egyetemen fejlesztettek ki. Szamitasaink eredményeit a 3. részben
Osszegeztiik.

Az implementalés egy lényeges aspektusa, hogy hogyan kezeljiik az FP-egyenlet
hatvaltozos (azaz t-t is figyelembe véve hétvaltozos) o megoldasat. A kérdést
egyszerien kozelitettiik meg: az o megoldast minden egyes idébeli 1épésben egy
olyan matrixban taroljuk, melynek minden egyes sora egy konfiguraciés térbeli
racspontnak megfelels fizikai térbeli megoldas haromdimenzids keresztmetszetét
tartalmazza. Hasonldéan, minden oszlop egy konfiguricios térbeli keresztmetsze-
tet tartalmaz. Ezek utin o frissitése” az egyes keresztmetszetek egymads utani
frissitésével torténik.

Az alabbi lista a teljes szamitasi eljaras egy pontosabb leirdsat adja.
1.  Kezdetben a rendszert egyensilyi helyzetbe allitjuk az u(z,0) = 0 és

U(2,q,0) = heq(q) valasztassal. Itt 1heq(q) = C(1 — |g|2/b)b/2 és C egy
normalizacios allandé (1d. [5]). Legyen még 7(z,0) = 0, mivel egyenstlyi
helyzetben a polimer extra-fesziiltségi tenzora elttinik.

2. Vegyiink egy nem nulla beadramlasi peremfeltételt az u tovabbi peremfel-
tételeinek megfelels beallitasaval, és frissitsiik a sebességmezit a 2.1.1. be-
kezdésben targyalt Navier—Stokes-megoldé segitségével.

3. Frissitsiikk a-t D szempontjabol agy, hogy a fizikai tér haléja racspontjai
felett iteralunk, és a (20) egyenlet segitségével frissitjiik a konfiguracios
térbeli keresztmetszeteket.

4. Frissitsiik a-t © szempontjabol minden D-beli racspontra, a (22) egyenlet-
ben megadott Galerkin-implementacioé segitségével. Mint ahogy kordbban
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2. abra. Ez az adbra a Fokker—Planck-egyenlet megoldésanak operator felbontasos
modszerét illusztralja. Minden egyes id6beli lépésben elészor (a) frissitiink min-
den egyes konfiguracios térbeli keresztmetszetet, aztan (b) frissitliink minden egyes
fizikai térbeli keresztmetszetet.

is emlitettiik, ebben az esetben elég a rendszer matrixat egyszer felallitani
minden egyes idSintervallumra. Ez azt eredményezi, hogy a fizikai térbeli
frissitések lényegesen kevesebb CPU idé6t igényelnek, s a kiilénbség né a
feladat méretének novekedésével.

Frissitsiik 7-t a frissitett Fokker-Planck-megoldas alapjan, a (23) egyenlet
integralja kiszamitasaval, melyhez Gauss-kvadraturat hasznalunk.

Frissitsiik u-t — erre a frissitett 7 polimer extra-fesziiltségi tenzor van

hatassal. Térjiink vissza a 3. 1épéshez, és ismételjiik a 3—6 folyamatot,
n+l_on
amig valamely leallasi feltétel, mint példaul w < TOL, igaz nem

lesz.

A fenti algoritmus legnagyobb része az « leképezés konfiguracios térbeli frissi-
tésével telik. Nagyon fontos volna e lépés optimalizaldsa. Lozinski és Chauviére
[23]-ban egy olyan ,gyors Fokker—Planck-megold6t” dolgoztak ki, melynek koszon-
hetGen algoritmusuk teljes CPU id&igénye tobb mint 60-as szorzéval javult. Ezt a
(18) egyenletben levs, spektralis modszerbdl adodo, kifejezés atrendezésével érték
el, mellyel megmutattak, hogy szamos matrix és inverziik el6re kiszamithato, s ajra
és tjra felhasznalhaté minden egyes megoldas soran, ezzel drasztikusan csokkentve
a konfiguracios térbeli megoldasokhoz sziikséges munka mennyiségét. Ez azon-
ban nem alkalmazhaté végeselem megkozelités soran; viszont a végeselem modszer
egyik nagy el6nye, hogy segitségével szinte kizérélag ritka métrix algebrat tudunk
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(9) (h)

3. abra. Az (a) és (b) abran a 8 processzor kozotti terhelés megoszlasa lathato, a
fizikai és konfiguracios térbeli haloknak megfeleléen. A csatorna 2-beli {6 részének
egy x pontjahoz tartozo konfiguracios térbeli a keresztmetszete a (c) dbran lathato.
Ez a keresztmetszet hasonlit a nyiréaramlashoz tartozé FP-egyenlet megoldasara,
mint ahogy az varhato volt. A (d), (e) és (f) abrdkon u,, u, illetve p fiiggvények
stacionaris megoldasait lathatjuk, 7 komponenseit pedig az utolsé sorban (azaz

z
Teao-t & (g), Tay-t & () és Tyy-t az (i) abran).

Alkalmazott Matematikai Lapok (2009)



168 DAVID KNEZEVIC, SULI ENDRE

alkalmazni. Mivel ritka matrix inverze altalaban teljesen kitoltétt méatrix, nem
kivanatos ezeket explicite kiszamitani.

fgy tehat mas megoldast kell taldlnunk a Fokker-Planck-megoldé felgyor-
sitasara. Egy lehetség parhuzamos szamitasok (parallel computing) hasznalata.
A libMesh kényvtar ezt lehetévé teszi, és ez a megkozelités mar jo eredményeket
hozott nagy nagysagrendid szamitasok elvégzésekor (ld. a 3. részt). Egy mésik
Otlet (melyet a 4. részben targyalunk) az, hogy ritkitott térhalot (sparse grid)
hasznalunk azért, hogy csékkentsiik a konfiguracids térbeli racs szabadsagfokat, s
ezaltal cstkkentsiik a szamitésokhoz sziikséges idét.

3. Numerikus eredmények

Ebben a részben bemutatjuk a polimer dramlésok numerikus modelljei alapjan
kapott eredményeinket mind két-, mind pedig haromdimenziés esetben. A szami-
tasokat a 2. részben leirt végeselem moédszer segitségével végeztiik.

3.1. Kétdimenzos aramlas T alaka tartomanyban

Olyan T alaka tartomanyon beliili dramlast vizsgalunk, ahol mind a fizikai,
mind a konfiguracios tér kétdimenzids. A polimerek konfiguracios térbeli mozgasa
altalaban nem korlatozodik ugyanarra a kétdimenzios sikra, még a fizikai térbeli
laminaris sebességmez§ esetén sem, ugyhogy kétdimenziés konfiguracisés térrel dol-
gozni nem realis (1d. [9]). Most mégis ezt az esetet vizsgaljuk egyszertisités céljabal.
Periodikus peremfeltételekkel dolgozunk 2 leginkdbb bal oldali és leginkabb jobb
oldali szélén, jobbra tart6 hatarral a tartomany felsg szélén (tehat u, = 1 azon a
hatar-szakaszon) és homogén Dirichlet-peremfeltétellel a perem t6bbi részén. Az
aramlast a mozgb fal indukalja, igy hasonlit a nyiréaramlasra. S valoban, a 3(d)
abran lathatd, hogy a csatorna legnagyobb részén w, csak egy kicsit tér el egy
egyszerd nyirddramlés sebességmezejétdl. Itt a A = 1,b= 10,1, = 1.439 és n, =1
paramétereket hasznéltuk.

Ezt a szimuléciét a Texas Advanced Computing Centre szamitastechnikai
kézpont (http://www.tacc.utexas.edu) Lonestar nevd parallel szamitogépe
8 processzan futtattuk. 100 id&intervallumot kellett hasznalnunk, At = 0.05
léptékkel ahhoz, hogy elérjiik a 3. 4bran lathato stacionéris megoldast. A szamités
81 masodpercet vett igénybe idGintervallumonként, melynek 71%-a konfiguracios
térbeli, mig 23%-a fizikai térbeli frissitésekkel telt.

Folytonos bazisfiiggvényekkel dolgoztunk. A fizikai térbeli halé 1024 bi-kvad-
ratikus elemb6l (4257 racspontbol) 4llt, mig a konfiguracios téré 400 bi-kvadrikus
elembdl (1681 racspontbol).
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3.2. Henger koriili kétdimenziés aramlas

A kovetkezkben a szakirodalom egy standard probléméajat targyaljuk, melyet
gyakran hasznalnak viszonyitasi alapnak — polimer-folyadék henger koriili Stokes-
aramlasat; (1d. [9, 23] determinisztikus megkozelitéssel, spektral elemeket hasz-
nalva). Ismét feltessziik, hogy az aramlés laminéaris, és hogy a konfiguracios tér
kétdimenzios. A sebesség szempontjabol a kovetkezd megszoritdsokkal éltiink: a
bal és jobb peremen u, esetében parabolikus ki- és bedramlasi peremfeltételekkel
dolgoztunk, valamint tapad¢é fal feltétellel a hengeren és a csatorna falain. Ahhoz,
hogy a fizikai térben az FP-egyenletre a bearamlasnal peremfeltételt irhassunk eld,
ismerniink kell 1-t a peremen, dramléissal szemben. Ezért teljesen kifejlett aram-
lassal dolgozunk a perem kozelében, azaz a bedramlasi peremfeltétel parabolikus
formajaval. Igy a vonatkozé valoszintségi strtségfiiggvény az adott peremfeltételek
mellet kiszdmithato és bearamoltathatd 2-ba.

Amint az a 4. dbran lathato, csak a csatorna felét osztottuk fel a térhalo szem-
pontjabol és szimmetrikus peremfeltétellel dolgoztunk a tartomény vizszintes szim-
metriatengelye mentén. Ezt azért tehettiik meg, mert henger koriili Stokes-aramlés
mindenképpen szimmetrikus. A félhenger keresztmetszetét képezd félkor mentén
homogén Dirichlet-peremfeltételt alkalmaztunk v mindkét komponensére. A fizi-
kai tér geometridjat meghatarozd paraméterek a henger R sugara és a fél-csatorna
y-irdnya h szélessége. Mi az R = 0.5 és h = 1 értékekkel meghatarozott tarto-
méanyon dolgoztunk. A szimulécios paraméterek ebben az esetben A = 1, b = 20,
np = 1.439 és 1, = 1 voltak. Ahhoz, hogy eredményeinket Gssze lehessen hasonli-
tani a [23]-beliekkel a ki- és bearamlasi sebességprofilokat gy valasztottuk, hogy
az (n. Deborah-szdm (melyre De = Y ahol U az étlag be- és kidramlasi sebesség)
éppen 1.2 volt.

A 4. abran lathaté eredményeket ismét a Lonestar parallel szamitogép segit-
ségével kaptuk, ebben az esetben 10 processzort hasznalva. A fizikai és konfigura-
ciés térbeli terhelés megoszlasa a 4-es abran lathaté. 300 idGintervallumot kellett
hasznalnunk, At = 0.01 léptékkel ahhoz, hogy elérjiik a stacionaris megoldast.
Triangulalt fizikai térbeli haléval dolgoztunk a Triangle nevi halé-generdld szoft-
ver segitségével (ld. [30]), mely 1062 elembd] (2239 racspontbol) allt. Folytonos,
darabonként kvadratikus bézisfliggvényeket alkalmaztunk a sebességvektor kom-
ponensei esetében és folytonos, darabonként linearisakat a nyomasra. A fizikai és
konfiguracios tér hal6i 400 bi-kvadratikus elembdl (1681 racspontbol) alltak. Ez
a szamitas 49 masodpercet vett igénybe idSintervallumonként, melyek 71%-at a
konfigurécios térbeli, mig 24%-at a fizikai térbeli frissitések emésztettéek fel.

E viszonyitasi alapként hasznalt aramlés numerikus modelljei kozotti kiilonb-
ségek kimutatasara gyakran hasznaljak a henger koriili an. kézegellendlldsi tényezd
(drag factor) makroszkopikus mennyiséget. Ezt F™* jeloli; pontos definicioja meg-
taldlhato [23]-ben.

A fenti eredményekhez tartozo F* értékeket kiszamitottuk ¢ € [0, 3] esetében és
az igy kapott adatokat az 5. abran foglaltuk Gssze. Ez megegyezik a [23] cikkben
kozolt eredményekkel De = 1.2 esetén.
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0]

4. abra. Az (a) és (b) dbran a 10 processzor kozotti terhelés megoszlasa lathato.
A stacionéris megoldashoz tartozo6 sebesség u, és u, komponensei, valamint a nyo-
mas a (c), (d), illetve (e) abran, a 744, 7oy és T,y komponensek az (f), (g), illetve
(h) abran lathatoak. Annak illusztralasara, hogy az FP-egyenlet konfiguracios tér-
beli megoldasa hogyan fligg a fizikai térbeli helyzettdl, az (i) és (j) abran « két
kiilénb6z6 D-beli keresztmetszete lathato.
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7.5 1

Drag Factor

B3 1

P

5. abra. Az kozegellenallasi tényezs (drag factor) id6 szerinti fiiggvénye a henger
koriili &ramlés esetében.

3.3. Haromdimenzi6és modell

Végiil tekintsiik a haromdimenziés dramlas esetét. A fizikai tér ebben az eset-
ben egy téglatest alaku csatorna, s az dramlast ismét mozgéd fal peremfeltételek
indukéljak. A csatorna két végén periodikus peremfeltételekkel dolgozunk. Ebben
az esetben csak egy nem nulla sebességkomponensiink van és ez uy. A A b, 1,7,
szimulécids paraméterek ugyanazok, mint a 3.1. részben.

A konfiguracios tér haloja 10 x 10 x 10 darab téglatestbdl allt; folytonos,
darabonként tri-kvadratikus bazisfiiggvényeket alkalmazunk a sebesség esetében,
és folytonos, darabonként tri-linedrisakat a nyoméasra. A fizikai tér haloja megle-
hetésen durva volt: minddssze 4 x 4 x 4 darab téglatestbdl allt. A szimuléciot a
Lonestar parallel szamitégép & processzoran futtattuk, 60 idGintervallumot hasz-
nalva At = 0.05 léptékkel, s a szamitéds dtlagosan 129.9 mésodpercet vett igénybe
id6intervallumonként. A szamitéasi id6 megoszlasa hasonlit a kétdimenzids esethez:
a CPU id6 74%-a konfiguracios térbeli, mig 20%-a fizikai térbeli frissitésekkel telt.
Az o mez6t és a fesziiltségi tenzor komponenseit a 6. 4bran mutatjuk be.

A teljes haromdimenzios (azaz haromdimenziés fizikai és haromdimenzios kon-
figurdcios térrel) valo szamitas sok kihivéassal jar. Ismereteink szerint ez a jelen
munka az els6 olyan, ahol determinisztikus modszert hasznalnak teljes haromdi-
menzios modell kidolgozasara (Lozinski és Chauviére haromdimenzios konfigura-
cios és kétdimenzios fizikai teret vettek [8]-ban). Szandékunkban &ll ennél Gssze-
tettebb haromdimenziés aramlasok modellezése is; ez azonban nem egyszerd fel-
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(@) (h) (i)

6. abra. Az abran a kovetkez$ staciondris megoldasok lathatok: (a) uy (ug és
u, azonosan nulla, ezért ezeket nem abrazoljuk), (b) p, (c) a keresztmetszete a
konfiguracios térben, (d) 7oz, (€) Tay, (f) Taz, (8) Tyy, (h) Ty, (1) T2z
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adat. Az els6dleges nehézség abban all, hogy a térhal6 szabadsagfokianak néveke-
désével egyre t6bb egymas utani frissitésre van sziikség mind a konfiguréciés, mind
a fizikai térben.

A szdmitasokhoz hasznélt processzorok szamanak novelése legfeljebb allandé
érteken tartja az egyes frissitésekhez sziikséges id6t (ahogy a térhald finomodik),
de mivel t6bb frissitésre van sziikség — s6t, 1ényegesen tobbre, mivel harom dimen-
zibban a szabadsagfok gyorsan né —, a szamitashoz sziikséges teljes CPU id6 is néni
fog.

A késsbbiekben széndékunkban 4ll kiilonféle numerikus modszereket megvizs-
galni abbdl a szempontbdl, hogy ezen a problémén javitsunk.

4. Tovabbi tervek, végszo

Munkankat szamos teriileten fogjuk folytatni azért, hogy tovibbfejlessziik az
el6z6ekben bemutatott Otleteket. Ezeket targyaljuk ebben a részben.

Mint azt a 2. részben megjegyeztiik, az altalunk bemutatott determinisz-
tikus mikro-makro algoritmushoz sziikséges szamitasi id6 legnagyobb részét az FP-
egyenlet konfiguracids térbeli részének megoldasa viszi el. Ezért megkozelitésiink
hatasfokanak novelése érdekében szeretnénk az eljaras ezen részének optimalizala-
sara koncentralni. A [32] és [29] munkakat kovetve, erre egy lehetség a stabilizalt
ritkitott végeselem moédszerek hasznalata lenne. Ritkitott végeselem moédszerek
esetében az approximacioelméleti eredmeények (1d. [7] és [29]) azt mutatjak, hogy
e modszerek lehet&séget nydjtanak egy bizonyos pontossigi szint elérésére kisebb
szabadsagfok mellett, mint teljes szorzathild esetén, bar ekkor szigorubb sima-
sagi feltételekre van sziikség. Tovabbi elény, hogy a szabadsagfok csdkkenése né a
térhalé dimenzidjanak névekedésével. Amennyiben ritkitott térhalok alkalmazésa
lehetévé teszi a konfiguracios térbeli szabadsagfok cstkkentését, akkor ez jelentds
megtakaritast jelent, mivel nemcsak, hogy csikkentjiik minden egyes konfigura-
cios térbeli frissitésnél a feladat méretét, de csdkkentjiik a sziikséges fizikai térbeli
megoldas keresések szamat is.

Egy masik fontos kérdés, hogy kersztiilvihets-e determinisztikus megkozelitést
hasznalnunk olyan modellek esetében, ahol a konfiguraciés tér dimenzidja tobb
mint harom — mint példiul a Rouse-Zimm-lanc polimer modellen alapuloknal. Az
a véleményiink, hogy ritkitott térhalok alkalmazéisa ezt lehet&vé teszi. Valéban,

[11]-ben szamitasokat végeztek, éppen ezt a megkozelitést hasznalva, olyan egy-
szerd homogén nyir6aramlas esetén, ahol a konfiguraciés tér dimenzidja a hatot is
elérte. A lekozolt eredmények alapjin gy ttinik, hogy ritkitott térhalok alkalma-
zésa jelentGsen néveli a hatasfokot a teljes tenzorszorzat halé hasznélatdhoz képest.
Ritkitott térhalok alkalmazasa goly6-rugd tipusd polimerlanc modellek esetén egy
olyan érdekes téma, amit meg szeretnénk vizsgalni tovabbi munkéank soran.
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Kutatasaink egy masik fontos irdnya algoritmusunk matematikai elemzésének
finomitasa. Egy dolog, amit tisztazni kell, az az operdtor felbontas utani FP-
egyenlet gyenge forméjanak felirdsakor hasznélt fliggvényterek megvalasztasa. A
2. részben a fliiggvénytereket K-val és M-mel jelsltiik és semmit sem mondtunk
ezek struktirajardl. Ezen kiviil szeretnénk a determinisztikus algoritmus konver-
gencidjaval is foglalkozni. Lozinski és munkatéarsai (példaul [8,9,23]-ben) az alta-
luk targyalt determinisztikus megkézelités esetében megfigyelték, hogy a megoldas
konvergal a térhalé finomitasaval. Szeretnénk ezt a kérdést nagyobb matematikai
szigorral megvizsgalni. Ilyen iranya kutatdsainkat a [19] munkank Gsszegezi.

Szandékunkban all még kielemezni, milyen hatassal bir 1(z,-,t) pontossiga
a relevans makroszkopikus mennyiségekre. Mivel a 1 fiiggvényt a g véltozo sze-
rint 4tlagoljuk ahhoz, hogy kiszamitsuk 7-t, valoszind, hogy ¢ poﬁtosséga q-ra
nézve kevésbé fontos, mint z-re és t-re nézve. Amennyiben sikeriil kidolgoznunk
a mikroszkopikus és makroszkopikus valtozok diszkretizacidjainak (esetleg adap-
tiv) finomitasai kozotti pontos Osszefiiggeést, akkor lehet6vé valna a szémitashoz
sziikséges eszkoztk és erdforrasok (pl. id6, tarhely) hatékonyabb beosztasa.

Jelen cikkiinkben megvizsgaltunk egy, oldott polimer-folyadékok dinamiké-
jat leir6, tobbskal4aju Navier—Stokes Fokker—Planck-modell numerikus megoldésara
javasolt végeselem alapti modszert. Bemutattunk néhany szamitasi eredményt
azért, hogy modszeriink hatékonysigat demonstraljuk. A fentebb réviden tér-
gyalt tovabbi kutatési tervek megvalositasakor szandékunkban 4ll a determiniszti-
kus megkozelités maximalis kihasznalasa azért, hogy lassuk, felveszi-e a versenyt
az eddig kidolgozott sztochasztikus mddszerekkel a kiilonféle polimer-folyadékok
modellezésében.
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FINITE ELEMENT METHODS FOR DETERMINISTIC SIMULATION OF
POLYMERIC FLUIDS

Davip KNEzEVIC, EDRE SULI

In this work we consider a finite element approach to solving the coupled Navier-Stokes (NS)

and Fokker-Planck (FP) multiscale model that describes the dynamics of dilute polymeric fluids.
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Deterministic approaches such as ours have not received much attention in the literature because
they present a formidable computational challenge due to the fact that the analytical solution
of the Fokker-Planck equation may be a function of a large number of independent variables.
For instance, to simulate a 3-dimensional flow using the dumbbell model for polymers one must
solve the coupled NS-FP system in which the Fokker-Planck equation is posed in a 6-dimensional
domain. First we discuss the physical and mathematical foundations of the NS-FP model, then
we develop our deterministic finite element based approach in detail. Numerical results, obtained
using parallel computation, are presented to demonstrate the efficacy of our approach.
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