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SZTOCHASZTIKUS HÁLÓZATOKKAL KAPCSOLATOS, RITKÁN
BEKÖVETKEZ� ESEMÉNYEK VALÓSZÍN�SÉGBECSLÉSE
EXPONENCIÁLIS, ILLETVE BÉTA ELOSZLÁS ESETÉN1

GOUDA ASHRAF2 ÉS SZÁNTAI TAMÁS3

A dolgozat sztochasztikus hálózatokkal kapcsolatos, ritkán bekövetkez® esemé-
nyek valószín¶ségbecslésével foglalkozik. Ehhez hatékony eszköznek bizonyul a jól
ismert fontosság szerinti mintavétel (Importance Sampling, IS). Az IS alapgondo-
lata az, hogy a véletlen rendszert módosított paraméter halmaz mellett szimuláljuk,
mely által a különben ritkán bekövetkez® esemény nagyobb eséllyel következik be.
A legnagyobb probléma az, hogy az IS-eljárásban használandó optimálisan módo-
sított paraméter halmazt, az úgynevezett vonatkoztatási paramétereket általában
nehéz meghatározni. Az IS-eljárás ezen problémájának megoldására Rubinstein
(1997) kidolgozta a kereszt entrópia (Cross Entropy, CE) módszert, majd a mun-
katársaival együtt alkalmazta azt sztochasztikus hálózatokkal kapcsolatos, ritkán
bekövetkez® események valószín¶ségbecslésére exponenciális eloszlás esetén (lásd De
Boer, Kroese, Mannor és Rubinstein (2002)).

Ebben a dolgozatban teszteljük ezt a szimulációs eljárást közepes- és nagyméret¶
sztochasztikus hálózatokra, valamint a nyers Monte Carlo (Crude Monte Carlo,
CMC) szimulációval történ® összehasonlításával megadjuk annak hatékonyságát.
A szóráscsökkentéses szimulációs algoritmus hatékonyságát a következ®képpen mér-
jük. Kiszámítjuk a becslés szórásnégyzetének és a meghatározásához szükséges
CPU-id®nek a szorzatát, majd ezt a szorzatot viszonyítjuk a CMC-módszerre számí-
tott hasonló szorzat értékhez. Ezt a mutatót eredetileg Hammersley és Handscombe
(1967) javasolták különböz® szóráscsökkent® algoritmusok hatékonyságának össze-
mérésére.

A dolgozat f® eredményeként kiterjesztjük a CE-módszert sztochasztikus háló-
zatokkal kapcsolatos, ritkán bekövetkez® események valószín¶ségbecslésére béta el-
oszlás esetén. Ekkor az IS-eloszlás vonatkoztatási paramétereinek meghatározásá-
hoz nemlineáris egyenletrendszer numerikus megoldására van szükség. Ezt Newton�
Raphson-iterációval tesszük meg, mikor is a vonatkoztatási paraméterek meghatá-
rozására fordított CPU-id® már nem hanyagolható el. Erre vonatkozó numerikus
eredményeket is megadunk a dolgozatban.

Kulcsszavak: kereszt entrópia (CE), fontosság szerinti mintavétel (IS), ritkán
bekövetkez® események, legrövidebb út probléma, exponenciális és béta eloszlás,
Newton�Raphson-módszer.

1Elhangzott a XXVII. Magyar Operációkutatási Konferencián, Balaton®szödön
(2007. június 7�9.).

2A BME Matematika Intézet volt PhD hallgatója
3A dolgozat megírásához vezet® munkát részben az OTKA T047340 számú pályázata támo-

gatta.
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1. Bevezetés

A sztochasztikus szimuláció hasznos eszköznek bizonyul a gyakorlatban, széles
körben alkalmazzák különböz® becslési feladatok megoldására. Hasznos segédesz-
köznek bizonyul továbbá sztochasztikus programozási feladatok numerikus megol-
dása során is, lásd Prékopa András sztochasztikus programozás könyvét, Prékopa
(1995). A könyv megjelenése óta Deák István, lásd Deák (2001), (2002), illetve
Fábián Csaba és Sz®ke Zoltán, lásd Fábián, Sz®ke (2007) dolgoztak ki sztochasz-
tikus szimuláción alapuló, illetve azt haszonnal alkalmazó, sztochasztikus progra-
mozási feladatokat megoldó numerikus optimalizálási algoritmusokat. Sok eset-
ben azonban a standard sztochasztikus szimuláció alkalmazása korlátokba ütközik.
A standard sztochasztikus szimulációval nem kezelhet® problémák egy fontos osz-
tálya az, amely ritkán bekövetkez® események szimulációját igényli. Mivel ezek
az események egy standard szimuláció során csak rendkívül ritkán következnek be,
olyan nagy elemszámú mintát kellene szimulálni, ami túl nagy CPU-id®t igényelne.
Ezért az elmúlt évtizedt®l kezd®d®en különböz® módszereket, eljárásokat fejlesz-
tettek ki a ritkán bekövetkez® események valószín¶ségbecslésére.

Lieber, Rubinstein és Elmakis (1997) és Rubinstein (1997) kidolgozták a CE
(Cross Entropy) módszert. Ez egy adaptív eljárás az IS (Importance Sampling)
eljárásban használt, úgynevezett vonatkoztatási paraméterek becslésére. A CE-
módszert úgy lehet tekinteni, mint egy modell alapú optimalizálási eljárást, amely
a következ® két fázisból áll:

1. Véletlen vektorok mintájának adott véletlen mechanizmus szerinti gene-
rálása.

2. A véletlen mechanizmus paramétereinek az eredmények ismeretében tör-
tén® megváltoztatása, hogy a következ® iterációban bizonyos értelemben
jobb mintát lehessen el®állítani.

A CE-módszer legfontosabb tulajdonsága az, hogy fejlett szimulációs módszeren
alapuló, szabatos matematikai keretet ad a vonatkoztatási paraméterek bizonyos
értelemben �optimális� aktualizálására. A ritkán bekövetkez® események valószí-
n¶ségbecslése pedig azért fontos feladat, mert ezzel garantálni lehet különféle mér-
nöki rendszerek megbízható m¶ködését. Tekintsünk példaként egy telekommuniká-
ciós rendszert, amely nagyon sok felhasználó hívásait fogadja. Normális m¶ködési
körülmények között bármelyik felhasználó hívását csak nagyon kis valószín¶séggel
utasíthatja vissza a rendszer. Ahhoz, hogy ezt a nagyon kis valószín¶séget becsülni
tudjuk, az egész rendszert nagyon hosszú ideig kellene valós m¶ködési körülmények
között szimulálni. Az ilyen valószín¶ségek becslésére jobb ezért az IS-eljárást hasz-
nálni, amely során a rendszert megváltoztatott paraméterekkel szimuláljuk úgy,
hogy a különben ritkán bekövetkez® esemény nagyobb valószín¶séggel következzen
be. Ennek az eljárásnak az alkalmazásában a legnagyobb nehézséget az okozza,
hogy általában nagyon nehéz a szimuláció során alkalmazandó m¶ködtetési para-
métereket optimálisan megválasztani. A CE-módszer el®nye az, hogy egyszer¶
adaptív eljárást ad a közel optimális vonatkoztatási paraméterek becslésére, mely
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által lehet®vé válik, hogy a rendszer módosított körülmények közötti szimulációjá-
val becsülni tudjuk az egyes hívások normális m¶ködési körülmények közti vissza-
utasításának a nagyon kicsi valószín¶ségét is, azaz, hogy alkalmazni tudjuk az IS-
eljárást. A CE-módszer egy további jó tulajdonsága az aszimptotikus konvergencia
is.

A dolgozat további részeiben a következ®k szerint fogunk haladni. A 2. szakasz-
ban a CE-módszer alap módszertanát ismertetjük. A 3. szakaszban exponenciális,
illetve béta eloszlású véletlen mennyiségekkel leírt sztochasztikus hálózatokban fel-
lép®, ritkán bekövetkez® események becslési eljárásait adjuk meg. Végül a 4. sza-
kaszban numerikus példákon hasonlítjuk össze a nyers Monte Carlo-módszerrel és
a CE-módszerrel meghatározott vonatkoztatási paraméterekkel m¶ködtetett IS-
eljárással nyert becslések hatékonyságát.

2. A CE-módszeren alapuló IS-eljárás általános módszere

Ebben a szakaszban röviden áttekintjük azokat az alapelveket, amelyek a rit-
kán bekövetkez® események valószín¶ségbecslésre alkalmazott CE alapú IS-eljárás
helyességét igazolják. Tekintsünk egy véletlen rendszert, amelyet az X térben érté-
keket felvev® X véletlen vektor ír le. Legyen f(x,v) egy, az X tér fölötti paramé-
teres s¶r¶ségfüggvény család. Tegyük fel, hogy a rendszert leíró X véletlen vektor
s¶r¶ségfüggvénye f(x,v?), ahol v? egy rögzített paraméter vektor. Legyen S(X) a
vizsgált véletlen rendszer egy jellemz®je, és keressük annak a valószín¶ségét, hogy
S(X) értéke nagyobb, mint egy γ valós szám. Így tehát diszkrét esemény szimulá-
cióval becsülnünk kell az

L = P (S(X) > γ) = E[H(X)] (1)
valószín¶séget, ahol E a várható érték és H (x) az alábbi karakterisztikus függvény:

H(x) = I{S(x)>γ} =





1, ha S(x) > γ,

0, különben.

Az (1) valószín¶ség közvetlenül is becsülhet® CMC-szimulációval, ha veszünk egy
X(1), . . . ,X(n) mintát az f(x;v?) s¶r¶ségfüggvénnyel de�niált valószín¶ségelosz-
lásból és kiszámítjuk L-re az alábbi torzítatlan becslést:

L̂ =
1
n

n∑

i=1

H
(
X(i)

)
.

Ha azonban γ elég nagy, akkor az L valószín¶ség nagyon kicsi tud lenni, és ekkor
az {S(X) > γ} esemény ritkán bekövetkez®nek lesz nevezhet®. Ebben az esetben
a CMC-szimuláció az L érték elég pontos becsléséhez nagyon nagy mintát fog igé-
nyelni, azaz n-nek nagyon nagynak kell lenni. Egy másik lehet®ség az IS-eljárás
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alkalmazása, lásd Rubinstein és Melamed (1998), Rubinstein (1997) és Rubinstein
(1999). Ha az X(1), · · · ,X(n) mintát egy, az X tér fölötti tetsz®leges másik g(x)
s¶r¶ségfüggvénnyel de�niált valószín¶ségeloszlásból vesszük, akkor az L érték becs-
lését a következ®képpen kaphatjuk meg:

L̂ =
1
n

n∑

i=1

H
(
X(i)

)
W

(
X(i);v?

)
, (2)

ahol W (x;v?) = f(x;v?)/g(x) az úgynevezett likelihood hányados. Ennek a becs-
lésnek a torzítatlanságát a következ® átalakítás-sorozat igazolja:

L = P (S(X) > γ) = Ef [H(X)]

=
∫

I{S(x)>γ}f(x;v?)dx

=
∫

I{S(x)>γ}
f(x,v?)

g(x)
g(x)dx

=
∫

I{S(x)>γ}W (x,v?)g(x)dx

= Eg [H(X)W (X;v?)]

A g(x) s¶r¶ségfüggvény megfelel® választása mellett ezt a becslést IS-eljárásnak
nevezhetjük. A cél az, hogy a szimuláció alapjául szolgáló mértéket olyanra cserél-
jük, azaz a g(x) s¶r¶ségfüggvényt úgy válasszuk meg, hogy a (2) torzítatlan becslés
szórása a lehet® legkisebb legyen. Könnyen belátható, hogy ennek a problémának
a megoldását a

g(x) =
H(x)f(x;v?)

C
(3)

s¶r¶ségfüggvény adja, ahol a normáló tényez® értéke

C =
∫

H(x)f(x;v?)dx.

Ez azt jelenti, hogy a módosított szimulációhoz használható legjobb eloszlás az
eredeti f(x,v?) s¶r¶ségfüggvény által generált eloszlásnak a ritkán bekövetkez®
eseménnyel, mint feltétellel vett feltételes eloszlása lenne, hiszen a (3) s¶r¶ség-
függvénnyel alkalmazott IS-eljárás a keresett valószín¶ség nulla szórású, torzítatlan
becslését adná. Ezt az eloszlást azonban nem tudjuk használni, mivel a normáló
tényez®jét nem ismerjük, hiszen az éppen a becsülni kívánt valószín¶ség értékével
azonos:

C =
∫

H(x)f(x;v?)dx = Ef [H(X)] = P (S(X) > γ) = L.

Ezért csak arra törekedhetünk, hogy a (3) s¶r¶ségfüggvényt jól közelít® s¶r¶ség-
függvényt találjunk.
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Két valószín¶ségi mérték közti távolság mérésére a Kullback�Leibler-féle
kereszt entrópiát használhatjuk. Ez a következ®. Legyen g(x) és h(x) két s¶r¶ség-
függvény. Ezek Kullback�Leibler-féle kereszt entrópiája de�níció szerint

CE =
∫

g(x) log
g(x)
h(x)

dx. (4)

Ha g(x) és h(x) azonosak, akkor CE = 0, különben CE > 0.
A (3) optimális s¶r¶ségfüggvényt jól közelít® s¶r¶ségfüggvény keresésekor korlá-

tozzuk a �gyelmünket azokra, amelyek ugyanabba a paraméteres s¶r¶ségfüggvény
családba tartoznak, mint az eredeti. Így a feladatunk olyan v̂ paraméter vektor
keresése, hogy az f(x; v̂) s¶r¶ségfüggvény a lehet® legjobban közelítse a (3) s¶r¶-
ségfüggvényt. Ebb®l a célból helyettesítsük a (4) képletben a g(x) s¶r¶ségfüggvényt
az optimális (3) s¶r¶ségfüggvénnyel, a h(x) s¶r¶ségfüggvényt pedig f(x;v)-vel és
keressük azt a v̂ paraméter vektort, amelyre az így nyert kifejezés minimális érték¶:

v̂ = arg min
v

∫
CH(x)f(x;v?) log

CH(x)f(x,v?)
f(x;v)

dx

= arg min
v

[
∫

CH(x)f(x;v?) log CH(x)f(x,v?)dx

−
∫

CH(x)f(x;v?) log f(x;v)dx]

= arg max
v

∫
H(x) log f(x;v)f(x;v?)dx.

(5)

Ennek a maximalizálási feladatnak a közelít® megoldására Rubinstein (1997)
egy iterációs algoritmus dolgozott ki. Ehhez legyen v0,v1, . . . ,vk, . . . paraméter
vektorok egy sorozata, és annak vk elemével írjuk az (5) maximalizálási feladatot
a következ® alakba:

v̂ = arg max
v

∫
H(x) log f(x;v)f(x;v?)dx

= arg max
v

∫
H(x) log f(x;v)

f(x;v?)
f(x;vk)

f(x;vk)dx

= arg max
v

Evk
[H(x)W (x;v?,vk) log f(x;v)],

(6)

ahol
W (x;v?,vk) =

f(x;v?)
f(x;vk)

.

A következ® algoritmus Rubinstein CE-algoritmusának egy módosított válto-
zata, melyet De Boer és munkatársai dolgoztak ki (lásd De Boer at el. (2002)).
A módosítás az algoritmus 5. lépésében látható és egy új λ simító paraméter beve-
zetéséb®l áll.
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2.1. Algoritmus. Az általános CE-módszeren alapuló IS-eljárás.

1. Lépés. Válasszunk egy kezd® v0 paraméter vektort. Erre megfelel például
v0 = v?. Válasszunk egy nullához közeli ρ pozitív számot a rendszerjel-
lemz® függvény mintaértékei (1 − ρ) kvantilisének számításához. Legyen
k = 0, és menjünk a 2. lépésre az iteráció elkezdéséhez.

2. Lépés. Generáljunk egy f(x;vk) s¶r¶ségfüggvény szerinti X(1), . . . ,X(n)

véletlen mintát.
3. Lépés. Számítsuk ki a rendszerjellemz® függvény S(i) = S(X(i)) mintaér-

tékét minden i-re és rendezzük azokat nagyság szerint növekv® sorrendbe:
S(1) ≤ · · · ≤ S(n). Legyen γ̂k+1 a rendszerjellemz® függvény mintaértékei-
nek az (1− ρ) kvantilise, azaz γ̂k+1 = S([(1−ρ)n]), feltéve, hogy ez az érték
kisebb, mint γ. Különben legyen γ̂k+1 = γ.

4. Lépés. Ugyanezt a véletlen mintát használva, a

n∑

i=1

I{S(X(i))>γ̂k+1}W
(
X(i);v?,vk

)
O log f

(
X(i);v

)
= 0T . (7)

egyenlet megoldásával adjunk becslést a vk+1 vektorra.
5. Lépés. Simítsuk az új paraméter vektort az alábbi képlet szerint:

vk+1 := λvk+1 + (1− λ)vk,

ahol 0 ≤ λ ≤ 1 el®re rögzített simító paraméter.
6. Lépés. Ha γ̂k+1 = γ, akkor legyen az utolsó vk+1 paraméter vektor a

v̂ vonatkoztatási paraméter, és menjünk a 7. lépésre, különben legyen
k = k+1, és ismételjük a 2�6. lépéseket, ameddig el nem érjük a γ̂k+1 = γ
egyenl®séget.

7. Lépés. Generáljunk egy f(x; v̂) s¶r¶ségfüggvény szerinti X(1), . . . ,X(N)

véletlen mintát. Becsüljük a ritkán bekövetkez® esemény valószín¶ségét
az alábbi IS-becsléssel:

L̂ =
1
N

N∑

i=1

H
(
X(i)

)
W

(
X(i);v?, v̂

)
.

Ekkor a becslés becsült szórásnégyzete:
(

1
N

N∑

i=1

H
(
X(i)

)
W 2

(
X(i);v?, v̂

)
− L̂2

)
/N.
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3. Alkalmazás a legrövidebb út hosszára vonatkozó valószín¶ség
becslésére

A legrövidebb út probléma egy hálózat egy adott csúcsából egy másikba
vezet® legrövidebb út megkeresését jelenti. Az út mentén az egymás utáni
csúcsokat összeköt® éleknek mindig a haladási irányba kell mutatni. Az ilyen utakat
szokás irányított utaknak is nevezni. Tegyük fel, hogy adott egy G(N,A) véletlen
hálózat, ahol N a csúcsok halmaza és A az élek halmaza. Az élekhez tevékeny-
ségek X(1), . . . , X(n) véletlen id®tartamait rendeljük, miközben feltesszük, hogy
azok nemnegatívak.

Egy adott csúcsból, mondjuk O-ból megkeresni a legrövidebb utat egy másik
csúcsba, mondjuk R-be nem könnyebb, mint több, akár az összes csúcsból az R-be
vezet® legrövidebb utak megkeresése. Ezért gyakran de�niálják úgy is a legrövidebb
út problémát, mint az összes N -beli csúcsból egy rögzített R ∈ N csúcsba vezet®
legrövidebb út megkeresésének a feladatát. A továbbiakban amikor legrövidebb
útról beszélünk, azalatt mindig az O kiindulási csúcsból az R cél csúcsba vezet®
legrövidebb utat fogjuk érteni.

Tegyük fel el®ször, hogy az X(1), . . . , X(m) tevékenységi id®tartamok független,
α?

1, . . . , α
?
m várható érték¶, exponenciális eloszlású valószín¶ségi változók, ezért az

együttes valószín¶ségi s¶r¶ségfüggvényük a következ®:

f (x; α?) = exp


−

m∑

j=1

xj

α?
j




m∏

j=1

1
α?

j

.

Ekkor a (6) képletbeli likelihood hányados:

W
(
X(i); α?, αk

)
=

f
(
X(i); α?

)

f
(
X(i); αk

)

= exp


−

m∑

j=1

X
(i)
j

(
1
α?

j

− 1
αkj

)


m∏

j=1

αkj

α?
j

,

ahol αk = (αk1, . . . , αkm)T a k-adik iteráció paraméter vektora és X(1), . . . ,X(n)

egy az f(x;αk) s¶r¶ségfüggvény¶ eloszlásból vett véletlen minta. A f (x; α) s¶r¶-
ségfüggvény logaritmusa:

log f (x; α) = −
m∑

j=1

log αj −
m∑

j=1

xj

αj
.

αj szerinti parciális deriválás után:

∂ log f (x; α)
∂αj

= − 1
αj

+
xj

α2
j

.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2009)



24 GOUDA ASHRAF ÉS SZÁNTAI TAMÁS

Így a (7) egyenlet most a következ® speciális alakot ölti:
n∑

i=1

I{S(X(i))>γ̂k+1}W
(
X(i);α?, αk

) (
− 1

αj
+

xj

α2
j

)
= 0, j = 1, . . . ,m. (8)

A (8) egyenletb®l αj , j = 1, . . . , m explicit módon kifejezhet®, ezért a 2.1. algorit-
mus a következ®képpen alakul:

3.1. Algoritmus. A CE-módszeren alapuló IS-eljárás exponenciális eloszlás
esetén.

1. Lépés. Válasszuk kezdésnek az α0 = α? paraméter vektort. Legyen ρ egy
nullához közeli pozitív szám, melyet a rendszerjellemz® függvény minta-
értékei (1 − ρ) kvantilisének számításához használunk. Legyen k = 0, és
menjünk a 2. lépésre az iteráció elkezdéséhez.

2. Lépés. Generáljunk egy f (x; αk) s¶r¶ségfüggvény¶ exponenciális eloszlás
szerinti X(1), . . . ,X(n) véletlen mintát.

3. Lépés. Számítsuk ki az S(i) = S
(
X(i)

)
legrövidebb úthosszakat minden

i-re, és rendezzük ezeket monoton növekv® sorrendbe: S(1) ≤ · · · ≤ S(n).
Legyen γ̂k+1 a legrövidebb utak (1 − ρ) minta kvantilise, azaz
γ̂k+1 = S[(1−ρ)n], feltéve, hogy ez kisebb, mint γ. Különben legyen
γ̂k+1 = γ.

4. Lépés. Ugyanezt a véletlen mintát használva, az

αk+1,j =

n∑
i=1

I{S(X(i))>γ̂k+1}W
(
X(i);α?, αk

)
Xi

j

n∑
i=1

I{S(X(i))>γ̂k+1}W
(
X(i); α?, αk

) , j = 1, . . . , m.

explicit képletek segítségével adjunk becslést a αk+1 paramétervektorra.
5. Lépés. Simítsuk az új paraméter vektort az alábbi képlet szerint:

αk+1 := λαk+1 + (1 − λ)αk, ahol 0 ≤ λ ≤ 1 el®re rögzített simító
paraméter.

6. Lépés. Ha γ̂k+1 = γ, akkor legyen az utolsó αk+1 paraméter vektor az
α̂ vonatkoztatási paraméter, és menjünk a 7. lépésre, különben legyen
k = k+1, és ismételjük a 2�6. lépéseket, ameddig el nem érjük a γ̂k+1 = γ
egyenl®séget.

7. Lépés. Generáljunk egy α̂ paraméter vektorú, exponenciális eloszlású
X(1), . . . , X(N) véletlen mintát. Becsüljük a ritkán bekövetkez® esemény
valószín¶ségét az alábbi IS-becsléssel:

L̂ =
1
N

N∑

i=1

H
(
X(i)

)
W

(
X(i);α?, α̂

)
.
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Ekkor a becslés becsült szórásnégyzete:
(

1
N

N∑

i=1

H
(
X(i)

)
W 2

(
X(i); α?, α̂

)
− L̂2

)
/N.

Tegyük fel most, hogy az X(1), . . . , X(m) tevékenységi id®tartamok független,
α?

i , β
?
i , i = 1, . . . ,m paraméter¶, béta eloszlású valószín¶ségi változók, ezért az

együttes valószín¶ségi s¶r¶ségfüggvényük a következ®:

f (x; α?, β?) =
m∏

j=1

Γ
(
α?

j + β?
j

)

Γ
(
α?

j

)
Γ

(
β?

j

)
(

1
b− a

)α?
j +β?

j−1

×(xj − a)α?
j−1(b− xj)β?

j−1,

ahol
a ≤ xj ≤ b, α?

j > 0, β?
j > 0, j = 1, . . . , m.

A (6) képletbeli likelihood hányados a következ®képpen alakul:

W
(
X(i); α?, β?, αk, βk

)
=

f
(
X(i);α?, β?

)

f
(
X(i);αk, βk

)

=
m∏

j=1

Γ
(
α?

j + β?
j

)

Γ
(
α?

j

)
Γ

(
β?

j

) Γ (αkj) Γ (βkj)
Γ (αkj + βkj)

(b− a)αkj+βkj−α?
j−β?

j

× (b−X
(i)
j )β?

j−βkj (X(i)
j − a)α?

j−αkj .

Az f (x; α, β) s¶r¶ségfüggvény logaritmusa:

log f (x; α, β) =
m∑

j=1

[log Γ(αj + βj)− log Γ(αj)− log Γ(βj)

+ (1− αj − βj) log(b− a) + (αj − 1) log(xj − a)

+ (βj − 1) log(b− xj)] .

αj szerinti parciális deriválás után:

∂ log f (x;α, β)
∂αj

= ψ(αj + βj)− ψ(αj)− log(b− a) + log(xj − a).

βj szerinti parciális deriválás után:

∂ log f (x; α, β)
∂βj

= ψ(αj + βj)− ψ(βj)− log(b− a) + log(b− xj).
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Itt

ψ (x) =
d log(Γ(x))

dx
=

d
dxΓ (x)
Γ (x)

az úgynevezett digamma függvény.
Így a (7) egyenlet most a következ® két egyenletrendszer alakját ölti:

n∑

i=1

I{S(X(i))>γ̂k+1}W
(
X(i);α?, β?, αk, βk

)
×

×
[
ψ (αj + βj)− ψ (αj)− log(b− a) + log

(
X

(i)
j − a

)]
= 0,

j = 1, . . . ,m

(9)

és
n∑

i=1

I{S(X(i))>γ̂k+1}W
(
X(i); α?, β?, αk, βk

)
×

×
[
ψ (αj + βj)− ψ (βj)− log(b− a) + log

(
b−X

(i)
j

)]
= 0,

j = 1, . . . , m.

(10)

A (9) és (10) egyenletrendszerekb®l azt kapjuk, hogy

ψ (αj + βj)− ψ (αj)− log(b− a) = Aj , j = 1, . . . , m (11)

ψ (αj + βj)− ψ (βj)− log(b− a) = Bj , j = 1, . . . ,m (12)

ahol

Aj =
−

n∑
i=1

I{S(X(i))>γ̂k+1}W
(
X(i); α?, β?, αk, βk

)
log

(
X

(i)
j − a

)

n∑
i=1

I{S(X(i))>γ̂k+1}W
(
X(i);α?, β?, αk, βk

)

és

Bj =
−

n∑
i=1

I{S(X(i))>γ̂k+1}W
(
X(i);α?, β?, αk, βk

)
log

(
b−X

(i)
j

)

n∑
i=1

I{S(X(i))>γ̂k+1}W
(
X(i); α?, β?, αk, βk

) .

Az αj , βj , j = 1, . . . , m változókra vonatkozó (11) és (12) nemlineáris egyen-
letrendszert Newton�Raphson-módszerrel oldjuk meg, jelölje a megoldásvektort
α̂j , β̂j , j = 1, . . . , m.
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3.2. Algoritmus. A CE-módszeren alapuló IS-eljárás béta eloszlás esetén.

1. Lépés. Válasszuk kezdésnek az α0 = α?, β0 = β? paraméter vektorokat.
Legyen ρ egy nullához közeli pozitív szám, melyet a rendszerjellemz® függ-
vény mintaértékei (1− ρ) kvantilisének számításához használunk. Legyen
k = 0, és menjünk a 2. lépésre az iteráció elkezdéséhez.

2. Lépés. Generáljunk egy f (x;αk, βk) s¶r¶ségfüggvény¶ béta eloszlás
szerinti X(1), . . . ,X(n) véletlen mintát.

3. Lépés. Számítsuk ki az S(i) = S
(
X(i)

)
legrövidebb úthosszakat minden

i-re, és rendezzük ezeket monoton növekv® sorrendbe: S(1) ≤ · · · ≤ S(n).
Legyen γ̂k+1 a legrövidebb utak (1 − ρ) minta kvantilise, azaz
γ̂k+1 = S[(1−ρ)n], feltéve, hogy ez kisebb, mint γ. Különben legyen
γ̂k+1 = γ.

4. Lépés. Ugyanezt a véletlen mintát használva a (11), a (12) nemlineá-
ris egyenletrendszer Newton�Raphson-módszerrel történ® megoldásával
adjunk becslést az αk+1, βk+1 paraméter vektorokra .

5. Lépés. Simítsuk az új paraméter vektort az alábbi képlet szerint:
αk+1 := λαk+1 + (1− λ)αk és βk+1 := λβk+1 + (1− λ)βk, ahol 0 ≤ λ ≤ 1
el®re rögzített simító paraméter.

6. Lépés. Ha γ̂k+1 = γ, akkor legyenek az utolsó αk+1, βk+1 paraméter vek-
torok az α̂, β̂ vonatkoztatási paraméter vektorok, és menjünk a 7. lépésre,
különben legyen k = k +1, és ismételjük a 2�6. lépéseket, ameddig el nem
érjük a γ̂k+1 = γ egyenl®séget.

7. Lépés. Generáljunk egy α̂, β̂ paraméter vektorú, béta eloszlású
X(1), . . . , X(N) véletlen mintát. Becsüljük a ritkán bekövetkez® esemény
valószín¶ségét az alábbi IS-becsléssel:

L̂ =
1
N

N∑

i=1

H
(
X(i)

)
W

(
X(i); α?, β?, α̂, β̂

)
.

Ekkor a becslés becsült szórásnégyzete:
(

1
N

N∑

i=1

H
(
X(i)

)
W 2

(
X(i); α?, β?, α̂, β̂

)
− L̂2

)
/N.

A CE-módszeren alapuló IS-eljárás alapgondolata az, hogy a ρ(>> L) para-
méter érték választásától függ®en létrehoz egy {v̂k} és egy {γ̂k} sorozatot, melyek
közül az els® tart az IS-eljárásban majd használandó vonatkoztatási paraméter
vektorhoz, a második pedig monoton nemcsökken® módon tart a ritkán bekövet-
kez® esemény megadásában szerepl® γ paraméter értékéhez. Sajnos azonban a ρ
paraméter helytelen megválasztásával az is el®fordulhat, hogy a ρ paramétert®l
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függ® minta kvantilisek értékeire a γ̂(vk, ρ) > γ̂(vk−1, ρ) egyenl®tlenség egyet-
len k értékre sem következik be, mikor is az eljárás nem konvergál. Ezért is
érdemes az eljárás alkalmazásakor nem túl kicsi ρ paraméter értéket használni.
Hogy ezt a problémát biztosan elkerüljük, azért a CE-módszeren alapuló IS-eljárás
következ® módosítását javasoljuk. Ha a γ̂(vk, ρ) minta kvantilis nem teljesíti a
γ̂(vk, ρ) > γ̂(vk−1, ρ) egyenl®tlenséget, akkor helyettesítsük a γ̂(vk, ρ) minta kvan-
tilist az el®z® γ̂(vk−1, ρ) értékkel, és azzal becsüljük a vonatkoztatási paraméter
vektorokat, ha pedig γ̂(vk, ρ) ≥ γ, akkor legyen γ̂(vk, ρ) = γ, és kezdjük el az IS-
becslés számítását. Minden más esetben menjünk a következ® iterációra, és addig
folytassuk az eljárást, ameddig a konvergencia meg nem valósul. Az alábbiakban
megadjuk a módosított algoritmus általános alakját, amely azután a korábbiakhoz
hasonló módon specializálható az exponenciális, illetve béta eloszlású tevékenységi
id®kkel bíró sztochasztikus hálózatokban a legrövidebb út problémával kapcsolatos,
ritkán bekövetkez® esemény valószín¶ségének a becslésére.

3.3. Algoritmus. Az általános CE-módszeren alapuló IS-eljárás módosított
változata.

1. Lépés. Válasszunk egy kezd® v0 paraméter vektort. Erre megfelel például
v0 = v?. Válasszunk egy nullához közeli ρ pozitív számot a rendszer-
jellemz® függvény mintaértékei (1− ρ) kvantilisének számításához.

2. Lépés. Generáljunk egy f(x;v0) s¶r¶ségfüggvény szerinti X(1), . . . ,X(n)

véletlen mintát. Számítsuk ki a rendszerjellemz® függvény S(i) = S
(
X(i)

)
mintaértékét minden i-re, és rendezzük azokat nagyság szerint növekv®
sorrendbe: S(1) ≤ · · · ≤ S(n). Legyen γ̂0 a rendszerjellemz® függvény
mintaértékeinek az (1 − ρ) kvantilise, azaz γ̂0 = S([(1−ρ)n]). Legyen
v1 = v0, k = 1, és menjünk a 3. lépésre az iteráció elkezdéséhez.

3. Lépés. Generáljunk egy f(x;vk) s¶r¶ségfüggvény szerinti X(1), . . . ,X(n)

véletlen mintát. Számítsuk ki a rendszerjellemz® függvény S(i) = S
(
X(i)

)
mintaértékét minden i-re, és rendezzük azokat nagyság szerint növekv®
sorrendbe: S(1) ≤ · · · ≤ S(n). Legyen γ̂k a rendszerjellemz® függvény
mintaértékeinek az (1− ρ) kvantilise, azaz γ̂k = S([(1−ρ)n]).

4. Lépés. Ha γ̂k ≥ γ, akkor legyen γ̂k = γ; különben, ha γ̂k < γ̂k−1, akkor
legyen γ̂k = γ̂k−1, és a (7) egyenlet megoldásával adjunk becslést a vk

vektorra.
5. Lépés. Simítsuk az új paraméter vektort az alábbi képlet szerint:

vk := λvk + (1 − λ)vk−1, ahol 0 ≤ λ ≤ 1 el®re rögzített simító para-
méter.

6. Lépés. Ha γ̂k = γ, akkor legyen az utolsó vk paraméter vektor a v̂ vonat-
koztatási paraméter, és menjünk a 7. lépésre, különben legyen k = k+1, és
ismételjük a 3�6. lépéseket, ameddig el nem érjük a γ̂k = γ egyenl®séget.

7. Lépés. Generáljunk egy f(x; v̂) s¶r¶ségfüggvény szerinti X(1), . . . ,X(N)

véletlen mintát. Becsüljük a ritkán bekövetkez® esemény valószín¶ségét
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az alábbi IS-becsléssel:

L̂ =
1
N

N∑

i=1

H
(
X(i)

)
W

(
X(i);v?, v̂

)
.

Ekkor a becslés becsült szórásnégyzete:
(

1
N

N∑

i=1

H
(
X(i)

)
W 2

(
X(i);v?, v̂

)
− L̂2

)
/N.

A ρ paraméter értéke központi szerepet játszik a CE-algoritmus konvergen-
ciájában, s®t a konvergencia várhatóan csak akkor valósul meg, ha ρ már �kell®-
képpen� kicsi érték¶. Annak az el®re történ® meghatározása, hogy milyen kicsi
ρ érték fogadható már el, igen nehéz feladat. Ezt a problémát áthidalandó ρ ér-
tékét adaptív módon lehet változtatni (lásd Rubinstein (1999), Homem-de Mello
és Rubinstein (2002)). A 2.1. algoritmus egy ilyen értelm¶ módosítását jelenti a
következ® algoritmus. Ehhez a következ® konstansok használatára van szükség:
ρ; (0.01 ≤ ρ ≤ 0.1), θ > 1.0, δ > 0.0 és 0.0 < λ ≤ 1.0.

3.4. Algoritmus. Az általános CE-módszeren alapuló IS-eljárás Homem-de Mello
és Rubinstein-féle módosítása.

1. Lépés. Válasszunk egy kezd® v0 paraméter vektort. Erre megfelel például
v0 = v?. Válasszunk egy nullához közeli ρ0 pozitív számot a rendszer-
jellemz® függvény mintaértékei (1− ρ0) kvantilisének számításához.

2. Lépés. Generáljunk egy f(x;v0) s¶r¶ségfüggvény szerinti X(1), . . . ,X(n)

véletlen mintát. Számítsuk ki a rendszerjellemz® függvény S(i) = S
(
X(i)

)
mintaértékét minden i-re, és rendezzük azokat nagyság szerint növekv®
sorrendbe: S(1) ≤ · · · ≤ S(n). Legyen γ̂0 a rendszerjellemz® függvény
mintaértékeinek az (1 − ρ0) kvantilise, azaz γ̂0 = S([(1−ρ0)n]). Legyen
v1 = v0, k = 1, és menjünk a 3. lépésre az iteráció elkezdéséhez.

3. Lépés. Az aktuálisan rendelkezésre álló mintát használva, a (7) egyenlet
megoldásával adjunk becslést a vk paraméter vektorra.

4. Lépés. Generáljunk egy f(x;vk) s¶r¶ségfüggvény szerinti új X(1), . . . ,X(n)

véletlen mintát, és legyen ρk = ρ.

5. Lépés. Számítsuk ki a rendszerjellemz® függvény S(i) = S
(
X(i)

)
mintaér-

tékét minden i-re, és rendezzük azokat nagyság szerint növekv® sorrendbe:
S(1) ≤ · · · ≤ S(n). Legyen γ̂k a rendszerjellemz® függvény mintaértékeinek
az (1− ρk) kvantilise, azaz γ̂k = S([(1−ρk)n]).

6. Lépés. Ha γ̂k ≥ γ, akkor legyen γ̂k = γ, és a (7) egyenlet megoldásával
adjunk becslést a vk paraméter vektorra. Legyen ez a v̂ vonatkoztatási
paraméter és menjünk a 8. lépésre.
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7. Lépés. Különben ellen®rizzük, hogy létezik-e olyan ρ̄ érték, hogy
S[(1−ρ̄)n] ≥ min {γ, γ̂k−1 + δ}.
7.1. Ha ρ̄ = ρk, akkor legyen k = k + 1, és ismételjük az iterációt a

3. lépést®l.
7.2. Ha ρ̄ < ρk, akkor legyen ρk = ρ̄, és menjünk az 5. lépésre.
7.3. Ha létezik ilyen ρ̄, akkor legyen n = θn, és menjünk a 4. lépésre.

8. Lépés. Generáljunk egy f(x; v̂) s¶r¶ségfüggvény szerinti X(1), . . . ,X(N)

véletlen mintát. Becsüljük a ritkán bekövetkez® esemény valószín¶ségét
az alábbi IS-becsléssel:

L̂ =
1
N

N∑

i=1

H
(
X(i)

)
W

(
X(i);v?, v̂

)
.

Ekkor a becslés becsült szórásnégyzete:
(

1
N

N∑

i=1

H
(
X(i)

)
W 2

(
X(i);v?, v̂

)
− L̂2

)
/N.

4. Numerikus eredmények

Ebben a szakaszban olyan numerikus példákat mutatunk be, amelyek szem-
léltetik a CE-módszeren alapuló IS-eljárás alkalmazhatóságát, és a nyers Monte
Carlo-módszerhez viszonyított hatékonyságát exponenciális, illetve béta eloszlású
tevékenységeket tartalmazó kis, közepes és nagyméret¶ sztochasztikus hálózatokkal
kapcsolatos, ritkán bekövetkez® események valószín¶ségbecslésére. A nyers Monte
Carlo-módszerhez viszonyított hatékonyságot a Hammersley és Handscombe (1967)
klasszikus könyvében javasolt

hatékonyság =
szórásnégyzet× CPU-id® (CMC)
szórásnégyzet× CPU-id® (CE)

mutatóval fogjuk mérni.
A számításokat Fortran nyelv¶ kóddal, 2.4 GHz órajel¶, Intel c© Pentium c©

proceszszoros számítógépen végeztük el.

4.1. Példa. Kisméret¶ sztochasztikus hálózat esete, amelyben a tevékenység
id®k béta eloszlásúak.
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Ebben a példában egy 4 csúcsú és 5 él¶ sztochasztikus hálózatot tekintünk
([6] 1. ábra). Felteszszük, hogy a tevékenységi id®k független, béta eloszlású való-
szín¶ségi változók. Legyenek a kezdeti paraméterek a következ®k:

α = (0.350, 0.400, 0.310, 0.430, 0.420) és β = (0.350, 0.440, 0.310, 0.430, 0.420).

Tegyük fel, hogy annak a valószín¶ségét akarjuk becsülni, hogy a legrövidebb út
hossza nagyobb, mint γ = 1.99. Az N = 200000 mintaelemszámú CMC-eljárás
8.0 × 10−5 becslést adott, míg a CE-módszeren alapuló IS-eljárás ρ = 0.05 para-
méterrel, n = 2000 elemszámú mintával végzett 5 iterációt követ® N = 200000
mintaelemszámú IS-becsléssel 4.2 × 10−5 becslést eredményezett. Az ehhez szük-
séges többlet számolási igény minimális volt, ezért az IS-eljárás által elért szórás-
csökkenés 1312 hatékonyságot eredményezett. Az alábbi táblázat a béta eloszlások
vonatkoztatási paramétereinek és a γ̂k = S[(1−ρ)n] (1 − ρ)-kvantilisek konvergáló
sorozatát mutatja:

1. táblázat. A béta eloszlású vonatkoztatási paraméterek iterációnkénti változása.

k α̂ β̂ γ̂k

0 0.35 0.40 0.31 0.43 0.42 0.35 0.44 0.31 0.43 0.42
1 0.58 0.69 0.31 0.75 0.71 0.35 0.45 0.31 0.45 0.43 1.42
2 1.25 1.26 0.31 1.35 1.53 0.36 0.46 0.30 0.45 0.44 1.70
3 3.05 2.70 0.32 2.52 2.59 0.36 0.46 0.31 0.46 0.44 1.93
4 6.23 5.55 0.31 5.09 5.26 0.37 0.47 0.30 0.48 0.45 1.96
5 12.1 10.3 0.31 10.1 11.6 0.37 0.50 0.31 0.50 0.47 1.99

Az alábbi táblázat a nyers Monte Carlo-szimulációnak erre a feladatra elért
eredményeit tartalmazza. A továbbiak során ehhez fogjuk viszonyítani a különböz®
CE-módszereken alapuló IS-eljárások hatékonyságát.

2. táblázat. Kisméret¶ hálózat nyers Monte Carlo-szimulációval nyert eredményei.

a csúcsok száma = 4 az élek száma = 5 γ = 1.99 minta méret = 2× 105

becslés szórás CPU-id®
CMC 8.0× 10−5 1.9× 10−5 2.42
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4. táblázat. A γ̂t, t = 1, 2, . . . értékek különböz® CE-verziók melletti konvergen-
ciája, amikor ρ = 0.1, λ = 0.1, γ = 1.99, n = 2× 103

t Alap Módosított HdM és R
1 1.195 1.197 1.197
2 1.414 1.417 1.417
3 1.575 1.588 1.620
4 1.722 1.725 1.750
5 1.828 1.828 1.832
6 1.894 1.893 1.899
7 1.937 1.936 1.934
8 1.961 1.961 1.958
9 1.973 1.973 1.973

10 1.983 1.983 1.981
11 1.989 1.989 1.990
12 1.990 1.990

5. táblázat. A γ̂t, t = 1, 2, . . . értékek különböz® CE-verziók melletti konvergen-
ciája, amikor ρ = 0.05, λ = 0.7, γ = 1.99, n = 2× 103

t Alap Módosított HdM és R
1 1.395 1.395 1.398
2 1.419 1.419 1.908
3 1.908 1.908 1.990
4 1.985 1.984
5 1.990 1.990

6. táblázat. A γ̂t, t = 1, 2, . . . értékek különböz® CE-verziók melletti konvergen-
ciája, amikor ρ = 0.01, λ = 0.5, γ = 1.99, n = 2× 103

t Alap Módosított HdM és R
1 1.741 1.741 1.741
2 1.777 1.777 1.990
3 1.983 1.983
4 1.990 1.990
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4.2. Példa. Közepes méret¶ sztochasztikus hálózat esete, amelyben a tevékeny-
ség id®k béta eloszlásúak.

A következ® példában a Prékopa, Long és Szántai (2003) dolgozatban közölt
közepes méret¶ sztochasztikus hálózatot használtuk. Ennek 28 csúcsa és 66 éle van.
Az 1-es és a 28-as csúcsok rendre a kezd®- és a végcsúcsok. Az élek tevékenységi
id®ket reprezentálnak, amelyek független béta eloszlásúak.

A paraméter vektorok komponenseinek véletlenszer¶en adtunk 1.0 + u(0, 1)
kezdeti értékeket (melyek a valódi paraméter értékekkel egybeesnek). Itt u(0, 1) a
[0, 1] intervallumon egyenletes eloszlású véletlen számot jelent. A CE-fázis minta
elemszáma n = 2000 volt, a ρ paramétert a 0.01 ≤ ρ ≤ 0.1, a λ paramétert
a 0.0 < λ < 1.0 feltételnek elegettev®en választottuk. Annak a valószín¶ségét
becsültük, hogy a legrövidebb út hossza nagyobb, mint γ = 3. Az N = 200000
mintaelemszámú CMC-eljárás 1.5×10−5 becslést adott. A különböz® CE-módszeren
alapuló IS-eljárások hatékonyságát ehhez az eredményhez viszonyítva adtuk meg a
következ® táblázatban.

8. táblázat. A γ̂t, t = 1, 2, . . . értékek különböz® CE-verziók melletti konvergen-
ciája, amikor ρ = 0.05, λ = 0.7, γ = 3, n = 2× 103

t Alap Módosított HdM és R
1 2.171 2.164 2.167
2 2.456 2.171 2.436
3 2.663 2.456 2.728
4 2.875 2.663 3.000
5 3.000 2.875
6 3.000

9. táblázat. A γ̂t, t = 1, 2, . . . értékek különböz® CE-verziók melletti konvergen-
ciája, amikor ρ = 0.1, λ = 0.1, γ = 3, n = 2× 103

t Alap Módosított HdM és R
1 2.030 2.044 2.044
2 2.112 2.111 2.112
3 2.138 2.135 2.150
4 2.205 2.187 2.195
5 2.197 2.215 2.255
6 2.272 2.245 2.288
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9. táblázat: (folytatás)

t Alap Módosított HdM és R
7 2.278 2.279 2.306
8 2.343 2.311 2.356
9 2.359 2.349 2.418

10 2.385 2.374 2.434
11 2.415 2.383 2.481
12 2.431 2.408 2.513
13 2.453 2.459 2.541
14 2.461 2.484 2.577
15 2.491 2.488 2.603
16 2.533 2.516 2.649
17 2.574 2.539 2.676
18 2.578 2.557 2.709
19 2.592 2.578 2.749
20 2.600 2.591 2.769
21 2.631 2.635 2.818
22 2.671 2.640 2.863
23 2.665 2.663 2.869
24 2.696 2.663 2.914
25 2.719 2.672 2.939
26 2.747 2.698 3.000
27 2.759 2.722
28 2.740 2.740
29 2.769 2.754
30 2.774 2.776
31 2.809 2.783
32 2.837 2.822
33 2.851 2.839
34 2.852 2.851
35 2.887 2.884
36 2.909 2.899
37 2.957 2.906
38 2.974 2.929
39 3.000 2.948
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9. táblázat: (folytatás)

t Alap Módosított HdM és R
40 2.960
41 2.978
42 2.999
43 3.000

10. táblázat. A γ̂t, t = 1, 2, . . . értékek különböz® CE-verziók melletti konvergen-
ciája, amikor ρ = 0.01, λ = 0.5, γ = 3, n = 2× 103

t Alap Módosított HdM és R
1 2.388 2.421 2.421
2 2.699 2.743 2.743
3 2.962 3.000 3.000
4 3.000

4.3. Példa. Nagyméret¶ sztochasztikus hálózat esete, amelyben a tevékenység
id®k béta eloszlásúak.

Ebben a példában egy véletlenszer¶en el®állított, viszonylag nagyméret¶ szto-
chasztikus hálózatot használtunk. Ennek 500 csúcsa és 1000 éle volt. Az élek szto-
chasztikusan független, béta eloszlású tevékenységi id®ket reprezentáltak. A para-
méter vektorok komponenseinek véletlenszer¶en adtunk 0.1 + 8.0× u(0, 1) kezdeti
értékeket (melyek a valódi paraméter értékekkel egybeesnek). A CE-fázis minta
elemszáma n = 2000 volt, a ρ paramétert a 0.01 ≤ ρ ≤ 0.1, a λ paramétert
a 0.0 < λ < 1.0 feltételnek elegettev®en választottuk. Annak a valószín¶ségét
becsültük, hogy a legrövidebb út hossza nagyobb, mint γ = 52.0. Az N = 200000
mintaelemszámú CMC-eljárás 5.0×10−5 becslést adott. A különböz® CE-módszeren
alapuló IS-eljárások hatékonyságát ehhez az eredményhez viszonyítva adtuk meg a
következ® táblázatban.
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12. táblázat. A γ̂t, t = 1, 2, . . . értékek különböz® CE-verziók melletti konvergen-
ciája, amikor ρ = 0.02, λ = 0.05, γ = 52, n1 = 2× 103

1 48.139 48.371 48.371
2 48.447 48.371 48.520
3 48.674 48.520 48.692
4 48.887 48.676 48.719
5 49.102 48.904 49.002
6 49.077 49.097 49.206
7 49.510 49.335 49.486
8 49.700 49.463 49.683
9 49.796 49.468 49.756

10 50.027 49.630 50.073
11 50.152 50.008 50.190
12 50.448 50.197 50.409
13 50.436 50.522 50.409
14 50.575 50.610 50.417
15 50.857 50.726 50.939
16 51.268 51.418 50.965
17 51.361 51.418 51.026
18 51.506 51.472 51.370
19 51.777 51.472 51.669
20 51.564 51.806 52.000
21 51.885 52.000
22 52.000

13. táblázat. A γ̂t, t = 1, 2, . . . értékek különböz® CE-verziók melletti konvergen-
ciája, amikor ρ = 0.01, λ = 0.5, γ = 52, n1 = 2× 103

t Alap Módosított HdM és R
1 48.855 48.855 48.855
2 48.865 48.865 52.000
3 50.736 50.736
4 52.000 52.000
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14. táblázat. A γ̂t, t = 1, 2, . . . értékek különböz® CE-verziók melletti konvergen-
ciája, amikor ρ = 0.05, λ = 0.7, γ = 52, n1 = 2× 103

t Alap Módosított HdM és R
1 47.439 47.537 47.566
2 49.391 49.409 49.508
3 51.159 51.131 52.000
4 52.000 52.000

4.4. Példa. Kisméret¶ sztochasztikus hálózat esete, amelyben a tevékenység
id®k exponenciális eloszlásúak.

Ebben a példában ugyanazt a 4 csúcsú és 5 él¶ sztochasztikus hálózatot te-
kintjük, mint amelyet a béta eloszlású, kisméret¶ sztochasztikus hálózat esetén
már használtunk. Felteszszük, hogy a tevékenységi id®k független, exponenciális
eloszlású valószín¶ségi változók. Legyenek a kezdeti paraméterek a következ®k:
v = (0.350, 0.400, 0.310, 0.430, 0.420). Tegyük fel, hogy annak a valószín¶ségét
akarjuk becsülni, hogy a legrövidebb út hossza nagyobb, mint γ = 2. A CE-eljárási
részben mindig n = 2000 elem¶ mintát használtunk, kivéve a ρ = 0.04 eseteket,
amikor a 3. iterációt követ®en áttértünk az N = 200000 elem¶ minták használa-
tára. Az alábbi táblázat az exponenciális eloszlások vonatkoztatási paraméterei,
valamint a γ̂k = S[(1−ρ)n] (1− ρ)-kvantilisek konvergáló sorozatát mutatja:

15. táblázat. Az exponenciális eloszlású vonatkoztatási paraméterek iteráción-
kénti változása.

k v̂1 v̂2 v̂3 v̂4 v̂5 γ̂

0 0.25 0.40 0.10 0.30 0.20
1 0.64 0.74 0.10 0.58 0.45 0.78
2 1.45 1.44 0.11 0.53 0.64 1.66
3 1.69 1.66 0.11 0.66 0.75 2.00

Az alábbi táblázat a nyers Monte Carlo-szimulációnak erre a feladatra elért
eredményeit tartalmazza. A továbbiak során ehhez fogjuk viszonyítani a különböz®
CE-módszereken alapuló IS-eljárások hatékonyságát.

16. táblázat Kisméret¶ hálózat nyers Monte Carlo-szimulációval nyert eredményei

a csúcsok száma = 4 az élek száma = 5 γ = 2 minta méret = 2× 105

becslés szórás CPU-id®
CMC 3.5× 10−5 1.9× 10−5 0.20
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4.5. Példa. Közepes méret¶ sztochasztikus hálózat esete, amelyben a tevékeny-
ség id®k exponenciális eloszlásúak.

A következ® példában is a Prékopa, Long és Szántai (2003) dolgozatban közölt
közepes méret¶ sztochasztikus hálózatot használtuk. Ennek 28 csúcsa és 66 éle van.
Az 1-es és a 28-as csúcsok rendre a kezd®- és a végcsúcsok. Az élek tevékenységi
id®ket reprezentálnak, amelyek független exponenciális eloszlásúak. A paraméter
vektorok komponenseinek véletlenszer¶en adtunk 1.0 + u(0, 1) kezdeti értékeket
(melyek a valódi paraméter értékekkel egybeesnek). Itt u(0, 1) a [0, 1] intervallumon
egyenletes eloszlású véletlen számot jelent. A ρ paramétert a 0.001 ≤ ρ ≤ 0.01,
a λ paramétert a 0.0 < λ < 1.0 feltételnek elegettev®en választottuk. Annak a
valószín¶ségét becsültük, hogy a legrövidebb út hossza nagyobb, mint γ = 2.

Az alábbi táblázat a nyers Monte Carlo-szimulációnak erre a feladatra elért
eredményeit tartalmazza. A továbbiak során ehhez fogjuk viszonyítani a különböz®
CE-módszereken alapuló IS-eljárások hatékonyságát.

18. táblázat. Kisméret¶ hálózat nyers Monte Carlo-szimulációval nyert eredmé-
nyei

a csúcsok száma = 4 az élek száma = 5 γ = 2 minta méret = 2× 105

becslés szórás CPU-id®
CMC 1.5× 10−5 8.6× 10−6 10.13
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ESTIMATION OF RARE EVENT PROBABILITIES IN STOCHASTIC NETWORKS
WITH EXPONENTIAL AND BETA PROBABILITY DISTRIBUTIONS

Ashraf Gouda and Tamás Szántai

The paper is dealing with estimation of rare event probabilities in stochastic networks. The
well known variance reduction technique, called Importance Sampling (IS) is an e�ective tool
for doing this. The main idea of IS is to simulate the random system under a modi�ed set of
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parameters, so as to make the occurrence of the rare event more likely. The major problem
of the IS technique is that the optimal modi�ed parameters, called reference parameters to be
used in IS are usually very di�cult to obtain. Rubinstein(1997) developed the Cross Entropy
(CE) method for the solution of this problem of IS technique and then he and his collaborators
applied this for estimation of rare event probabilities in stochastic networks with exponential
distribution (see P.T. De Boer, D.P. Kroese, S. Mannor and R.Y. Rubinstein(2004)). In this
paper we test this simulation technique also for medium sized stochastic networks and compare
its e�ectiveness to the simple crude Monte Carlo (CMC) simulation. The e�ectiveness of a variance
reduction simulation algorithm is measured in the following way. We calculate the product of the
necessary CPU time and the estimated variance of the estimation. This product is compared to
the same for the simple Crude Monte Carlo simulation. This was originally used for comparison
of di�erent variance reduction techniques by Hammersley and Handscombe (1967). The main
result of the paper is the extension of CE method for estimation of rare event probabilities in
stochastic networks with beta distributions. In this case the calculation of reference parameters of
the importance sampling distribution requires numerical solution of a nonlinear equation system.
This is done by applying a Newton�Raphson iteration scheme. In this case the CPU time spent
for calculation of the reference parameter values can not be neglected. Numerical results are also
presented.
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