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ITERACIOFUGGETLEN LEPESHOSSZ ES LEPESBECSLES A
DIKIN-ALGORITMUS ALKALMAZASABAN A LINEARIS
PROGRAMOZASI FELADATRA

MIKTLOS ZOLTAN, TAKACS SZABOLCS

Az alabbi cikkben bemutatjuk a Dikin ellipszoid modszert a lineéris prog-
ramozasi feladatra az [1] konyvben talalhaté fejezet alapjan. A fenti hivat-
kozason a komplexitas vizsgalat egyik bizonyitasa hibas.

A hibat kijavitva az eredetinél pontosabb tételt kapunk. Egy iteracio-
fiiggetlen lépéshosszt hatarozunk meg a Dikin ellipszoid mo6dszerhez, melynek
segitségével az algoritmus lépésigényére felsé becslést lehet adni.

A cikkben talalhato jelolések a konnyebb érthetGség kedvéért az [1] konyv
jeloléseivel egyeznek meg.

1. Bevezetés

Legyen A € R™*" b € R™ és ¢ € R". Tekintsiik az alabbi primél-duél
feladatpart:

(P) min{ch:szb, x>0},
(D) max {bTy ATy <c,y> O} .
A gyenge dualités tétel alkalmazaséival az alabbi feltételek adodnak:
Ax —z =Db, x>0,z>0,
Aly +w=c, y>0, w>0,
bly —cTx=¢, ¢ >0.
Ezt homogenizalva a Goldman—Tucker-rendszert kapjuk:
Ax —z =£Db, x>0, z>0,
—ATy —w = —£c, y>0 w>0, (GT)
bTy_CTX:C7 62074-20
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366 MIKLOS ZOLTAN, TAKACS SZABOLCS

Vezessiik be a fenti (GT) rendszerre az alabbi jeloléseket:

0 A -b y z
M=|-AT 0 ¢ |, u=|[x|, s=|w (GT)
b” - 0 ¢ ¢

gy az alabbi speciélis ferdén szimmetrikus feladatot kell megoldanunk — ahol
M ferdén szimmetrikus matrix (]V[T = —M):

Mu =s, u>0,s>0.

A fenti rendszerre az alabbi tétel fogalmazhatd meg:
1.1. TETEL. Legyen adott a (P) és (D) primal-duél linedris programozasi fel-
adatpar. Ekkor:

i. A (P) és (D) feladatok tetszbleges (x,y) optimalis megoldaspérja, a meg-
felel6 (GT) rendszer egy megoldasat adja € =1, ¢ = 0 valasztédssal.

ii. (Goldman—Tucker-tétel) A (GT) egyenlbtlenség-rendszernek van szigo-
ridan komplementdris megoldéasa, azaz olyan megoldas, melyre u+s > 0.

ili. A (GT) rendszer tetszdleges (u,s) = (y,x, &, z, w, () megoldédsara:

(1) (Erés dualitas tétel) Ha & > 0 és ( = 0, akkor (?, %) optimaélis

megoldésparjat adja a (P) és (D) feladatoknak.

(2) (Irdanymenti korlatossag tétel) Ha & = 0 és ¢ > 0, akkor vagy
(P), vagy (D), vagy mindkett6 nem megengedett. Amennyiben csak
az egyik feladat iires, gy a masik feladat nem korlatos.

iv. A £(C > 0 eset nem fordul eld.

Az 1.1. tétel alapjan elegendd a (GT) rendszert vizsgalni. A (GT) rendszer
atirhato az alabbi linearis programozasi feladattéas:

min{OTu:Mu:s, u>0,s>0}.

1.1. A ferdén szimmetrikus feladat

Altalanosabb alakban szokas a (GT) feladatot felirni:
1.1. Definicio. M € R™*", MT = —M, q € R", q > 0.
A ferdén szimmetrikus 6ndudlis feladat (Skew Symmetric Problem) — (SP):

min{sz tMx+q=s, x,8 > 0}.
A megengedettségi tartoméanyt

F = {(x,s) eR™: Mx+q=s, x>0, sZO}—el,
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a bels6é pontok halmazat
FO={(x,8) eR*: Mx+q=s, x>0, s>0}-al
jeloljiik.
Az (SP) feladatban xT's = q”x, mert barmely x vektorra x” Mx = 0 az M

métrix ferde szimmetridja miatt.
Tekintsiik az aldbbi definiciot:

1.2. Definicié. Az x pont e-optimdlis, ha a dualitasrés legfeljebb e, azaz ha
xTs < e.
(SP).-nak nevezziik a kovetkezs megengedettségi feladatot:

Mx+q=s (megoldas)
(SP)e: {x>0,s>0 (megengedett, s6t: belsé pont)
xTs<e (e-optimalis).
Az e-optimalis bels6pontos megoldasok halmazat F?2-al jeloljik.

Ismert egy kerekitési eljaras, mely egy megfeleld e-optimalis megoldasbdl el
tud allitani egy optimélis megoldast — ehhez e-t kellGen kicsire kell valasztani. Errél
bévebben [1] alatt talalhato informécio.

Elegendd tehat egy (x,s) € R?" e-optimalis belss pontos megoldast elgallitani.

1.3. Definicié. Legyen p > 0 tetszoleges. Ekkor az (x,s) > 0 bels6 pontos
megoldést, ha xs = pe, u-centrumnak nevezziik. A p-centrumok Gsszességét cent-
ralis itnak hivjuk és C-vel jeldljiik.

Amennyiben létezik bels§ pont, Ggy a p-centrum egyértelmten létezik. Ha p-
vel tartunk a nulldhoz belsé pontok egy konvergens sorozata mentén, akkor:

i. a p-centrumok hatarértéke szigorian komplementaris megoldasat adja az
(SP) feladatnak

ii. ha a dualitdsrés e-t méar nem haladja meg, gy a p-centrum az (SP). egy

megoldasat szolgaltatja.

Altalanos esetben elméletileg az ellipszoid médszerrel eldénthetd, hogy létezik-e
bels6 pont, vagy sem. Tovabba belsé pontot is szolgaltat a végss ellipszoid kdzép-
pontjaként. Ez a gyakorlatban nem praktikus.

Amennyiben q = 0 — mint az eredeti esetben — gy az alabbi beagyazas végez-
hetd el:

min A0
Mx+1rf=s
x4+ A=v
x,0,s,v >0,
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ahol r € R" és A\ € R,. Igy az (SP) feladatot kapjuk. Ez egy n + 1 dimenzios
feladat, az alabbi szereposztisban:

M _ MT r e R(n-‘,—l)x(n-‘rl)’ q _ 0 c R"+1_
-r- 0 A

A véltozok: u = (; , 8= S), mig a célfiiggvény: min A6.
v

u =e¢€, s = e pontosan akkor bels§ pont, ha A=n+1, r =e — Me.

Tehat a fenti p, \ valasztas esetén az (SP) feladatnak az e vektor mindig
belst pontja a fenti valasztas mellett. Legyen az (SP) feladatnak (u,s) szigortan
komplementaris megoldasa. Mivel az (SP) feladat célfiiggvénye a 6 valtozo (n+1)-
szerese, igy ennek a valtozonak minden optimadlis megoldésban nulla az értéke,
mert az optimalis célfliggvényérték 0. Emiatt (x,s) — szigorian komplementaris —
megoldasa az (SP) feladatnak.

2. Dikin-irany és atparaméterezés

Legyen (x,s) bels§ pont. Keressiink olyan (Ax, As) € R?" iranyt, amely telje-
siti az

MAx = As

ferde altér feltételt. Az ilyen iranyt az (SP) feladat recesszids irdnydnak
nevezziik, az xT := x + Ax, sT := s+ As pontot pedig a (Ax, As) recesszios
irAny menti teljes lépésnek hivjuk. Ha adott egy a > 0 lépéshossz is, akkor az
xT = x4+ aAx, sT =s+ als pontot a-val tompitott lépésnek nevezziik, fiigget-
leniil attol, hogy o < 1 teljesiil, vagy sem. Vilagos, hogy egy (Ax,As) vektor
pontosan akkor teljesiti a ferde altér feltételt, ha az irdnyaban vett teljes 1épés nem
vezet ki az
Mx+q=s

ferde affin altérbdl.

Vizsgaljuk meg, hogy hogyan valtozik meg az x’'s dualitisrés a lépés hata-
sara! Felhasznalva, hogy Ax?TAs = AxT" MAx = 0, a lépés végrehajtisa utan a
dualitasrés az
(x"‘)T st =x"s+a(x"As + s"Ax) + o? (Ax"As) = x"s + o (x"As + sT Ax)
alakot 6lti. Ebbdl a dualitasrés megvaltozasira az

(x+)T st —xTs =« (XTAS + sTAx)

képletet nyerjiik.
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Szeretnénk meghatarozni egy olyan recesszids irdnyt, amely recesszids irdny-
ban vett teljes lépés a lehetd legnagyobb dualitasrés cstkkenést eredményez. Ilyen
irdny természetesen nem mindig létezik, hiszen az alteriink altaldban nem korlatos
az (x,s) irAny mentén. Azonban ezen a problémén konnyen segithetiink, ha az
irdnykeresést megszoritjuk a ferde altér egy kompakt részhalmazara.

Ezért tekintjiik — Dikin Otlete alapjan — az alabbi relaxalt feladatot:

2
gl}.

Ebben a relaxalt iranykeresési feladatban egy szigortan konvex, kompakt hal-
mazon minimalizdlunk egy linearis célfiiggvényt. FEmiatt egyrészt egyértelmden
létezik a feladat megoldéisa, mésrészt meg fogjuk mutatni, hogy ezen — a kompakt
feltételek mellett a dualitasrés cs6kkenését maximalizalo — irdnyra képlet is adhato.
A szébanforgd szigorian kompakt, konvex halmazt Dikin-ellipszoidnak nevezziik.

2
gl}.

Vezessiik be a kovetkezd konstansokat, illetve konstans vektorokat:

T
L= X8 d\/; e XS
n S "

Ezek a dimenziotol és a bels§ ponttol ugyan fiiggenek, viszont az iranytol nem,
ezért tényleg konstansnak tekinthetjiik Sket. Segitségiikkel atparaméterezziik az
iranykeresési feladatot (ahol xs szokasos Hadamard-szorzatot jeloli).

Ax As
- + -
X

min {XAS +sAx : MAx = As, S

A A
Ep = {(AX,AS) : MAx = As, TX + ?s

Az elsé koordinata-transzformacio:

dp, d'p,
P = id'Ax, p, = udAs & Ax = Pr Ag= S Ps

(1)
Vi Vi

A masodik koordinata-transzformacio6:
P := Pz + Ps-
2.1. LEMMA. A mésodik koordinéta-transzformécié inverze létezik és

p. = (I + DMD) 'p,
ps = DMD(I + DMD) 'p,

ahol D := diag(d), azaz d elemeibdl all6 diagonalis matrix.
Bizonyitds. Az els6 koordinata-transzformacio (1) miatt:

MAx =As < M(dp,)=d 'p; < ps = DMDp,,
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tehéat
p = (I+DMD)p,.

Tovabba létezik (I + DM D)~', mert I + DM D-nek nincsen nulla sajatértéke,
ugyanis:

Vz € R"|jz]| =1 :2" (I + DMD)z = 1.

Ezzel a lemma allitdsat bebizonyitottuk. O

A harmadik koordinata-transzformacio:
_ p —
P=_ & p=pu (2)
u
Azért ezt az atskalazéast hasznaljuk, mert e mentén a transzformacié mentén a

Dikin-ellipszoid az R™ egységgémbjébe, mig a linearis célfiiggvényiink az atskalazott
tér lineéris fliggvényébe transzformalodik.

—  Ferde-altér feltétel:

MAx=As & DMDp,=ps < peR" & peR"

— Dikin-ellipszoid:

2

A A 112 2
’X+S <te |22 <16 B <16 1P <t
X S u u u
— Ceélfiiggvény:

T __
s Ax +xTAs = (yu)” (p, + ps) = (pu)"p = (pu?)” p.

Tehat a relaxalt irdnykeresési feladat attranszformalt alakja:
' (s, B2 <1
minqp (0?)" P [[PI* < 1.

Vezessiikk be a v = pu? jelslést! A kovetkezd — szemléletesen nyilvanvalod —
lemma kénnyen bizonyithato.

2.2. LEMMA. Amin {vTp: [[p||* < 1} feladat megoldasa létezik és egyértelmd,
s6t el6all az alabbi
_ v
P=—"1.
(vl

alakban.
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Ez a mi esetiinkben azt jelenti, hogy p = —ﬁ. Transzformaljuk ezt vissza

az eredeti alakba.

3

Ax = /iD(I + DMD)™! HH;H -
u
3 2
— _p+omp) B g xS
[[xs|| [[xs]|

Az els6 egyenldséghez a koordinata-transzformaciok inverzeit, a masodik egyen-

D(I + DMD)~ (XS) % = [(XS)%D‘1 - ([XS]%D) M(DD_l)} =
=(S+XM)",

ahol X = diag(x) és S = diag(s).
2.1. Definicié. Ax Dikin-irdny:

Ax=—(S+ XM)_lﬁ.
[[xs||
Dikin-irdnynak nevezziik a Dikin-irdny minden transzformalt vektorat is.
Azaz (Ax,As) = (p.,pPs) = p = P, ahol p = —ﬁ. Az ekvivalencidk azt
jelentik, hogy a kiilonb6z6 koordinatdk ugyanannak az irdnynak a koordinatai a
bevezetett négy koordinatarendszerben, ezenkiviil meg is kaphatok egymasboél a
harom koordinéta-transzformacio segitségével.

3. A Dikin-algoritmus és annak komplexitasa

A Dikin-iranyban megtett teljes Dikin-1épés dualitasrés valtozasa:

2
()" B = o) (=) = ] =~ <o

Az (SP). feladatnak konstruktiv modon szeretnénk egy megoldasat elGallitani
olymédon, hogy elindulunk egy tetszéleges x bels6 pontbol, majd onnan a Dikin-
irdnyban meglépjiik az o > 0-val médositott Dikin-1épést az xT = x+aAx pontba
(sT = s+ aAs). Csak belsé pontbdl lépiink, mivel a Dikin-ellipszoid nem értelmes
kiils6- vagy hatarpont esetén.
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gy az eddigiek alapjan:
3.1. Algoritmus. Dikin-algoritmus az (SP). feladatra:
inicializaljuk x-et,
amig x7's > ¢,
szamitsuk ki Ax-et,
valasszuk meg a-t,
cseréljiik ki x-et x + aAx-re.

Az algoritmusban szerepls o lépéshossz megvalasztasarol a 4. fejezetben fogunk
sz6t ejteni.

3.1. LEMMA. Az 0 < a-val korrigalt Dikin-lépésre

(xH)Tst < <1 _ }) «Ts.

n
Bizonyitds.
xt =x+ alAx = /pd(u + ap,),
st =s+aAs=/ud ! (u+ ap,),

xtst = 1% (u2 + au(p:v + ps) + a2pacps) )
amire alkalmazva, hogy p, +ps =p = —ﬁ, az a-val korrigalt Dikin-lépésre:
2 u 2
xtst =p (u — ma + (pPzPs) ) (3)
egyenlet adédik. Mivel a Dikin-irany ortogonélis, azaz
4
) u
p’i—‘ps = 0’ €s eTHu2|| = Hu2||7

ezért az G4j dualitasrés:

()"t = (ul? = allwtl) < e (1= 5 ) P = (1 )",
Az egyenlStlenség a Cauchy—Bunyakovszkij—Schwartz-egyenlStlenség miatt teljesiil.
Ez alapjan ugyanis |[ul|? = eTu? < /n|ju?||. O

3.1. KOVETKEZMENY. Tegyiik fel, hogy 0 < o < /n. Ekkor a Dikin-algoritmus

legfeljebb
T, .0
e () 3]
€ !

iterdciét hajt végre, ahol o* = inf{a} a vélasztott lépéshosszak infimuma és x° az
algoritmus kezddépontja.
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Bizonyitds.

ahol (x) teljesiil, mert

hiszen 1+t < ef, ahol t = — 2. O

4. A lépéshossz megvalasztasa

Tul nagy 1épéshossz esetén (pl: a ~ /n) eléfordulhat, hogy kilépiink a belss
pontok halmazahol, igy a kovetkezs 1épésben nem tudjuk majd kiszamitani a Dikin-
irdnyt. Az sem vildgos, hogy hogyan fogunk majd onnan visszatalalni a megenge-
dettségi tartoméany belsejébe.

Tul kicsi lépéshosszak esetén (azaz: o = 0) az a veszély fenyeget minket,
hogy nem fogjuk tudni a dualitasrést € ala csokkenteni, esetleg még véges szadmi

P

lépésben sem. Vezessiik be a kovetkezs elnevezéseket!

4.1. Definicio. Az a lépéshossz megengedett, ha
X + aAx, s+ alAs > 0,
és iterdcidfiiggetlen, ha o = o™ minden lépésben.

Célunk az iteraciéfiiggetlen és megengedett a lépéshossz megkonstruélasa.
Ehhez sziikségiink lesz a centralis uttol vald eltérés mértékére, melynek segitsé-
gével értelmezni tudjuk majd a centralis ut 7-kornyezetét. Nevezziik a konstans
a lépéshosszt T-megfeleldnek, ha barmely T-kornyezetbeli pontbdl is hajtsuk végre,
az a-val tompitott Dikin lépés 7-kérnyezetbeli pontot eredményez. Vildgos, hogy
T-megfelel§ 1épéshossz iteracio-fiiggetlen — hiszen konstans. Ezzel egyidejtileg belss-
pontos is, mert a 7-kdrnyezetet a belsd pontok részhalmazaként fogjuk értelmezni.

A t-megfelels 1épéshossz egzisztencidjat fogjuk bebizonyitani.

4.2. Definicié. Legyen az (x,s) belss pont centralitdsdnak a mértéke:

5(x) = b(x,s) = Dax(xs)

min(xs)
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Vilagos, hogy 0(x) > 1, és a §(x) = 1 egyenlGség azt jelenti, hogy x a centralis
uton fekszik. Ezenkiviil nyilvan

(S(X, S) _ maxu

minu? ’

. 2 __ xs
hiszen u* = e

4.8. Definicié. Legyen 7 > 1, 7 € R. A centalis 4t 7-kdrnyezete azon belsé
pontok Gsszessége, melyekre a centralitds mértéke nem haladja meg a 7 mértéket.

Masszdval
Vr ={(x,8) € F*: 6(x,8) < 7}.

Vilagos, hogy barmely x 7-kornyezetbéli ponthoz léteznek a 7,72 > 0 pozitiv
valés szamok dgy, hogy
T2 2 . 2
T=—, ngmax(u), 71§m1n(u).
T1
Kiemeljiik, hogy ezek a szdmok nagyban fiiggenek az x bels pont kdrnyezetbeli
megvalasztasatol.
Emlékezziink vissza a Dikin-algoritmus lépésbecslésében hasznalt (3)

4
u
st = (W e+ (epajat)

Osszefiiggésre. Alkalmazzuk az alabbi jeloléseket:

2 _
fa(t) =t — am, H := max{p,ps}, h := min{p.ps}.

Megjegyezziik, hogy értelme van vektort polinomba helyettesiteni. A kérnye-
zetben maradas bizonyitasdhoz a kovetkezs formalis becslést szeretnénk végrehaj-
tani:

xTsT ut
- u+)2 = | v’ - —ra+ (peps)a’
12 ||11 || N——
ha?2<~<Ha?
fa(u?)
gt +)2 2
| < 6(X+’S+):mz.xx(x S ):mz'ix(u ) < fa(m2) + Ha <
~~ min (xtst)  min(ut)? <~ fo(m1) + ha? <~
(C3) (C1) (C2)

Formalis becslésiink érvényességéhez a (C1), (C2) és (C3) egyenl6tlenségeket
kell biztositanunk.
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— (C1) feltétele: f, monoton névé a [0, 72| intervallumon.
— (C2) feltétele: fo(r2) + Ha? < 7 (fa(r1) + ha?).
— (C3) feltétele: fo(r1) + ha? > 0.

Vegyiik észre, hogy a (C3) feltétel automatikusan teljesiil, feltéve, hogy teljesiil
a (C1) becslés feltétele, és ezen kiviil még szigoruan teljesiil a (C2) becslés feltétele
is. Valéban,

fa(71)+h042 f'a(T2)+HCk2

<
—~—
(c1)

és atrendezve
(r—1) (fa(ﬁ) + hozz) > 0.

Figyelembe véve, hogy 7 > 1, a (C3) feltételt kapjuk.

Vilagos, hogy a (C1) és a (C3) feltételbsl kdvetkezik, hogy xst > 0. Ha ez
minden a-nél kisebb lépéshosszra is teljesiil, akkor a lépés folytonossiga
miatt xT, st > 0, tehit a tompitott Dikin-lépés belsé pontot eredményez. Hogy
az xtst > 0 szorzat minden a-nal kisebb lépéshosszra is pozitiv, az a (C1) és
(C2) tulajdonsagok "leszallo" jellegébdl fog adddni, amit késébb be fogunk majd
bizonyitani.

Osszefoglalva, ha az o lépéshossz a 7-kdrnyezet barmelyik pontjaban teljesiti
a (C1) és a (C2) feltételeket, akkor az « lépéshossz T-megengedett. Ez az eszme-
futtatas indokolja a kdvetkezs definicié bevezetését.

4.4. Definicio. Azt mondjuk, hogy az « 1épéshossz kielégiti a Dikin-feltételt a
T-kérnyezetre vonatkozdlag, ha barmely (x,s) 7-kdrnyezetbeli pontra:
—  fo monoton ndvs a [0, 73] intervallumon, és
fa(2) + &®H < 7 (fa(m1) + 2h) is teljesiil.

Ha ez a feltétel a 7-kdrnyezetnek csak egy rogzitett (x,s) pontjaban teljesiil,
akkor azt mondjuk, hogy az « lépéshossz lokalisan teljesiti a Dikin-feltételt
ebben a pontban.

Most ratériink a Dikin-feltétel pontbeli karakterizalésara.

4.1. LEMMA. Az a > 0 lépéshossz pontosan akkor teljesiti a lokalis Dikin-

2
feltételt, ha egyrészt o < %, masrészt ha a <

T7—1 T172
H—7h ||u?| "

[ES]

[e3%

Bizonyitds. f, egy konkdv masodfoku polinom 0 és gyokokkel, tehat f,
u?||

monoton névs a [0, Hﬁ} intervallumon. Igy f, pontosan akkor monoton névs a

2
[0, T2)-n, ha 7 < %
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A lokalis Dikin-tulajdonsag masodik feltétele:

2 2
T9 —a”z-l—22||+a2H: fa(e) +a*H <T(fa(7'1)—|—a2h) =77 —a”:l—12”+a2h )

Ezt az a-ban masodfoku kifejezést atrendezve

(H—Th)on—l—TTfuﬁa—l—Tg —711 <0
egyenlGtlenség adodik.
Felhasznalva, hogy
o 7 — 771 =0, mert T =72 és
o 2 —7=(1-T7)1172,
atrendezéssel a
(H—-7h)a< 7(7 —Unm

[[u?]
egyenlGtlenség adodik, ami az allitassal ekvivalens, ugyanis H—7h > 0, mert H > 0

és h <0, hiszen pIp, = 0. O

4.1. KOVETKEZMENY. Ha egy « lépéshossz teljesiti a lokélis-, vagy globalis
Dikin-feltételt, akkor minden néla kisebb pozitiv l1épéshossz is teljesiti.

A kovetkezd lemma bizonyitasit lényegében mar el is végeztiik.

4.2. LEMMA. Ha az o lépéshosszra teljesiil a lokalis/globalis Dikin-feltétel,
akkor

i. xT st >0,
ii. 6(xT) <.

Tehat az « lépéshossz lokalisan/globéalisan T-megfeleld.
Bizonyitds. A Dikin-feltétel teljesiilésébdl adodik, hogy

_ max(xtst) p (fa(m2) + o?H)
o (x") = min (xtst) = i (fa(m1) + a2h) =7

azaz a lemma masodik felét igazoltuk. Tovabba (3)-bol, f, és h definiciojabol
kovetkezik, hogy

xst > (fa(r1) + o’h) e.
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Azt kell megmutatni, hogy ez az als6 korlat pozitiv. A Dikin-1épés folytonos-
saga miatt ebbsl mar kovetkezik, hogy xT € FO. A Dikin-feltétel felhasznalasval:

7 (fa(r1) + @h) > folm) + *H > fo(r1) + *h.
Atrendezve kapjuk, hogy
(1 = 1) (falm1) + a?h) > 0.
Miutan 7 > 1, igy az allitast belattuk. a
Hétramaradt még a globélisan T7-megfelel$ 1épéshossz létezésének a bizonyitasa.

4.3. LEMMA. Legyen x a T-kérnyezet tetszdleges pontja. Ekkor:

: 1 lu?]]

L. T/n < 279

s 4(t—1) 1 —1

. =5 s < Ao e

Bizonyitds.

i
[w? _ flmell _nvn o m 1
219 T 21 21y T mn TN’

ii.
o H—7h<(7+1)||psPslloo, ami H és h definici6jabol kovetkezik.
lpl* ((P2+Ps)’~(Pa—Ps)?)

o |Ipapslle < B, ugyanis p,ps = - , igy a kovetkezd
becslés nyerhet6:

Miutan pl ps = 0, ezért ||[p. + psl|* = [|p — ps/|*. Ebbé] kivetkezik, hogy

2
bl < IIPprsll o
e ||p[|* < 72, mivel
3 2 112
2 u 2 u
= < < .
I H|uH < Ml ||| =™

o |[u? < u?| llell < m2yvn.

Igy
T—1 mm 4r—1) e 4T —1) 1
H—7huw?| =~ (t+D)nynr  7+1 17¢n
Ezzel bebizonyitottuk a lemmat. O
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4.2. KOVETKEZMENY. Minden ™ > 1 szamra:

_ 2 _
0<min{ 1 Ar-1 1 }<min{”u” -1 nm 'XEVT}.

Tvn T4+ 1 Tn 219 " H — 7h|u?|
Ezen kiviil barmely a > 0 Iépéshossz globélisan T-megfeleld, ha
1 4(r-1) 1
0 < mi :
<o¢_m1n{7_\/ﬁ, T+1 T\/ﬁ}
Megjegyzés.
1 4(r—1) 1 5

= <:> = —.
i T+l m/n T3

4.1. TETEL. Legyen x° belsé pont. Ha x° a centralis tit valamelyik pontja,
akkor védlasszuk a T > 1 kornyezetet tetszolegesen. Ha x° nem a centralis titon van,
akkor legyen T = §(x).

4(r—=1) 1 1
o= T+1 T/n

1
TN

3
Ekkor az x° pontbdl inditott Dikin-algoritmus az (SP). feladatot legfeljebb

H(Tj_ll))nTlog (ngxo)—‘ l<r< %,

[nrlog(qTExo)_‘ T > %

5
T§§7
5

<
T >

iteracioban megoldja.

Bizonyitds. A 4.2. kivetkezmény alapjan a globalisan T-megfelels 1épéshossz.
Val6ban, hiszen
1 < 4(r—1) 1
TN T+1 7vn

pontosan akkor teljesiil, ha 7 > g Ezért o belsépontos is, azaz belsé ponthol
bels§ pontba jutunk, igy a tompitott Dikin-1épés minden iterdciéban belsépontos
megoldast generadl, csokkentett dualitasréssel. Megallaskor a dualitésrés nem ha-
ladja meg az ¢ hibakorlatot, tehat a Dikin-algoritmus az (SP). feladat megoldasat
szolgaltatja.

A lépésszam a kezdeti dualitasrés és az € hibakorlat ardnyanak a bitleirdsaban
polinomiélis.

Valbban, az 3.1. kévetkezmény, « iteracitfiiggetlensége és definicidja a kivant

(22 2] (2 - ([
€ 3

€
lépésszamkorlatot szolgaltatja. O
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5. Osszefoglalas

Az [1] kényv 456. oldalan talalhaté Lemma E.4 bizonyitasaban az (E.16)
lépés hibas, mert az Osszehasonlitott vektorok minimaélis és maximaélis értéke nem
feltétleniil ugyanazon koordinatén vétetnek fel. Kzt a lépést kijavitva egy éle-
sebb tételhez jutottunk, mikdzben az eredeti bizonyitis gondolatmenete tovabbra is
alkalmazhaté volt.

Fontos megjegyezni, hogy a javitassal nem valtozott meg az algoritmus komp-
lexitasa, illetve az eredeti tétel allitdsa érvényben maradt.

Hivatkozasok

[1] CorneLis Roos, TamAs TERLAKY, JEAN-PHILIPPE VIAL: Interior Point Methods for
Linear Optimization, Second Edition, 65-70, 451-459; Springer, 2005

(Beérkezett: 2008. junius 17.)

MIKLOS ZOLTAN

E6tvos Lorand Tudomanyegyetem, Természettudomanyi Kar, Operacidokutatasi Tanszék
1117 Budapest, P4zmany Péter Sétany 1/c.

miklosz@cs.elte.hu

TAKACS SZABOLCS

Eo6tvos Lorand Tudomanyegyetem, Természettudomanyi Kar, Operacidkutatasi Tanszék
1117 Budapest, Pd4zmany Péter Sétany 1/c.

tretarkhon@gmail.com

IMPROVEMENT ON THE PROOF OF
’A POLYNOMIAL DIKIN-TYPE PRIMAL-DUAL ALGORITHM
FOR LINEAR PROGRAMMING’

ZOLTAN MIKLOS AND SzABOLCS TAKACS

The Dikin ellipsoid method for linear programming is presented in our paper on the basis
of [1]. We correct a mistake in the proof of a technical lemma for the complexity analysis of the
algorithm, then we propose a new selection rule for the environment parameter by correcting the
mistake in question. Further, we determine an iteration independent steplength and prove an
upper bound for the complexity.
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