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SZINTATMETSZESI PROBLEMA ES ALTALANOSITASA A SPARRE
ANDERSEN-MODELLBEN

MIHALYKONE ORBAN EVA, MIHALYKO CSABA, LAKATOS G. BELA

A biztositasi matematika {6 kérdése a tonkremenés valoszintségének, a
tonkremenési id§ eloszlasanak meghatéarozasa, és kevés figyelmet forditanak a
pénztarban lev6 pénzmennyiség legnagyobb értékének vizsgalatara. Mi most
arra a kérdésre keressiik a valaszt, hogy a biztositasi matematikaban Sparre
Andersen-modellként ismert modell esetén vajon meghalad-e valaha egy bizo-
nyos szintet a pénztarban levé pénzmennyiség, és ha igen, akkor mikor. Alta-
lanosabban egy olyan fiiggvény elemzését végezziik el dolgozatunkban, amely
specidlis esetként adja meg a pénzmennyiség-szint elérésének valoszinidségét,
valamint a szintatmetszési id6 varhaté értékét.

1. Bevezetés

A biztositasi matematikdban alkalmazott modellek esetén a kozponti kérdés,
hogy véges vagy végtelen idGintervallumon vizsgilva a folyamatot, vajon ténkre-
megy-e a biztositotarsasig, illetve ez az esemény mikor fog megtorténni. Ha mas
kérdések felvetédnek, akkor is altalaban a tonkremenés idépontjaig foglalkoznak a
kérdéssel.

Mivel vannak olyan stratégiak, amelyben bizonyos pénzmennyiség elérésekor a
befizetends pénzmennyiséget csokkentik [1], vagy mas esetekben osztalékot fizetnek
egy bizonyos nyereség elérése utan [4], ezért érdekes lehet annak vizsgélata, hogy
vajon meghalad-e egy bizonyos szintet valaha is a pénztarban levé pénzmennyiség,
és ha ez megtorténik, vajon mikorra varhaté. Vagyis milyen valoszintiséggel, illetve
mikor szamithatunk kedvezményekre. Mi most ezzel a kérdéssel olyan tekintetben
foglalkozunk, hogy koézben nem nézziik, vajon a pénztarban levs pénzmennyiség
negativva valt-e ekozben. Azért is érdekes lehet ez a kérdés, mert a tarolé mo-
dellek vizsgalata soran ennek a kérdésnek a megfelelGje a sziikséges kezdd anyag-
mennyiség meghatarozasa, amelynél nem relevans kérdés, hogy az anyagelfogyas
el6tt meghaladt-e egy bizonyos szintet a taroloban lev§ anyag mennyisége [8, 9].

Ugyanez a kérdés vetsdik fel abban az esetben, amikor a pénztarbol a kifizetés
jaradék forméjaban torténik, és a befizetések torténnek véletlen idGpontokban és
véletlen nagysagban, és arra a kérdésre varunk vilaszt, hogy vajon adott kezdd-
t6ke mellett milyen valészintiséggel megy tonkre a biztositétarsasag, illetve mikor
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torténik ez a tonkremenés. A kérdést megfogalmazza Grandell kényvében [6], és a
tonkremenési probléma megoldasat specialis esetben kapcsolatba hozza a klasszikus
rizikéfolyamat tonkremenési problémajanak megoldasaval.

A hagyomanyos rizikéfolyamat és a pozitiv ugrasokkal torténd, altalunk vizs-
galt folyamat ténkremenési egyenleteinek 6sszekapcsolasa dltalanosabb esetben t6r-
tént Mazza és Rulliere cikkében [7]. A pozitiv ugrasok esetével foglalkozik, de csak
a tonkremenési valoszintiség megadasat targyalja Dong és Wang FErlang(n) eloszlast
karesemények kozt eltelt id6k esetén [2, 3]-ban.

A megfogalmazott célok érdekében végzett vizsgalatok soran reflektorfénybe
keriiltek olyan fiiggvények, amelyek elemzése segiti az elsGdleges célok elérését, és
vélaszt adhatnak a gyakorlati problémdakra. Egy ilyen fliggvénnyel foglalkozunk
jelen dolgozatunkban.

2. A vizsgalt modell

Tekintsiik a biztositasi matematikiban gyakran hasznalt, Sparre Andersen-
modellként ismert modellt, azaz legyen ¢y = 0, valamint legyenek ¢; (i =1,2,3...)
fiiggetlen, nemnegativ értéki azonos eloszlasi valdszintiségi valtozok. A biztositasi
terminolégiaban t; adja meg az ¢ — l-edik és az i-edik karkifizetések kozt eltelt
id6t. Jeloljiik kozos eloszlasfiiggvenyiiket F(t)-vel, striiségliiggvényliket f(t)-vel,
urp-fel a kozos (véges) varhatéd értékiiket és op-fel a kozos (véges) szorasukat.
Jelslje N(t) a t ideig torténd karesemények szaméat. Az i-edik kiresemény sorén az
Y; valdszintiségi valtozo adja meg a kifizetendd pénzmennyiséget. Az Y; valoszintd-
ségi valtozokrol ugyancsak feltételezziik, hogy nemnegativ értékiiek, egymastol fiig-
getlenek, és azonos eloszlastak G(y) eloszlasfiiggvénnyel, g(y) striségfliggvénnyel,
wa véges varhato értékkel és o véges szordssal. Feltételezziik tovabbé, hogy az
N (t) karszam- folyamat és Y; egymastol fiiggetlenek. A befizetések folyamatosan
érkeznek éllandé c intenzitassal. Jeloljiik zp-lal a kezd6tskét. Ahhoz, hogy a pénz-
tarban levé pénzmennyiség ne haladja meg a z; > 2 szintet, az sziikséges, hogy

N(t)

Z1 2Z072n+6t7
i=1
azaz a z1 — 2o > ¢t — » ;' Y; egyenlGtlenség teljesiiljon minden nemnegativ ¢
értékre. z-vel jelolve a z; — zp nemnegativ kiillénbséget, vizsgéaljuk a

N(#)
=1

N(t)
z—ﬁ—ZY;—ctz()

=1

egyenlGtlenség teljesiilését, ami azt jelenti, hogy a pénztarban levé pénzmennyiség
névekménye nem haladja meg a z értéket.
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Definialjuk az R : R — R fiiggvényt az alabbi modon:

N(t)
R(z)=P|[S0<z+ ) YVi—ct, Vt:0<to ],
1=1

tovabba vezessiik be az aldbbi fliggvényeket:
L _ N(t) .
egyen V(t) =z —ct+> ;' Yi és

inf {t: V(t) < 0}
oo, ha V()>0 Vi>0

Ty =

tovabba legyen ¢ : RfzR{ — R az aldbbi médon definidlva:
#(z,0)=E (e_‘sT" Iry<os|V(0)=2), 2>0, §=>0.

Ez utébbi fliggvény a szintatlépési id6 sidrdségfiiggvényének Laplace-transzfor-
maltja. Cikkiinkben a ¢(z,0) fiiggvénnyel kapcsolatos eredményeket kivanjuk
ismertetni. Megemlitjiik, hogy a koradbban emlitett tonkremenési probléma ese-
tén az imént definidlt ¢(z, 6)-nak megfelels fliggvényt Gerber és Shiu vezették be

[5].

3. A ¢(z,0) fliggvény altalanos tulajdonsagai

A ¢(z,0) fiiggvénnyel kapcsolatban kénnyen bizonyithatjuk az alabbi allitast.
3.1. ALLITAS. é(2,6) korlatos, a mésodik valtozéjaban monoton fogyé fiigg-
vény.

Bizonyitds. Mivel 0 < e v < 1,65 0 <14 <1, ezért szorzatuk is 0 és 1 kozé
esik, tehat a szorzat varhato értéke is 0 és 1 kozé esik minden z > O-ra és § > O-ra.
Ha 6 16, akkor e =97V szigortian monoton fogy. O

Megjegyezziik, hogy a ¢(z,0) fliggvény a 6 =0 paraméter esetén éppen
1 — R(#)-t adja meg, hiszen ha ¢ = 0, akkor

#(2,0) = E(lry<oo) = P(Ty < 0) =1— R(z),

valamint a paraméterben folytonos, st akarhanyszor derivalhato (6 > 0). Tovabba
igaz, hogy
O0Fp(2,0 .
(_1)k ¢<k ) =E (T\]; : 1Tv<c>o) )
90 6=0

és

li 0) = =1- .

Jm ¢(z,6) = ¢(2,0) R(z)
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3.2. ALLITAS. ¢(z,0) kielégiti az alabbi integralegyenletet, ha z > 0 és 6 > 0:

o0 = [ [T otk y - cd)fatinay + [t o

Bizonyitds. z jeldli a bedllitott szintet, Ty pedig a szint elérési idejét, ¢ az
els6 kifizetés idejét és Y7 az els6 alkalommal kifizetett Osszeget. Ekkor

$(2,0) = E(e” "y co0) = B(E(e™*V1r, coo [t =1, Y1 = y)) =

/ / B(e™TV gy coo [t =1, Y1 = y) f(t)g(y)dtdy. @

Két eset lehetséges. Ha t; > 2, akkor E (e °TV1g, coo |ty =t) = e~ <°, hiszen
ekkor biztosan a Z idépontban éri el a szintet a pénznovekmény.

Ha t; =t < %, akkor a szint elérési idejét ¢;-hez viszonyithatjuk, tovabbé a t;
id6pontban a pénztarban levé pénz z + y — ct. Mivel

B (e—éTv ]~TV<OO ‘tl — t) — 6_6t¢(z + Yy — Ct, 6)7

ebbdl kifolyolag (2) a kovetkezdvel lesz egyenld:

/ / “lp(z 4y — ct,8)f(t) dtdy+/ / (y)dtdy.
0o Jo 0 b

A masodik integrélt kiintegralva y szerint éppen a kivant allitast kapjuk. O

3.3. ALLITAS. Az el6bbi egyenlet § = 0 esetén némi atalakitas utdn az alabbi
egyenletet adja:

© g
D= [ [ RG-errnimewirdy, Q
o Jo
amely megegyezik a [8] publikicioban kézolt 3.2. allitas (7) egyenletével.

3.4. ALLITAS. A (1) egyenletnek minden régzitett § > 0 esetén egyértelmii
megoldéasa van az RS‘ -on korlatos fiiggvények kérében.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy (1)-nek két kiilénb6z6 megoldasa is van, és vegyiik
a kiilénbségiiket, jeloljiik ezt ¢, (z, d)-val. Ekkor ¢ (z,d) kielégiti a

Wad) = [ [T e Moty - o) reg)deay
0 0
egyenletet.
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Legyen ||¢x(.,0)]| = sup |¢x(z,d)|. Mivel mindkét megoldés korlatos, ezért a
ZERJ
kiilénbségiik maximum norméja véges. Tovabba

64(28)] < / /je*“wzw—ct,a)\f(t)<>dtdy<||¢k 5 / (1)

mindenz > 0 esetén.

Ha § > 0 és ha ||¢r(.,d)]] ;é O(azaz a kiilénbség nem azonosan 0), akkor azt
kapjuk, hogy ||¢% (-, 0)|| < l¢x(.,0)[| [;° e~ f(t)dt < [|px(.,6)], ami ellentmondas.
Ez azt jelenti, hogy nem lehet ket kiilénb6z6 megoldasa (1 ) nek, ha § > 0. a

Megjegyezziik, hogy 0 = 0 esetén [~ e ' f(t)dt = [;° f(t)dt = 1, tehat az
egyértelmiiség az el6bbi gondolatmenet segltsegevel nem 1gazolhato. Sot, az egyér-
telmiség nem is igaz, hiszen a (3) egyenletnek az azonosan 0 fliggvény is megoldasa.
A Zlingo R(z) = 1 feltétel mellett azonban specialis esetekben sikeriilt bizonyitani a

megoldas egyértelmiségét, s ez a megoldas természetesen az 1 — 5lir(r)1+ @(z,9) fige-

vény [10].

4. A ¢(z,0) fliggvény tulajdonsagai Poisson karszam-folyamat esetén

Vizsgéljuk meg azt az esetet, amikor a karszam-folyamat Poisson-folyamat.
4.1. ALLiTAS. Ha a kirszam-folyamat Poisson-folyamat, azaz f(t) = e M
minden nemnegativ t-re, akkor ¢(w,d) kielégiti az alabbi integralegyenletet:

$0.0)=00.8) = =2 [ 6w 0)o+2 [~ (0wt1.5) -0, ) 1-Glu)dy (4
0 0
és ¢(0,0) = 1 minden ¢ > Oesetén.

Bizonyitds. Induljunk ki (1)-bdl, irjuk be f(t) helyébe az exponencialis fiigg-
vényt, és végezziik el az integralast! Azt kapjuk, hogy

0= / / Ae NG (2 4y — ct, 8)g(y)didy + e~ AT,
0 0

Vezessiik be a 7 = z — ¢t 0j valtozdt; az integralos tagot tovabb vizsgélva

/ / T2 0 GNE gy + 7, 6)eCVE g(y)drdy =

= [T [ Aoty 4 eI aray,
0 0
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54N)Z

Beszorozva e c-vel és derivalva z szerint azt kapjuk, hogy

NEISVE (W; 9) 4 5tk¢>(z,5)> = /OOO 2¢(y+z 0) e Vi g(y)dy.  (5)

Egyszertsitve e(®+tN) 2 _vel

0¢(2,6) 6+ oA
¢ézz )+Jg¢(z,6):/0 20y +2,0)9(y)dy

Atrendezve 96(2.5) -\ 5
Z0) _ [ A _ i
oot = | Sot+ gy - 200,
Ezt az egyenletet integralva z szerint 0-t6l w-ig
(w, 8) — (0, 5) / / Sy + 2, 8)g(y )dydz—/ ?(ﬁ(z,é)dz:
0

/ / oy + 2 0)g(y)dzdy — /0 A gy

Bevezetve az x = z + y 0j valtozot és a B(w, ) fo (z,0)dz 0j fuiggvényt,
az el6bbi atalakitas a kovetkezSképpen folytathato:

/ /“H'y o(x,0)g(y)dzdy —/ m(ﬁ( ,0)dz =

= [ 2B+ .0 - Bl Natdy - 2 B(w.0) =

+ [T 20w+ 0.0) - 90091 - Gy — T2 B ) -

=2B(w0)+ [ 0w+ 0) = 6:8) (1 - Gy~ " Blw,o).

Az utolsd egyenlGségnél felhasznaltuk, hogy

w+y
Bw+y.0)-B.d)= [ 6(0d:<u
Yy

minden régzitett w esetén és lim (1 — G(y)) = 0. Osszegezve, azt kaptuk, hogy

Yy—00
o(w, 5) - / o, 8)da + 2 / (6w +y,5) — by, 8))(1 — Cly))dy.
#(0,0) = 1 konnyen lathato példaul ¢(z,0) definiciojabol. O
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Megjegyezziik, hogy az el6bb végrehajtott atalakitasok forditott sorrendben is
elvégezhetsk. Azaz kiindulva a (4) egyenletb6l megkaphatjuk az (1) egyenletet, ha a
bizonyitasban szerepld, (5)-t eredményezd lépésben emlitett derivalas ellentéteként
torténd integralas soran figyelembe vessziik a ¢(0,8) = 1 kezddfeltételt. Igy a
(4) egyenletnek is egyértelmii megoldasa van a korlatos és folytonos fiiggvények
korében.

4.2. ALLITAS. Ha a kérszam-folyamat Poisson-folyamat, akkor a (4) egyenlet-
nek van exponenciélis, azaz ¢(z,0) = e %)% alaki megoldasa, ahol k(§) > 0,
értéke fiigg O értékétol, de rogzitett 0 esetén egyértelmi. Ez a k(6) > 0 érték § > 0
esetén egyértelmi pozitiv megoldasa a

k(0) - (c - A/OOO MO (] _ G(y))) dy =6 (6)

tigynevezett altalanositott Lundberg-egyenletnek. Megjegyezziik, hogy mivel a
korabbiak sordn bebizonyitottuk, hogy az egyenlet megolddsa egyértelmi a
korlatos fiiggvények kérében, ezért ez a megoldas.

Bizonyitds. Induljunk ki az elézéleg bizonyitott
6 w A (oo}
ow.d) = 1= -5 [ owd)de 3 [ (0wt 1.0) - 6(0.9) (1~ Glu))dy
0 0

Osszefiiggesbdl, és keressiik a megoldést ¢(w,d) = e~ *(9 alakban!

Vizsgaljuk meg, milyen Gsszefiiggést kell kielégitenie a kitevének! Amennyiben
k(6) = 0, akkor az egyenlet 0 = —% fow ldz, azaz § = 0 vagy w = 0, de mivel az
egyenletnek minden w > 0 esetén teljesiilni kell, ezért 6 = 0. Legyen k(5) # 0!
k(d) < 0 esetén rogzitett 6 > O-ra a ¢(z,d) nem korlatos. Ha k(0) > 0, akkor

efk(ts)w 1=
S [ ko) A —k(6) (wty) _ KOy

= — — z N — > w — e 1 — =
CA e dx + p A (e e ) ( G(y))dy (7)
SekOu 1 N, o

_ 01 A ke k(@) (q _ .
(e ) / eFOW(1 — G(y))dy

Mivel a kifizetendd kdrmennyiség varhato értéke véges, igy fooo(l — G(y))dy
véges, tehat [~ e *OY(1—-G(y))dy is véges. Legyen Dy = [~ e *OW(1-G(y))dy.

fgy (7) alapjan
) A
—k(é)w_l 1————-2D =
(e ) ( ck(d) ¢ 2) 0

teljesiil, s 1évén hogy az elsé tényezd nem 0, tehat

) A

T e
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ol
Ambo ck(8) — & — \k(5) Dy = 0,

vagyIs k(6)(c — ADs) = 6 ®)

Korabban megallapitottuk, hogy k() = 0 esetén § = 0, ami az R(z) esete. Ha
§ =0 és k(0) # 0, akkor ¢ — ADy = 0. Mivel Dy = [ e *(D¥(1 — G(y))dy, ezért
ez azt jelenti, hogy 1= 2 [ e @ (1 — G(y))dy.

Ezzel megmutattuk, hogy allitasunk altalanositasa annak a [8]-ban bizonyitott
allitasnak, amely kimondta, hogy Poisson karszam-folyamat esetén R(z) exponen-
cidlis alaki megolddsa R(z) = 1 —e "%, ahol v a 2 [[Te (1 — G(y))dy = 1
egyenlet megoldasa.

Ha 6 # 0, akkor k(9) # 0, tovabba legyen

H(k)=k (c - A

0

(1 - G(y))dy) .

A (8) egyenlet a H(k(5)) = ¢ alakban irhato. Ha k n6, akkor Dy cs6kken, ellentettje
ng, igy ¢ — ADy né. ElGjele attol fiiggben negativ, vagy pozitiv pici k értékre, hogy
c— Aug > 0, vagy ¢ — Mg < 0. Ha ¢ — Apg > 0, akkor

c— /\/ e M (1 —G(y))dy > 0,
0

minden k >0 esetén, tehat H (k) szigorian monoton ns. De H(0) =0, és
klim H(k) = oo, ezért létezik pontosan 1 olyan k > 0 érték, amire H(k) = 0. Ha

¢ — Mg < 0, akkor kicsi k értékekre
- A/ e~M(1 = G(y))dy < 0,
0

igy annak k-szorosa is negativ. Igy H(k) elészor fogy, majd néni kezd, s6t bizonyos
k értéktdl fogva

ke — A / T e - Gy))dy) > 0,

s ilyen k értékekre a H (k) szigorian monoton nd, valamint a hatarértéke oo, tehét
most is létezik pontosan egy olyan k > 0 érték, amelyre H(k) = 6. A lépések
forditott sorrendben valo elvégzésével ellendrizhets, hogy ezzel a k(0) kitevével a
(w,8) = e FOw kielégiti a (4) egyenletet.

Ezzel belattuk, hogy a (4) integralegyenletnek van exponenciélis megoldasa, és
az exponencialis fliggvény kitevGje a (6) egyenlet egyértelmii pozitiv megoldéasa. O

Megjegyezziik, hogy a 4.2. tétel eredménye megtalalhaté Mazza és Rulliere [7] pub-
likdciojaban is, 6k azonban mas Gton jutottak el hozza. Nevezetesen a klasszikus
tonkremenési probléma megolddsat hasznéltak fel a szintatmetszési probléma meg-
oldasadhoz, és az altaluk bebizonyitott kapcsolat segitségével jutottak el ehhez a
formuldhoz.
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Altalaban azonban nem igaz, hogy az (1) integralegyenlet megoldasa exponen-
cialis alaktd. Fennall ugyanis a kévetkezs:

4.3. ALLITAS. Ha a karigények nagysaga exponenciélis eloszlast val6szintiségi
valtozo, akkor az (1) integralegyenlet megoldasa csak Poisson kérsziam-folyamat
esetén exponencidlis alakd.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a ¢(z,6) = e (0)* fiiggvény (v(5) > 0 mellett)
kielégiti a (1) egyenletet, azaz

e , 1 .
e—u(&)z:/ / 6_6t€_u(6)'(z+y_¢t)f(t)76 “ledtdy—‘r/ 6_5?f(t)dt.
o Jo e

Kiintegralva y szerint, beszorozva e”(®)*-vel, majd derivalva z szerint, kapjuk, hogy

11 1 =
0= 7771675261,(5)# (f) +
¢ pug v(0) + e c

(= £) 00 (- () - ),

Egyszertsitve e(*(®~2)*_val, majd bevezetve az Flz)=1-F (2) jeldlest, lathat-
juk, hogy

~/!

— %f‘/(x) +ec <y(5) - i) F(z)+ F (z),

e L
@)+ 2%e}
amib6l ( %) 5)
F(z)= *W F().
uer(6) +1

Ez egy linearis differencidlegyenlet [;‘(a:)—re, amelynek az 1?(0) = 1 kezd6feltétel
mellett egyértelmid exponencialis megoldasa van, ez pedig a kovetkezs:

c(u(é)fg)
- O

F(x) —=e ngv(®)+1

x

Visszahelyettesitéssel megkapjuk, hogy

c(v(d) - %) _ ev(d) =96
pav(9) pcv(9)
puer(6)+1  puer(d) +1

A:

paraméterd exponencialis eloszlastu valészintségi valtozok a karigények kozt eltelt
id6kozok.
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Ebbél v(9) kifejezhets, és a pozitiv gyok

_ Opc + Mic — ¢+ /(Opa + Mg — ¢)? + ddcpc =0

%1 ((5) QC/_LG

O

Megjegyezziik, hogy J = 0 esetén /\% = cv(0) miatt A = c¢(v(0) + /%G)
paraméterti exponencidlis eloszlast valészintségi véltozok az egymést kovetd
karesemények.

Ezzel egyuttal megadtuk egy specialis esetben a (4) egyenlet megoldasat,

nevezetesen:

P __1,

4.4. ALLiTAS. Ha N(t) Poisson-folyamat, valamint G(y) =1 —e #c¥ (y > 0),
azaz a kifizetett kidrok nagysaga is exponencidlis eloszlasti val6szintiségi valtozo,
akkor a kitevd analitikusan megadhaté, nevezetesen

2
—<c—)\—5>+\/<c—)\—5> 4 20
7e e 2ze;

K(6) = > ©

és igy

c o (e 5) 2 4cs
— —a— —A—
(“G )W(m ) tha

O(z8) = ¢ 5

Megjegyezziik, hogy ez az eredmény megtalalhaté Mazza és Rulliere [7] publi-

ssrz

A (4) egyenlet megoldasanak alakjat figyelembe véve és felhasznéalva azt, hogy

(2,6
e

=E(T{lry <o),
=0

k(6)ismeretében konnyen meghatarozhaté E (TF 11, <oo)-
4.5. ALLITAS. Speciélisan, z kezdotokét feltételezve, ha N(t) Poisson-folyamat,

akkor
~9(2,9)
o))

= zk/(O)e*k(O)z,
5=0

ETvir, <o) =

ahol
/ 1

k(0) = M ye R O(1 = Gy))dy

Bizonyitds. Induljunk ki a (6) Gsszefliggésbdl, azaz a
k(3) - <c - )\/ e HOv(1 G(y))dy) —6=0 (10)
0
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alakbol. Az implicit fliggvény tétel alapjan lathatjuk, hogy k(d)differencialhato.
(10)-et, derivalva d szerint

k (5) - (c — A/OOO e k@y (1 — G(y))dy> +
+ k(6) - k (8)- )\/OC ye *OV(1 - Gy))dy — 1 = 0.
0

Figyelembe véve, hogy § = 0, valamint hogy ¢ — )\fooo e *O0Y(1 - G(y))dy = 0,
kapjuk, hogy
/ 1

K (0) = — .
e kO _
A / ye ™ O (1 — G(y))dy

5. A kitevé numerikus meghatarozasa

Tekintettel arra, hogy az (1), de még a (4) egyenletnek is csak specilis esetben
ismert az analitikus megoldasa, ezért az egyenlet megoldasa érdekében sziikség van
numerikus megoldasi modszer megkonstrualasara. Cikkiinkben csak a (4) egyenlet
numerikus megoldasi modszerével foglalkozunk.

A (4) egyenlet megoldasanak numerikus kozelitése szempontjabol nagyon
hasznos, hogy tudjuk, hogy a (4) egyenletnek exponencialis fliggvény a megol-
déasa, s a megoldas kitevGjében szerepld egyiitthaté meghatarozhaté a (6) egyenlet
megoldasaval.

A gyokkeres§ eljards sordn a Newton-modszert alkalmazzuk, kiszdmitva a
H(k) — § fiiggvény és k szerinti derivaltja értékeit, vagy ha azokat nem tudjuk
kiszdmitani, azoknak kozelit$ értékeit. Ez utobbi esetben a kozelits értékek kiszé-
mitasdhoz sziikségiink van improprius integral kozelité meghatarozasara. Ehhez a
kovetkez6képpen jutunk:

Az z = ky helyettesités utan 1 (1 — G(%£)) = 9(z) jelsléssel kapjuk, hogy
/ e M1 - Gy))dy = / e ” E(x)dx,
0 0

s a numerikus integralas elvégzésére a 5(1’) fiiggvénnyel a Gauss-Laguerre kvadra-
tura formula hasznalhato [9].

A H(k) -/ figgvény derivaltja a Newton-modszer alkalmazéasahoz szintén kell,
igy meg kell (analitikusan vagy kozelitSleg) azt is hatarozni. A derivalt a kovetkezs
alaku:

H (k) = - / e (1L - Gy))dy. (11)

Alkalmazott Matematikai Lapok (2010)
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Az el6bbi improprius integral konvergens, mivel

[e e}

0< /OOO ye (1 - G(y))dy < /0 y(1 - G(y)dy =

- qu(lzG(y)Eo * /;O y;G'(y))dy> = %MQ,

amennyiben M jeloli YV; ¢+ = 1... méasodik momentumét.
A (11)-ben szerepls improprius integral numerikus kiszamitésara szintén hasz-

nalhat6 a Gauss-Laguerre kvadratira formula a Z(x) =% (1- G(%)) fiiggvénnyel.
Igy a Newton-modszer alkalmazésaval (6) gyoke numerikusan megadhato, akér
tudjuk a H(k) — § fiiggvény és k szerinti derivaltja értékeit pontosan szamitani,
akar nem. (10) és (11) alapjan k' (8) is megkaphat6é numerikusan, igy a szintatlé-
pési id6 varhato értéke kozelitGleg szamolhato.

A numerikus szamolasok soran azt tapasztaltuk, hogy a tizenkilenced foku
Laguerre-polinomokat hasznélva az improprius integralok értékét nagy pontos-
sdggal megkaphatjuk. A tizenkilenced foka polinom alkalmazasihoz sziikséges
kvadratura stlyokat, valamint a polinom gyokhelyeit tablazatban talaltuk meg [8].

k(&) 10"
0125 0
0.1 /,/-"”’.
//
012 e 43 g
= A
~ e
0115 A - 0 rd
P 04 Z
011 / 05 /
P
/-’ 08 /
P /
0105 # o /
g /
o o
08 / 1
0095 el a 0

0 0001 0002 DDO3 0004 DODOS D006 0007 OOC8 DODOY 001 0 0001 D002 0003 0004 O0D05S 0006 D007 0.008 0003 001

(a) (b)

1. abra. Az exponencialis megoldasfiiggvény kitev§jének pontos (-) és numeriku-
san szamolt (*) értékei (1(a)), és azok kiilonbsége § fiiggvényében (1(b)).

Végezetiil a numerikus eljaras soran kapott megoldas pontossagénak illusztra-
lasara mutatjuk az alabbi abrikat. Legyen a karszamot megadé folyamat Poisson-
folyamat A\ = 1 paraméterrel, azaz a folyamat soran exponencialis eloszlasu id6ko-
zonként érkeznek a karigények, egységnyi id6kézonként atlagosan egy, mig a kifize-
tett kir nagysaga exponencidlis eloszlast valoszintségi valtozo pg = 2,5 (pénzegy-
ség) varhato értékkel, legyen tovabbd ¢ = 2. Az 1(a) abra az exponenciélis meg-
oldasfliggvény kitevGjének értékeit mutatja 0 fiiggvényében. A vonal a (9) alapjan
szamolt pontos értéket, a * a numerikusan szamolt értékeket mutatja. Az 1(b) abra
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pontos és a numerikusan szamolt kitevSk kiilonbségét mutatja. Az eltérés nagy-
sagrendje 1076,

A 2(a) abra a szintatlépési id§ varhato értékét mutatja az atlépends szint
fiiggvényében. A pontosan és a numerikusan szamolt fliggvények az abran nem
kiilonboztethetSk meg a nagyfoki egybeesés miatt. A numerikus és a pontos érté-
kek kiilonbségét a 2(b) abran vehetjik szemre. A kiilonbség esetiinkben szazadnyi
nagysagrendt, és ott a legnagyobb, ahol maga a fiiggvény is legnagyobb.

ETy,
10 o
] P P
/ L 0002 v
/ \\
- /l' \ -0.004 \
\
B 0006 /
5 . /’
0008
H \ | /
3 3 \ 1 001 ’/‘/
2 1 \ /
g 0012 X. £
1 e ] N
% 10 F) Eq 0 0 C R ity 10 0 ET a0 El B

2. dbra. A szintatlépésiidg varhato értéke az atlépendd szint fiiggvényében (2(a)),
valamint a numerikusan szamolt és a pontos varhaté érték kiilonbsége (2(b)).

Els6 ranézésre kissé meglepd, hogy amint az dbran lathato, a szintatlépési idg
varhaté értéke el6szor né, majd fogyni kezd. Ennek az az oka, hogy a szintatlépés
valészintisége a szint fiiggvényében exponencidlisan csokken, tehat bizonyos szint
esetén mar nagyon kicsivé valik, igy a véges varhatoé érték a kicsi valoszintiség miatt
nem lesz nagy.

KOSZONETNYILVANITAS: A szerzok koszonetiiket fejezik ki az ismeretlen
biralénak értékes, javitoé megjegyzéseiért.
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LEVEL-CROSSING PROBLEM AND ITS GENERALIZATION
IN THE SPARRE ANDERSEN MODEL

Eva ORBAN-MIHALYKONE, CsABA MIHALYKS, BELA G. LAKATOS

The main problem in insurance is the ruin probability and small attention turns to the
maximum value of the surplus. In this paper we ask if, the surplus exceeds a given level or not,
and when it does, supposing Sparre Andersen risk model. Moreover we define a generalization of
the function giving the probability of the level crossing and we analyze it. During our investigation
we do not bother if the surplus becomes negative.
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