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A FIZIKAI MATEMATIKA LEGUJABB EREDMENYEI MINT A
KOZGAZDASAG-TUDOMANY LEHETSEGES VIZSGALATI ESZKOZEI

MOCZAR JOZSEF!

A kozgazdasag-tudomany szamos problémaja a fizika analoég modelljeinek
segitségével nyert megoldast. A kézgazdaszok korében erdteljesen megoszla-
nak a vélemények, hogy a kozgazdasagi modellek mennyire redukalhaték a
fizika, vagy méas természettudomanyok eredményeire. Vannak, akik pontosan
ezzel magyarazzak, hogy a mai mainstream koézgazdasagi elmélet atalakult
alkalmazott matematikava, ami a gazdasagi kérdéseket csak a tarsadalom-
tudomanyi vonatkozasaitol eltekintve képes vizsgalni. Masok, e tanulmany
szerzGje is, viszont gy vélekednek, hogy a kézgazdasagi problémak egy része,
ahol lehetdség van a mérésre, j6l modellezhetSk a természettudoményok tech-
nikai arzendljaval. A maésik része, amelyekben nem lehet mérni, s tipikusan
ilyenek a tarsadalomtudomanyi kérdések, ott sokkal komplexebb technikakra
lesz sziikkség. E tanulmény célkitizése, hogy felvazolja a fizika legtjabb, az
irreverzibilis dinamika, a relativitaselmélet és a kvantummechanika sztochasz-
tikus matematikai Gsszefiiggéseit, amelyekbdl a kozgazdaszok véalaszthatnak
egy-egy probléma megfogalmazasaban és megoldasiban. Példaul az iddoperd-
torok pontos értelmezése jelents fordulatot hozhat a makrockonomiai elmé-
letekben; vagy az eddigi statikus egyensilyi referencia pontokat felvalthatjak
a dinamikus, id6ében valtoz6 sztochasztikus egyensilyi referencia fliggvények,
ami forradalmian 4j megvilagitasba helyezhet szamos tarsadalomtudomanyi,
s f6leg nemegyenstlyi kozgazdasagi kérdést. A termodinamika és a biologiai
evolticio fogalmait és definicioit Paul A. Samuelson (1947) mar adaptélta a
kozgazdasagtanban, viszont a kvantummechanika legijabb eredményeit, az
idGoperatorokat stb. nem érintette. E cikk azokat a legtjabb fizikai, kémiai
és biologiai matematikai Osszefiiggéseket foglalja Gssze, amelyek hasznosak
lehetnek a kozgazdasagi modellek komplexebb megfogalmazasahoz.

1. Bevezetés

»Az 1d8, az elfelejtett dimenzid.” Ilya Prigogine (1980).

1A szerzé koszonetet mond Martinds Katalinnak és Van Péternek a tanulmanyhoz fiizdtt
hasznos észrevételeikért. Ki{ilén koszdnet illeti meg Matolcsi Tamast és a névtelen lektort a
cikk szerkesztéséhez és a targyl pontositdsokhoz adott javaslataikért. Az esetleges hibakra és
tévedésekre a szokdsos megjegyzés vonatkozik.
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Ezzel a meglepd Kkijelentéssel kezdi Ilya Prigogine 1980-ban megjelent From
Being to Becoming cimd kényvét. Mindezt azzal magyarazza, hogy a dinamika
leirasaban, egészen napjainkig, legyen az klasszikus vagy kvantum, az idé korlato-
zott modon 1ép be, olyannyira, hogy autoném esetben, az id6tdl explicite fiiggetlen
allapotegyenleteik, mind a Hamilton-fiiggvény, mind a Schrédinger-operétor inva-
ridnsak az id§ megforditasara, a ¢ — —t-re. Ezek azonban a valosagos esetek
elenyészé részének felelnek meg, tehat nem igazan alkalmasak altaldnos elvek meg-
fogalmazasira.?

A legkorabban, 1754-ben d’Alembert jegyezte meg az Enciklopédidjdiban, hogy
az id§ csupan csak geometriai paraméterként jelenik meg a dinamikdban. Néla is
tovabb ment Lagrange (1796), amikor a dinamikat négydimenziés geometridnak
nevezte. Nézetiik szerint a milt és a jovs ugyanazt a szerepet jatsszak. Az atomok
és a részecskék altal kovetett vilagvonalak vagy trajektoriak alkotjak az univerzu-
munkat, amelyek a jov6 és a milt felé egyarant huzhatok. Vagyis az Gsszes ener-
getikus feltette, hogy minden jelenség tokéletesen reverzibilis, és igy az egyenstly
nem fiigg az id6t6l. Jollehet, kozelitéseiket csak autondém differencidlegyenletekben
fogalmaztik meg; tehat nincs is igazabdl tisztazva, hogy mi az egyensily, és hogyan
is fligghetne az id&tol?

Ez a vilagszemlélet a nyugati tudomany eredetében gyoOkerezett, amelyet a
20. szézad elején csaknem egyhangilag elfogadott a tudomanyos kozosség. A milé-
toszi iskola, amelynek az egyik legillusztrisabb képvisel6je Thalesz volt, bevezetett
egy fogalmat az eredeti anyagra, amely szorosan kapcsolodik az anyag konzervala-
sanak koncepcidjahoz. Thalesz szerint egyediil a szubsztancia, mint pl. a viz alkotja
az eredeti anyagot. Az Osszes valtozasnak a fizikai jelenségekben, mint pl. a néve-
kedés vagy a csokkenés, illazioknak kell lenniiik. A 20. szazad elején ezt a statikus
szemléletet elfogadtak az Gsszes tudomany képviseldi, a klasszikus (és kvantum-)
mechanika képvisel6i pedig jobbara csak autoném differencilegyenletekben gondol-
kodtak. Ez olyan erésen hatott a tuddsokra, hogy még maga Einstein is bevezetett
egy kozmoldgiai dllandot® az altalanos relativitaselméletbe, hogy tovabbra is sta-
tikus legyen a vilagegyetem modellje. (Bar ezt késébb élete legnagyobb hibajanak
nevezte.)

E tekintetben a megmaradas elve a dontd, mert definidlja az id6beni azonos-
sagot. Amikor ezt a metaforat atemelték a tarsadalomtudomanyba, kideriilt, hogy
az egyensilyra itt is igaz, hogy ,ami elmilt, az elmult”; igy gyakorlatilag figyelmen
kiviil lehetett hagyni, hogy hogyan miikédik a piac ,yvalés idében”. Csak a feltétele-
zett végss kifejletnek szenteltek figyelmet, ami a metaforanak éppen a nem statikus
voltat mutatja.

Azonban a fizikiban és a kémidban is ma méar kézismert, hogy egy olyan elmé-
let, amelyben a mult és a jov6 ugyanazt a szerepet jatsszak, nem alkalmas minden
jelenség leirdsara. Példaul, amikor két folyadékot egy kémcs6be ontiink, altalaban

2Raadasul a kdzgazdasagi dinamikaban azért sem lehet megforditani az id6t, mert a hasznos-
sagi fiiggvény diszkonttényezGje monotonitast valtana, és a haldlozasi kockdzat esetén a halott
életre kelne.

3A téridének (1d. kés6bb) imannens tagulasi hajlamot tulajdonit.
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homogén elegy jon létre. Ebben a kisérletben az id§ iranya lényeges. A dinami-
kus szemlélet a 20. szazad mésodik harmadéatol kezdve terjedt el végérvényesen,
csaknem valamennyi tudomanyteriileten, ahol az id6 mar lényeges szerepet jatszik.
Ezzel az evolucids fogalom centrilis szerepet kapott a fizikai univerzum megérté-
sében, amelyet a fizikdban a termodinamika mésodik térvényén, a hires entrépia
novekedésének torvényén keresztiil vezettek be.

A termodinamika méasodik torvénye megfogalmazésa 6ta hangsilyozta az irre-
verzibilis folyamatok egyértelmid szerepét. Valdszintleg a homalyos megfogalma-
zésa volt az egyik oka annak, hogy a termodinamika alkalmazisa nagyon gyorsan
csak az egyensilyra korlatozédott, a termodinamikai evolacié végss allapotara.
Az 1980-as években kivetkezett be egy teljes szemléletvaltozas, amikor is kezd-
ték megérteni, hogy az irreverzibilis folyamatok konstruktiv szerepet toltenek be
a fizikai vilagban, és ezért a nemegyensilyi dllapotok vizsgdlata is jelentds az evo-
licid tanulmdnyozdsdban. Ennek természetesen eléfeltétele volt, hogy a dinamikai
rendszer elégségesen ,komplex” legyen, hiszen senki sem var termodinamikai visel-
kedést példaul az egyszerd harmonikus oszcillator esetében. Prigogine megmutatja,
hogy a nemegyenstlyi termodinamika® vezet a disszipativ struktirdkhoz, amelyek
lényegesek a nemegyensulyi vilagban, az életteriinkben végbemend koherencia és
szervez6dés megértéséhez. Ugyanez a paradigmavaltas figyelheté meg ebben az
idgszakban a kozgazdasigi elméletben is: sorra sziilettek meg a nemegyensulyi
modellek, amelyek stacionarius allapotai az ismert egyensilyokat eredményezték.
A nemegyensilyi mikroszkopikus elméletek azonban még nem teljesen kidolgozottak,
ezért a kizgazdasdgi elméletek fizikai redukcionizmusdiban egyféle vikuum keletke-
zett, ami a felhaszndlhato eredmények elmaraddsdnak is tulajdonithatd.

Klasszikus értelemben a termodinamika méasodik torvénye fejezi ki a moleku-
laris rendezetlenség novekedését. Amint azt Ludwig Boltzmann® megfogalmazta,
és kés6bb meg is mutatjuk, a termodinamikai egyensily felel meg a mazimdlis ,wa-
loszindiség” dllapotdnak. Az evolicié alapértelmezése azonban ennek éppen az el-
lenkez&je a bioldgiaban és a szociologiaban, inkdbb a komplexitas magasabb szint-
jeire torténd transzformaciokat irja le. Erzékelhetjilk tehat, hogy az id6 jelentése
kiilénb6z6 a mozgasban, a dinamikaban, az irreverzibilitashoz kapcsolodasdban, a
termodinamikaban, a térténelemben, a biolégidban és a szociolégidban. Prigogine
els6ként teszi fel a kérdést, hogy hogyan lehet Gsszekapcsolni az id6§ ezen kiilon-
b6z6 fogalmait, hogy egy koherens vildgszemlélethez jussunk. A valaszt az id§

4A nemegyensilyi termodinamikaba ad bevezetést Van (2005) egyetemi jegyzete, mikézben a
termodinamika kiilonb&zd egyensilyi és nemegyensulyi elméleteit is ismerteti. llyenek példaul a
nemegyensilyi fenomenologikus kontinuum elmélet (irreverzibilis termodinamika), az egyensulyi
statisztikus homogén elmeélet (statisztikus fizika), vagy az egyensulyi fenomenologikus homogén
elmélet (egyenstlyi termodinamika vagy termosztatika). Az irreverzibilitas kozgazdasagtanba
torténd bevezetésére Martinas (2000) tanulméanya tesz kisérletet.

5Boltzmannt (1844-1906) olyannyira lenytigbzte a termodinamika masodik tdrvénye, hogy
virtudlisan teljes karrierjét annak megértésének és interpretdlasdnak szentelte. Ebben latta
ugyanis Darwin evoltciés elméletének fizikai magyarazatat, s legf6bb ambicidja volt, hogy az
anyag evoluci6janak ,Darwinava” legyen, vagyis kidolgozza az anyag evolicidjinak mechanikai
elméletét.
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szerepének ujraértékelésében latja. Az irreverzibilis folyamatokat éppoly valosak-
nak tekinti, mint a reverzibiliseket, amelyek mélyen a dinamikiban gyokereznek
és a legvilagosabban biolégiai szinten jelennek meg. Az irreverzibilitds ott kez-
dédik, ahol a klasszikus vagy a kvantummechanika alapvets fogalmai (mint pl. a
trajektoriak vagy a hullamfiiggvények) megsziinnek megfigyelhetSknek lenni. Pri-
gogine itt egy olyan mikroszkopikus formalizaciora hivja fel a figyelmet, amely a
klasszikus és a kvantum-mechanika szokasos formalizaciéi mogé terjed, és explicite
az irreverzibilis folyamatok szerepét jatssza. E formalizacié teszi lehet6vé, hogy a
fizikai rendszerekre tett megfigyeléseink sok aspektusat a biolégiaikéhoz kapcsoljuk.
A széndék itt nem az, hogy a fizikit és a biologiat egyetlen sémara ,redukaljuk”,
hanem, hogy vildgosan definidljuk a leiras kiilonb6z6 szintjeit és megadjuk azokat
a feltételeket, amelyek lehetévé teszik a kiillonb6z6 szintek kozotti kozlekedést.

Mig a klasszikus fizika az euklideszi geometrian alapul, a relativitaselmélet ered-
ményei szorosan kapcsolodnak a geometriai fogalmak kiterjesztéseihez. Az embrio-
logusok a mezdelméletet hasznéljak a morfogenézis komplex jelenségeinek ébrazo-
lasara. Egy fejléds embrié modellezése rendkiviil nehéz: a sejtek szama véltozik, 0]
szovetek és szervek keletkeznek, amelyek konfiguracidja fontos alkotorészévé vélik
az allapotnak. A biologiai térben minden egyes esemény egy pillanat alatt kovetke-
zik be, és egy olyan régiéban, ami lehetGvé teszi, hogy a folyamatot teljes egészében
koordinatak kézé helyezziik. Ez a tér funkcionélis és nem geometriai. Az 6kologiai
allapottér gyakran a populacié olyan listdja, amely a fajok adott halmazat tar-
talmazza. A standard geometriai tér, az euklideszi tér invaridns az eltolasokra és
a forgatasokra. A bioldgiai és az Okolégiai térben viszont az események idében
és térben elhelyezett folyamatok és nem csupén trajektoriak. Egészen kozel kerii-
liink a kozmosz arisztotelészi nézetéhez, amely szembedllitotta az isteni vilagot és
az Orokkévalo trajektoridkat a ’szublunaris’ természet (vagyis a valosagos) vilag-
gal, amelynek lefrasdban nyilvanvaléan meghatarozo szerepet jatszottak a biologiai
megfigyelések.

Eudoxosz, Ptolemaiosz, Kopernikusz és Brahe geometriai modelljei t6bb-keve-
sebb sikert jelentettek a Naprendszer dinamikajanak leirdsaban, de ezekbdl hidny-
zott egy olyan vezérelv, ami biztositotta volna a modellek szisztematikus felépitését.
Kopernikusz heliocentrikus modellje 6riési filozofiai jelentGsége mellett sem garan-
talt lényegesen pontosabb elérejelzéseket, mint Ptolemaiosz geocentrikus modellje.

Bar Arisztotelész biologiai nézeteinek alkalmazasai a fizikira katasztrofalis
kovetkezményekkel jartak, a modern bifurkacios és instabilitdsi elméletek azt
mutatjak, hogy a két fogalom, a geometriai és a szerves funkcionalis vilig nem
inkompatibilisek. A klasszikus, gyakran Galileinek tulajdonitott nézet a vilagot
egy objektumnak tekintette, s a fizikai vilagot kiils6 szemlélSként irta le. Az é1§
organizmusok az egyensulytol messze 16vS objektumok, amelyeket az instabilitasok
szeparaltak az egyensily vilagatol, és amelyek sziikségszertien nagyok, makroszko-
pikus objektumok. Az anyag egy koherens allapotit kovetelik meg azért, hogy
elsallitsdk a komplex biomolekuldkat, amelyek lehetévé teszik az élet 6rokkévalo-
sagat.
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Prigogine prébalkozasa az un. ,masodik id§” fogalmanak bevezetésére, csak
egy a sok koziil. Ezek a kisérletek abbol indulnak ki, hogy a mozgassal kapcsolatos
id6 csak az els6 aspektus, amely konzisztensen belefoglalhato a klasszikus fizika és a
kvantummechanika kereteibe. A mdsodik 1dé megfogalmazasa, amint késébb bemu-
tatjuk a legelsd kisérleteket, a fluktudcidkban gydkerezik, mélyen a mikroszkopikus
dinamika szintjén. Ebben a kozelitésben az id6 tobbé nem egy egyszer paramé-
ter, mint a klasszikus, vagy a kvantummechanikaban, hanem egy operdtor, azokhoz
hasonl6, amelyek leirjak a mennyiségeket a kvantummechanikdban. Az operatorok
azért sziikségesek, hogy leirhassuk a mikroszkopikus szint varatlan komplexitasait.
A relativitaselméletben az id§ nem kiiloniil el a tértél, és nem is fiiggetlen téle,
hanem vele egyiitt a téridének nevezett rendszert alkotja.

A klasszikus fizika, még a kvantummechanikaval és a relativitdselmélettel
egylitt is, a kiilénb6z6 rendszerek idébeli evolicidinak viszonylag gyenge modelljeit
adta. A fizika determinisztikus torvényei, amelyek egy ponton az egyediili elfo-
gadhaté torvények voltak, ma nagyon nagy egyszertisitéseknek tiinnek, valosaggal
az evolucié karikaturdi. Mind a klasszikus, mind a kvantummechanikidban, ha
egy rendszer allapota elfogadhaté pontossaggal ismert volt egy adott idSpontban,
akkor a jov6 (és a mult is) el6rejelezhets volt, legalabbis elvileg. Az elméleti keret
predeterminélta, hogy a jelen, bizonyos értelemben, mar tartalmazza a miltat és
a jovGt. Prigogine kutatdsai mindezt cafoljak. Még a fizikdban is, épp tgy, mint a
biolégidban, csak kiilonbo6zs lehetséges szcenaridk jelezhetSk elére.

Az integralhato rendszerek egyensilyanak megkeresésében jelentkezs nehéz-
ségek miatt James Clerk Maxwell és Boltzmann a dinamikai rendszerek egy masik
tipusat kezdték el vizsgédlni, nevezetesen azokat, amelyeket ma ergodikus rendsze-
reknek neveziink. A termodinamikai egyensily problémajanak kézvetlen bizonyi-
tasara bevezették az ergodikus hipotézist. Ez a kovetkezSket &llitja: ha a rendszer
marad a tényleges mozgasallapotaban, akkor el6bb vagy utébb keresztiilmegy min-
den olyan fazison, amely kompatibilis az energia egyenlettel. Ugyanakkor a mate-
matikusok kimutattak, hogy a trajektéridk nem toltik ki teljesen a feliiletet”; de
a dinamikai rendszer barmelyik trajektoériaja tetszélegesen kozel keriilhet barmely
allapothoz (az energiafeliilet mindegyik pontjahoz), 6sszhangban a kvdzi-ergodikus
hipotézissel.

Ennek illusztralasara tekintstink egy egyszerd példat, mégpedig a kétdimenzios
egységnégyzeten véghemend mozgist, amit az aldbbi egyenletekkel adunk meg:

d_ e i
at =~ AT
A rendszer megoldasai az indul6 feltételekkel egyfitt:
p (t) =po+ at,
q(t) =qo+1.

Az ezekbdl nyerhet fazistrajektoria:

p=po+alg—q)-.
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A trajektoria f6bb karakterisztikumai o értékeitdl fiiggnek, amelyekre két eset
kiilonboztethets meg. Ha « racionalis szam, mondjuk o = m/n, ahol m és n relativ
primek (egészek), akkor a trajektoria periodikus lesz, és T = n periédus utan
ismételni fogja 6nmagat. A rendszer ebben az esetben nem ergodikus. Ha viszont
« irracionalis, akkor a trajektoria kielégiti a kvazi-ergodikus hipotézis feltevését.
Az egységnégyzet minden egyes pontjihoz tetszélegesen kozel fog keriilni, de nem
tolti ki teljesen a négyzet feliiletét.

Az a gondolat, hogy a dinamikai rendszerek csak é&ltalaban ergodikusak,
elszor Kolmogorov (1954) tanulméanyaban jelent meg. Kimutatta, hogy interaktiv
dinamikai rendszerek nagy osztalyaira lehet szerkeszteni olyan periodikus palya-
kat, amelyek az ergodikus feliilet egy alterére (invarians toruszokra) korlatozottak.
Miés vizsgalatok is ismertek, amelyek gyengitették az ergodikus rendszerek uni-
verzalitasaba vetett hitet. Példaul Enrico Fermi, John Pasta és Stanislaw Ulam
nemharmonikus oszcillatorok Gsszekapcsolt lancainak viselkedését vizsgaltak. Azt
varték, hogy a rendszeriik gyorsan elér egy termalis egyensilyt. Ehelyett periodikus
oszcillaciokat kaptak, mégpedig kiilonb6éz6 normél moduszi energidban. Kolmogo-
rov elméletét kiterjesztette Arnold és Moser, és ez vezetett az un. KAM-elmélethez.
Ennek az 0j elméletnek talan az a legérdekesebb aspektusa, hogy figgetleniil az
ergodicitdstol, a dinamikai rendszerek véletlenszerd mozgdsra vezethetnek®.

A gravitaciot a tudomény mai 4llasa szerint nem vonzo eréként, hanem tér-
gorbiiletként fogjuk fel. A tér és id6 kiilon nem létezik, egységes egészet alkotnak.
Ezen beliill minden pontszerii testnek értelmezhets a sajatideje. Egy megfigyeld
(,rendszer”) nem mas, mint pontszerd testek Osszessége, minden pontnak létezik
sajatideje, de ezek a sajatidk altalaban egyméstol fiiggetlenek, nem &llnak Gssze
egységes rendszeridévé. Rendszeridét csak szinkronizécidval tudunk létrehozni, de
a szinkronizéci6 és a sajatidék altalaban egyméstol fliggetlenek.

Jelen vilagunkat kiilonb6z6 szinteken vizsgalva, més és mas torvényszeriségeit
ismerhetjiikk meg. A mikrovilag szintjén a kvantumfizika torvényei a mérvadok,
a makrovilag szintjén pedig a kémia és a bioldgia torvényei, mig az Univerzum
szintjén az Einstein-féle relativitaselmélet az elfogadott. A mai (nyugati) fizikai
(kozgazdasagi) szemlélet alapvets hibaja, hogy azt hiszi, hogy a mikrobél megért-
hets a makro. Azt tanitjak, hogy a fenti szintek csak a lefrasukat tekintve kiilon-
bo6zéek, valdojaban az egész Univerzumunk a mikrovilag elemeibdl épiil fel. Minél
tobbet tudunk a mikroszkopikus vilagrél, annal tobbet tudunk az Univerzumro6l.
Hasonl6 szemlélet, uralkodik a kozgazdasagtanban is: a makrofolyamatok alakulé-
sat a mikrotkonomiabol kiindulva magyardzzak. Ami a két teriilet formalizmusat
illeti, érdemes itt idézniink Kornai (1971, 226 o.) kényvébdl: A klasszikus mecha-
nika matematikai apparatusa a makrofizikara alkalmazhato6, viszont a mikrofizika
kvantumos szemléletdi. Analdg a helyzet a gazdasagi valosagban: a makrodkondmia
nagy, aggregalt folyamatai jol leirhaték folytonos valtozékkal, mig a mikrotkondémia
szamos jelensége kvantumos.” A makro un. mikro értelmezései erdsen vitathatok,

6A dinamikai rendszerek egy atfogd modern matematikai vizsgélata talalhato Hirsch (1989)
kitling tanulmanyaban.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2010)



A FIZIKATI MATEMATIKA LEGUJABB EREDMENYEI 47

mivel a részecskék egyiittes viselkedése nem kovetkeztethetd 6nnon tulajdonsagai-
bél. Ugyanagy, mint az egyes emberek fogyasztéi magatartasi tulajdonsagaibol sem
aggregalhatok hasonlé tarsadalmi viselkedések, ami elméleti bizonyitést is nyert a
hires DSM-tételekben”.

2. I1d6 a fizikdban

Az id6 az Gsrobbands, a vildgegyetem keletkezésének pillanatdban kezd3dott,
s barmennyire is furcsan hangzik, az ennél korabbi idépontok teljesen hatarozatla-
nok. S minthogy Albert Einstein &ltalanos relativitaselmélete értelmében a vilag-
egyetemnek is vége lesz egyszer, ezért az id6, a negyedik dimenzid véges kiterjedésd.
Stephen W. Hawking és Robert Penrose azonban bebizonyitottak, hogy az altala-
nos relativitaselmeélet a kvantummechanika hatarozatlansagi tételével (1d. késébb)
egyiitt biztositja, hogy az id6 a végessége mellett mégis hatartalan legyen, csak
gy, mint a tér®. Az un. szingularitdsi tételiikkel bebizonyitottak azt is, hogy az
id6 kezdete egyetlen, végtelen stirtiségi és a téridében végtelen gorbiiletii pont volt.
Miel6tt ratérnénk ennek mélyebb kovetkezményeire, érdemes réviden kronologiailag
is attekinteni az id6 fogalméanak kiilonb6z6 értelmezéseit a természettudomanyok-
ban.

Arisztotelész szamara a fizika a folyamatok, a természetben kiilonb6z6 idépon-
tokban megfigyelhets valtozasok tudoménya volt. A modern fizika megalapozoi,
koztiik Galileo Galilei szaméra is, az egyetlen véltozéds, ami pontos matematikai
képletekben is kifejezhets, a gyorsulds, a mozgasban bekovetkezs valtozas volt.
Az id6t egy tisztan fizikai jelenség absztrakt paraméterének tekintette, ami le-
hetGvé tette a mozgas kvantifikaciojat. Newtonnédl mindez, mint ,abszolut” idé
jelenik meg. Azt tanitotta, hogy két esemény kozotti idGtartam egyértelmiien mér-
hetd, teljesen fliggetleniil a tért6l. Ez vezetett el végiil is a klasszikus mechanika
fundamentalis egyenletéhez, amely a gyorsulast a tomeggel ardnyosan az erchoz
kapcsolja. A fizikai id6t a mozgasi egyenletekben megjelens idGvel azonositottak.

"Els6ként Hugo F. Sonnenschein fejtette ki aggalyait két cikkében is (Sonnenschein (1972,
1973)), az el6bbit kdvette Debreu (1972), majd pedig Rolf R. Mantel cikke (Mantel (1974)).
Mindegyikiik abbél indult ki, hogy a piaci keresleti és tulkeresleti fiiggvényeket a fogyasztok hasz-
nossagmaximalizal6 tevékenységeinek Gsszegzésével definidljak. A harom szerz§ azt allitja, hogy a
piaci keresleti és tulkeresleti fiiggvények, amelyeken a piacszinti mikro6konémia és makroszinti
makrodkonémia &sszes ,intuitiv” Aallitdsa nyugszik, nem rendelkeznek azokkal a tulajdonsagokkal,
mint amilyenekkel a fogyasztoi keresleti és tilkeresleti fiiggvények. Egyszertibben fogalmazva: pél-
d4ul, mégha mindenkinek szabalyos alakd egyéni keresleti fliggvénye is van, nem mondhatjuk azt,
hogy a piaci keresleti fiiggvény is biztosan szabalyos alakt lesz. Csak nagyon specidlis esetben var-
hato, hogy a gazdasag ugy viselkedik, mint egy idealizalt fogyaszto. Ez valgjaban romba dontotte
a kozgazdasagi elmélet ,mikromegalapozasi” megkozelitését - azt, hogy az aggregalt keresletet
és kinalatot a hasznossagmaximalizalo piaci szereplék viselkedéseként irjak le. Igy lényegében
hidbavaloknak bizonyultak azok az elmilt szézadi er&feszitések, hogy az aggregalt keresletet a
hasznossagmaximalas eredményeként szerepeltessék. (Az Olvaso egy kiting attekintést kaphat
ezekrdl a munkakrol Shafer és Sonneschein (1982) tanulméanyabdl.)

8Valojaban az id6 és az energia hatarozatlansaga nem kévetkezik a kvantummechanika ma
ismert megfogalmazasaboél (noha a kisérleti eredmények mégis utalnak ilyesmire).

Alkalmazott Matematikai Lapok (2010)



48 MOCZAR JOZSEF

A Lagrange-fliggvény, illetve a Hamilton-egyenletekbdl nyert dinamika valéjaban
nem tesz kiilénbséget a j6vG és a mult kozott. A differencidlegyenletekbdl nyert tra-
jektoriak gydjteményével értelmezték a fizikai vilagot, a természet minden olyan
elemi megnyilvanulasat, amelyben szerepet jatszik az idé.

Itt érdemes megjegyezni, hogy a differencidlegyenletek ilyen irdnyu vizsgélata
termékenyitSleg hatott az absztrakt matematika minden teriiletén: Fourier a hGve-
zetés tanulmanyozéisakor alkotta meg sorait, Cantort pedig éppen a Fourier-sorok
konvergencia probléméi vezették el a topolégidhoz és a halmazelmélethez, Lie felfe-
dezte a rola elnevezett csoportokat, és Poincaré kifejlesztette az algebrai topologiat.

Az elméleti fizika idedlja egy olyan stabil vildg volt egészen mostanaig, amely
elkeriili a valamivé valas folyamatat. Isaac Newton dinamikaja, amelyet olyan nagy
kovetsi, mint példaul Pierre Laplace, Joseph Lagrange és Sir William Hamilton
tettek teljessé, egy zart univerzalis rendszert fogalmaztak meg, amellyel minden
kérdés megvalaszolasat lehetségesnek tartottak. Ha egy kérdésre mégsem tudtak
valaszolni, azt definiciészertien pszeudo probléméanak tekintették, csak illuzioként
kezelték, amelynek nincs semmiféle fundamentélis jelentGsége. Hossza ideig ugy
tlnt, hogy a dinamika lehet&vé teszi a realitasok teljes megismerését.

Igy lett a fizika 6 célkittizése a mikroszkopikus szint olyan azonositasa, ami
lehetévé teszi a dinamika alkalmazasat, s amely alapot ad az Osszes lehetséges
megfigyelhets jelenség magyarazatihoz. Itt taldlkozott a klasszikus fizika a gorog
atomistak programjaval, amint azt Démokritosz allitotta: ,Csak az atomok és az
drt”

Ma mar tudjuk, hogy a newtoni dinamika a fizikai tapasztaldsunknak csak
egy részét irja le, az objektumok tdmegét pedig grammokban, sebességét pedig
a fényénél kisebb sebességben méri. Az is kozismert, hogy a klasszikus dinamika
érvényességét korlatozzak az univerzum konstansai, mint pl. a h Planck konstans,
amelynek értéke az ST rendszerben 6.6260755 x 1034Js nagysagrendii és a c, a
fény sebessége ~ 3 - 100 cm/sec. Az olyan 1j jelenségek, mint pl. a kis objektu-
mok, vagy a hiperstriiségi neutron csillagok, vagy a fekete lyukak tanulmanyozasé-
hoz a newtoni dinamikat felvaltottdk a kvantummechanikaval (amely véges érték
h-t vesz figyelembe) és a relativitaselmeélettel (amely mar tartalmazza a c-t is).
A relativitdselméletben nagy sebességek esetén a tér és az idG Osszefonodik, mig
a kvantummechanikiban a megfigyelés befolyasolja a targy allapotat. Azonban a
dinamikanak ezen 4j formai is 6rokolték a newtoni fizika ideéljat, a statikus uni-
verzumot, a létezés univerzumat a valamivé valas nélkil. Az abszolut id§ azonban
megsziinik, minden megfigyel§ szamara mas mérték szerint milik az idg. A csillag
gravitacios tere hatdsara a felszinen tartézkodd személy szaméra mésként telik az
id6, mint az tirbeli megfigyels szdmara.

A fenti értelmezésekben azt lattuk, hogy a dinamika olyan folyamatokat ir le,
amelyekben az id§ irdnya irrelevans. Vannak azonban olyan helyzetek is, amikor az
id6 iranya valoban lényeges szerepet jatszik. A legujabb kutatasok szerint (1d. pél-
daul Hawking (1998)) az iddnek legalabb haromféle iranyitottsiga van. Az elsg,
ami tanulmanyaink szempontjabol most a legfontosabb, a termodinamikai irany,
ami mentén a rendezetlenség vagy az entropia né. A masodik a pszicholégiai irany,
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ami arrafelé mutat, amerre érzékeink szerint halad az id6. Ebben az irdnyban a
miltra emlékeziink és nem a jovére. Hawking (1998) megmutatta, hogy e két id6-
irdny egyfelé mutat. A harmadik a kozmolégiai irany, amiben a vildgegyetem tagul
és nem zsugorodik. Vizsgéljuk meg most alaposabban az elsg iranyt!

Ha a makroszképikus tér egy részét melegitjiik és ezutan termalisan izolaljuk a
tér-részt, megfigyelhetjiik, hogy a hémérséklet bizonyos id6 eltelte utan egyforma
lesz az egész térben (Laplace-démon). E folyamatban az id6 nyilvanvalo ,egyira-
nyusiagot” mutat. A termodinamika méasodik torvénye Osszegzi e folyamat jellemz§
tulajdonsagait. Rudolf Clausius olyan izolalt rendszereket vizsgalt, amelyek sem
anyagot, sem energiat nem cserélnek a kiilvilaggal. Ekkor a méasodik torvény imp-
likdlja az S fliggvény, az entrépia létezését, amely mindaddig monoton né, amig el
nem éri a maximalis értékét a termodinamikai egyensuly allapotaban:

ds/dt > 0.

Az entrépia valtozasat, a dS-t a d.S, az entropianak a rendszer hatarain
keresztiili transzfere, és a d; 5, a rendszeren beliil termelt entrépia hatirozza meg,
azaz,

dS =d.S +d;S, ahol d;S = 0.

E megfogalmazéisban a reverzibilis és az irreverzibilis folyamatok kozotti dis-
tinkcio lényeges. Ugyanis csak az irreverzibilis folyamatok jarulnak hozza az ent-
répia termeléséhez. Ilyen irreverzibilis folyamatok, példaul a kémiai reakciok,
a hévezetés és a diffazidé. A reverzibilis folyamatok a korlatba iitkdzd hullam-
terjedés, amelyen a hullam elnyelése kizart. A termodinamika masodik torvé-
nye ekkor azt allitja, hogy az irreverzibilis folyamatok az id§ egyiranytusagahoz
vezetnek. Az entropia, masképpen a rendezetlenség névekedése kiilénbozteti meg a
jov6tel a mualtat, vagyis irdnyt ad az idének.

A poritiv idGirany tehat az entropia névekedésével tarsul. Ez feltételezi egy
egészen specifikus tulajdonsigokkal rendelkezd fliggvény létezését, amely izolalt
rendszerben az id6 monoton névekvs fiiggvénye. Ahhoz, hogy ezt részletesebben

dX;/dt = F; ({Xi})

alakt rataegyenletek irjak le, amelyekben F; az X; komponens atlagos valtozasi
sebessége. Természetesen mindegyik komponensre van ilyen egyenletiink. Tegytiik
fel, hogy az X; = O-ra valamennyi reakciosebesség zérus lesz. Ekkor ez a rendszer
egyensulyi pontja. Kérdés, hogy amennyiben a koncentricidék nem zérus értékeibdl
indulunk ki, a rendszer eljut-e az X; = 0 egyensilyi allapotba? Vajon tekintheté-e
az X; = 0 allapot attraktornak? A kérdés megvélaszoldsaban a Ljapunov-fiiggvény
segit. Vegyiik a koncentracidk egy bizonyos

V=V(X,Xs,...,X,)
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fiiggvényét, és tegylik fel, hogy értéke pozitiv a kérdéses értelmezési tartomény-
ban és X; =0-ban zérus. Ekkor megvizsgalhatjuk, hogy hogyan viltozik a
V (X1, Xs, ..., X,), amint az X; koncentraciok fejlédnek. Ehhez a fiiggvény id6
szerinti derivaltjat kell venniink, vagyis

V.~ OV dX,
dt —~ X, dt

Ljapunov (1908) tétele azt allitja, hogy az egyenstlyi allapot attraktor, ha
a dV/dt elgjele V elGjelének az ellentettje; azaz a mi esetiinkben most negativ.
Ennek a feltevésnek a geometriai jelentése evidens. Izolalt rendszerekre a ter-
modinamika mdsodik térvénye azt allitja, hogy a Ljapunov-fiiggvény létezik, és
hogy az ilyen rendszerekre a termodinamikai egyensily a nemegyensily: dllapotok
attraktora. Ezért hangsilyozta Max Planck (1930), hogy a termodinamika maéso-
dik torvénye megkiilonbozteti a természeti allapotok egyes tipusait a tébbiekétsl,
ha azok attraktorként viselkednek a tobbiek szamara. Az irreverzibilitis ennek a
vonzdsnak a kifejezddése.

Az irreverzibilis folyamatok molekuléris leirasdban az alapvets kérdés az, hogy
mit jelent az entrépia ndvekedése molekuldkban kifejezve? A valaszhoz meg kell
adnunk az entrépia mikroszkopikus jelentését. Boltzman jegyezte meg elséként,
hogy az entrdpia a molekuldris rendezetlenség mértéke, és arra a kovetkeztetésre
jutott, hogy az entréopia-névekedés torvénye egyszeriien a ndvekvs rendezetlen-
ség torvénye. Tekintsiink példaul egy konténert, amelyet két egyforma rekeszre
osztunk. Azon esetek P szama, amelyek N szama molekulanak a két rekeszbe
torténd rendezését mutatja, egy egyszerd kombinatérikus formulaval megadhaté:

P (N _ N! N
"\ )T NIN=N) T NN

Egy bizonyos id6 elteltével elérjiikk az egyensulyi allapotot, amelyben kozel
egyenld szamu molekula van mindkét rekeszben, azaz N1 ~ Ny = N/2. Kénnyen
belathatd, hogy ebben az allapotban veszi fel P a maximalis értékét, és ebben az
evolicios folyamatban P né. Boltzman az entréopiat a P segitségével kovetkezs-
képpen fejezte ki:

S = klog P,

amelyben k Boltzman univerzilis konstansa (1, 3806568 x 10_23JK_1). Az entro-
pia névekedése a ndvekvd molekularis rendezetlenséget fejezi ki, vagyis P novekszik.
Ebben az evoluciés folyamatban az indul6 allapot elfelejthetd, a mindenkori aszim-
metria, vagyis, hogy az egyik rekeszben tébb a molekuldk szama, idével mindig
megsziinik. Ha P egy allapot ,valészintiségét” méri, akkor az entrépia névekedése
megfelel a Jlegvaloszintibb” allapot felé torténd evolucionak. A wvaldszinidség fogalma
az irreverzibilitds molekuldris értelmezésén keresztil lépelt be az elméleti fizikdba,
ami dontd lépés volt a modern fizika torténetében.

A valészintiségi érvelésben még tovabb kell 1épniink, ha olyan kvantitativ meg-
fogalmazasokat akarunk nyerni, amelyek leirjak, hogy az irreverzibilis folyamatok
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hogyan fejlédnek id6vel. Tekintsiik példaul a jol ismert bolyongasi problémét, a
Brown-mozgds idealizalt, de mégis sikeres modelljét. A legegyszertibb példaban,
az egydimenziés bolyongasban, a molekula egy 1épést tesz valamelyik irdnyban a
szdmegyenes szabalyos intervallumaiba. Ha a molekula kezdetben az origéban volt,
kérdezhetjiik, hogy mi a valészintisége annak, hogy N lépés utan az m pontban lesz.
Ha annak val6szintiségére, hogy a molekula el6re, vagy hatra halad-e, feltessziik,
hogy 1/2, akkor

1 N!
W (m. V) = (2) /2 (N + m)] [(1/2) (N — )]l @)

Igy a molekulanak, hogy az m pontba érkezzen N lépés utan, (1/2) (N +m)
lépést kell tennie jobbra és (1/2) (N — m)-et balra. Az (1) egyenlet az ilyen kiilon-
b6z8 sorozatok szamat adja megszorozva az N 1épés egy tetszéleges sorozatanak
teljes valoszintiségével. (A részletekért 1lasd Chandrasekhar (1943).)

Kifejtve a faktorialisokat, egy Gauss-eloszlasnak megfelel aszimptotikus for-

mulat kapunk:
2 \'* _ .
w N) = [ = -m /2N.
(m, ) (’/TN) €

Felhasznalva a D = (1/2) nl? jeldlést, amelyben az [ a két hely koztti tavolsdg
és n az egységnyi id6 alatti elmozdulasok szama, a fenti egyenletet a kdvetkezd-
képpen is irhatjuk:

W (xz,t) = (2(7rDlt)1/Q) e /4Dt (2)

amelyben x = ml.

A (2) egyenlettel definialt Brown-mozgast az egységnyi id6 alatt jol definilt
adtmeneti valoszintségekkel is megfogalmazhatjuk. Tekintsiik ismét annak a valo-
szintiségét, hogy a Brown-részecske a ¢ id6pontban a k helyen van, és jeloljiik ezt
W (k,t)-vel. Vezessiik be az wy, atmeneti valoszintiséget, amely egységnyi id6 alatt
a két allapot, a k és [ kozotti tmenet valoszintiségét jeloli. Ekkor kifejezhetjiik a
W (k,t) id6 szerinti valtozasat olyan versengésben kifejezve, amely az | — k -hoz
kapcsolédo nyertesek és a k& — [-hez kapcsolédé vesztesek kozott folyik. Ekkor
felirhatjuk az alapegyenletet:

AW (k,t)

il = Z[wlkW(l,t) —Wle(kvt)]'

1k

A Brown-mozgésban k a racson levs helyzetnek felel meg, és az wy; csak akkor
kiilonbdzik zérustdl, ha k egy egységgel kiilonbozik az [-t6l. De a fenti egyenlet
ennél is sokkal dltalanosabb. Val6jaban alapegyenlete a Markov-folyamatoknak,
amely vezet$ szerepet jatszik a modern valoszintiségelméletben. (Lasd Barucha-
Reid (1960).)
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A Markov-folyamat egyik lényeges tulajdonsaga, hogy az wy, d&tmeneti valoszi-
niségek csak a k és az [ allapotokat foglaljak magukba. Az Atmeneti valoszintiség
k — Il-be nem fiigg atto6l, hogy mely allapotok voltak ,bejarva” a k allapot bekovet-
kezése el6tt. Ebben az értelemben a rendszernek nincs memoridja. (Ezért kérdéses,
hogy mennyire alkalmas el6rejelzések felhasznélasara.) A Markov-folyamatokat sok
fizikai allapot leirasara hasznaltak fel és felhasznalhatok a kémiai reakciok model-
lezésére is.

Amig a klasszikus és a kvantumdinamikaban a fizika alapvetd torvényei idSben
szimmetrikusak, addig a termodinamikai irreverzibilitas nem az, lényegében a dina-
mikahoz hozzdadott egyféle kozelitésnek felel meg. Egy gyakran idézett példa Jo-
siah Willard Gibbs (1902) nevéhez ftiz6dik: ha egy csepp fekete tintat pottyantunk
egy pohar vizbe és megkeverjiik, akkor az elegy sziirke szini lesz. Ez a folyamat irre-
verzibilisnek latszik. De ha kévetni tudnank minden egyes molekulét, felismernénk,
hogy a mikroszképikus birodalomban a rendszer heterogén maradt. Az irreverzi-
bilitas csak egy illizid lenne, amelyet a megfigyels érzékszerveinek tokéletlensége
valtott ki. Igaz, hogy a rendszer heterogén maradt, de a kezdeti makroszkopikus
heterogenitasi skala mikroszképikussa lett. Az a nézet, hogy ebben az értelem-
ben az irreverzibilitds csak egy illuzi6, nagyon hatasosnak bizonyult, és sok tudds
megprébalta hozzakotni ezt olyan matematikai eljarasokhoz, amelyek irreverzibi-
lis folyamatokhoz vezetnek. Masok, hasonld céllal, a makroszkopikus megfigyelés
feltételeit probaltak meg kidolgozni. Ezen kisérletek egyike sem vezetett azonban
meggy6z6 eredményre.

Ugyanakkor nehéz elhinni, hogy bizonyos megfigyelhets irreverzibilis folyama-
tok, olyanok, mint a viszkozitis, az instabil részecskék szidmanak cstkkenése sth.
egyszerien csak illizok lennének, amelyeket a tudas hidnya, vagy a tokéletlen meg-
figyelés valtott ki. Mivel az indulé allapotot, még a legegyszeriibb dinamikai moz-
gasban is, csak kozelit6leg tudjuk megadni, a mozgés jovébeli allapotait az id6 elére
haladtaval egyre nehezebb lesz elérejelezni. Az ilyen rendszerekre nem alkalmazhat-
juk a termodinamika masodik térvényét. Alkalmazhatjuk a sok interaktiv részecske
altal formalt gazra, de nem alkalmazhatjuk olyan egyszerd dinamikai rendszerekre,
mint példaul a bolygérendszer. Mindebbdl Prigogine arra a kévetkeztetésre jutott,
hogy az irreverzibilitdsnak valamilyen kapcsolatban kell lennie a kérdéses rendszer
dinamikus természetével.

Vizsgaltak természetesen annak lehetdségét is, hogy talan a dinamika toké-
letlen, taldn azt kellene kiterjeszteni az irreverzibilis folyamatok belefoglaldsaval.
Azonban ez az it sem volt jarhatd, mivel a dinamikus rendszerek egyszert tipusaira
mind a klasszikus, mind a kvantum mechanikdban az eldrejelzések jol beigazolod-
tak. Elegendd csak megemliteni az tirkutatas sikereit, ami a dinamikus trajektoridk
nagyon pontos szamitasait kovetelte meg. Ennek ellenére mostanaban ismételten
felteszik a kérdést, hogy a kvantum mechanika teljes-e az tn. mérési probléma-
val 6sszefiiggésben? Nem kellene-e a mérés irreverzibilitdsanak belefoglalasdhoz 1]
tagot hozzéadni a kvantumrendszerek dinamikijat leird Schrédinger-egyenlethez?
Prigogine kutatésai pontosan ezeket a ,statikus” dinamika és az irreverzibilitast
hangsilyozo6 termodinamika koz6tti kapcsolodasokat tarjak fel.
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A kvantumelmélet események Gsszegzésén alapuld megfogalmazasaban a
részecskének nincs egyetlen multja, minden megengedett palyat befut a téridében,
amelynek mérete véges, de hipotetikusan nincs hatara vagy pereme. Minden ilyen
palyat Howking két szammal jellemez: az egyik a nagysigara jellemzd, a masik a
fazisara (a cikluson beliili helyzetére). Ha arra vagyunk kivancsiak, hogy mekkora
valészintiséggel halad at a részecske egy bizonyos ponton, akkor 6sszegezniink kell
mindazon hullamokat, amelyek a pontot érinté palyakhoz tartoznak. Ilyenkor a
képzetes id6 hasznalatahoz kell folyamodnunk, vagyis az id6t nem valés, hanem
képzetes szamokkal kell mérniink. Ennek érdekes hatasa van a téridére: megsztinik
a tér és az id§ kozotti kiilonbség. Az olyan téridét, ahol az események id6koordina-
tajanak képzetes értéke van, euklideszi téridének nevezziik. Ebben nincs kiilénbség
az id6 irdnya és a tériranyok kozott. A wvalds téridében viszont, ahol az eseménye-
ket a valos id6koordinata jellemez, szembeszoké a kiilonbség: az id6 irdnya minden
pontban a fénykipon beliil van, a térbeli iranyok pedig azon kiviil.

3. A klasszikus mechanika dinamikaja

A Kklasszikus mechanika a mai elméleti fizika legrégibb miltra visszatekintd
4ga, a 20. szézad tudoméanyos forradalmainak kiindulé pontja, ami végiil is a
relativitdselmélethez és a kvantummechanikidhoz vezetett. A klasszikus mechanika
jorészt abbol all, hogy Newton tdérvényeibdl, példiul az energiamegmaradasébol,
olyan differencidlegyenleteket vezetiink le, amelyek sok, véges szamu szabadsagfok-
kal rendelkezé fizikai rendszerek ,mozgastorvényeit” irjak le. Franciaul a ,racio-
ndlis” mechanika kifejezést hasznaljak gyakrabban, ezzel is hangsilyozva, hogy a
klasszikus mechanika torvényei éppen a jozan ész torvényei. A klasszikus dinami-
kahoz rendelt karakterisztikumok kozt talaljuk a szigord determinizmus térvényét.
A dinamikaban alapvetd kiilonbséget tesznek a kezdeti feltételek, amelyek tetszé-
legesen adhatok meg, és a mozgasi egyenletek kozt, amelyekbdl kiszamithaté a
dinamikus rendszer késébbi (vagy korabbi) allapota. A modern dinamika Johan-
nes Keplernek a bolygék mozgési torvényeivel és Newton ,két-test” problémajaval
sziiletett meg. Azonban a dinamika rendkiviil bonyolultta valik mihelyst figye-
lembe vesziink egy harmadik testet is, példaul még egy masik bolygét is. Ha a
rendszer elégségesen komplex (mint a ,harom test” problémaban), még a rend-
szer kezdeti allapotanak (barmilyen véges pontossagi) ismerete sem teszi lehetGve
altaliban a rendszer viselkedésének elérejelzését hosszabb tavra.? Ez a bizonytalan-
sag fennall még akkor is, amikor a pontossag a kezdeti allapot meghatarozasaban
tetsz6legesen naggya valik. Lehetetlen, még csak elvben is, példaul azt tudni, hogy

9Ttt kiilon kell valasztani az elvet és a gyakorlatot. A mechanikai mozgasokat (pl. az égitestekét)
olyan differencialegyenlet irja le, amelynek adott kezdeti feltételek mellett egyértelmti megoldasa
létezik. Csakhogy elég bonyolult differencialegyenlet esetén (pl. a haromtest problémaéban) a
megoldast nem tudjuk analitikus formaban el§allitani.
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a Naprendszer, amelyben éliink, stabil-e ¢rok idskre?'® Ezek a megallapitasok
jelentdsen korlatozzak a trajektoridk, vagy a ,vilagvonalak” fogalmanak hasznos-
sagat. Ekkor a méréseinkkel kompatibilis vilagvonalak egyiittesét kell vizsgal-
nunk. De mihelyst elhagyunk egy trajektoriat a vizsgalatbol, elhagyjuk a szigora
determinizmus modelljét is. Csak statisztikai elérejelzéseket tudunk tenni, vagyis
eldrejelzéseink dtlagok lesznek.

Ennek ellenére a klasszikus ortodoxia propagiléi éveken keresztiil probaltak
megszabaditani a kvantummechanikit a statisztikai aspektusatol. Albert Einstein
sokat idézett mondésa: ,,Az Isten nem jatszik kockajatékot.” Most viszont azt
latjuk, hogy amikor hosszt periddusokat vizsgalunk, maga a klasszikus dinamika
igényli a statisztikai modszereket. Ennél is fontosabb azonban, hogy a klasszi-
kus mechanika, amely talan a legkidolgozottabb az 6sszes elméleti tudomany kozt,
ugvan zart tudomanynak tekinthetd, de nagyon nem mindenhato, azaz a valdsag-
nak csak kis részét, s azt is csak bizonyos mértékig modellezi jol.

A Kklasszikus mechanikdban a pontrészecskékbdl allo rendszer allapotat a
q1, 92, - - - ,qs koordinatakkal és a p1,po, . . ., ps momentumokkal irjuk le. A rendszer
energiajat ezekkel a valtozokkal kifejezve, a kdvetkezd Osszefliggést kapjuk:

H = Ek?in (p17p27 cee 7ps) + Vpot (Q1,Q2a ey qs) B

amelyben a jobb oldalon az els6 tag csak a momentumoktél (impulzusoktol) fiigg
és a kinetikai energiat mutatja, a méasodik pedig a koordinaték fliggvénye és a
potenciélis energiat jeloli. Az energia ezekben a valtozokban kifejezve egy Hamilton-
fliggvénnyel definidlt, amely kozponti szerepet jatszik a klasszikus dinamikaban.
Ezekben a vizsgalatokban most csak konzervativ autoném rendszereket tekintiink,
vagyis olyanokat, amelyekben H explicite nem fiigg az id6t6l. A rendszer mozga-
sat a Hamilton-egyenletekbdl kapjuk, ami a klasszikus dinamika térvényei szerint
a kovetkezGképpen fejezhetd ki:

% - OH , dpi o _6H
dt — Op; R T 0q;

Képzeljiink el most egy olyan 2s-dimenziés teret, amelynek pontjait a
q1,92,---,4s, P1,D2,--.,DPs koordinatdk hatarozzak meg. Ezt a teret nevezziik fazis-
térnek. Mindegyik mechanikai allapothoz ennek a térnek egy P, pontjat rendeljiik
hozza. Az induld P pont helyzete a tg idGpontban, egyiitt a Hamilton-fliggvénnyel,
esetleg nem tudjuk azt kiszamolni).

Ha vessziik a q1,q2,...,¢s, D1,D2,-..,Ps koordinatak egy tetszbleges f fiigg-

10K iilén kell valasztani a valésagot és a modellt. A szokéisos modelliinkben a Naprendszer 6rék
idgre stabil. A valésdgban ki tudja?
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vényét, felhasznéilva a Hamilton-egyenleteket, megkapjuk az idGbeli valtozasat:
Z 3f d(h of dpi| _

B Z of dH Of dH
dq; dt 6p1 dt

= [/, H]

amelyben [f, H| az f-nek H-val val6 Poisson-zérojele. Ezért a feltétel az f inva-
riancidjara [f, H] = 0. Vilagos, hogy

" [0H dH OHdH
HH =3 Bt

Ez a kifejezés egyszertien az energiamegmaradést fejezi ki.

A klasszikus dinamika és a termodinamika Gsszekapcsolasaban kovetjiik Gibbst
és Einsteint, és bevezetjiik a reprezentativ egyiittes fogalmat. Az alapétlet az, hogy
egyetlen egy dinamikai rendszer helyett olyan rendszerek kollekciojat vizsgaljuk,
amelyek mindegyike ugyanazon Hamilton-fliggvénynek feleltetheté meg. Ennek a
kollekcionak vagy egyiittesnek kivilasztasa fiigg a rendszerekre tett feltevésektdl és
a kezdeti feltételekt(’)’l Amennyiben a kezdeti feltételek j()l deﬁniéltak akkor az
definialt, az egyiittes egy széles régio felett fog eloszlani a famsterben. A rendszerek
Gibbs-féle egyiittese egy pontfelhGvel reprezentilhatd a fazistérben. Hatarérték-
ben, amelyben mindegyik régié nagyszamu pontot tartalmaz, a felhd egy folytonos
folyammal irhaté le a fazistérben, amelynek strtségét jeldlje a

P(QLQQan-yQS7p17P27~-~7p57t)

striségfiiggvény. Mivel a pontok szadma az egylittesben tetszGleges, ezért p-t
normalizdljuk, azaz

// P(QLQ%---aanplaPQw--7PS7t)d(J1a---7dps:1-

Ezért a p dqi,...,dps egy reprezentativ pont megtaldlasdnak valdszintségét
mutatja a fazistér dqq, . .., dps t6megi elemében.

A siirtiség valtozéasa a fazistér mindegyik tomegelemében megfelel a hatarain
dtmend folyamok differencidjinak. Emlitésre mélté tulajdonsig, hogy a folyam a
fazistérben ,0sszenyomhatatlan”. Mas szavakkal, a folyam divergencidja elttinik.
Valéban, a Hamilton-egyenletek felhasznalasaval azt kapjuk, hogy

Z_; {02 (Ciiqt) i a?oi (Cg)] =0. (3)
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Az eredmény: a tomeg a fazistérben megérz6dik idében. Felhasznalva a fenti
(3) egyenletet, egy egyszerti mozgasi egyenletet kapunk a p strdseégt fazistérre. Ez
a jol ismert Liouville-egyenlet, amely a kdvetkezé alakban irhato

op “.[0H dp OH 9p

D D e it v ol I R (4)
ot =1 Op; 0g; 0q; Op;

s amelyben a [, -] zaréjel most a H-nak p-val valo Poisson-zardjele. Mivel gyakran
kényelmesebb operator megfogalmazast hasznélni, egyszertien megszorozva a (4)
egyenletet ¢ = +/—1-vel, irhatjuk

0p
N
Z@t 2

amelyben L most egy linearis operétort jelol:

L—_0H9  OHO
~ Opdq  Oq Op

A klasszikus dinamikaban az L a fazistérre, mig a kvantummechanikdban a
koordinéta- vagy a momentum-térre vonatkozik. Az is jol lathato, hogy a rendszer
idgbeli evoliuciojat az L Liouville-operdtor irja le az egylittes kozelitésben.

Az egyiittes-elmélet fontossdga nyilvanvals. Még ha nem is ismerjik a
pontos kezdeti feltételeket, de vizsgalhatjuk a Gibbs-i sdrtséget és kiszamithatjuk
a tetszdleges mechanikai tulajdonsag atlagos értékés, az (A)-t, ugy, hogy

(A) = / / A (p, q) pdqdp,

amelyben felhasznaltuk az egyiittes atlagot, A (p, q)-t.
Megjegyezziik, hogy a Liouville-egyenlet formélis megoldasa konnyen el$allit-
hato a kovetkezd alakban:

p(t)=e""p(0).

Allitasunk kénnyen igazolhato a kifejezés kozvetlen differencidlasaval. Tovabbi
megjegyzést érdemel itt még, hogy a Gibbs-i egylitteskozelités a valdszintiség
fogalmét a p siiriiségfiiggvényen keresztiil vezette be a fazistérbe. Ez lehet6vé teszi
mind a tiszta esetek tanulmanyozésat, amelyekre az indulé feltételeket
el6irjuk, mind a kevert esetekét, amelyek kiilonféle lehetséges kezdeti feltételek-
nek felelnek meg. Mindenesetre a siirtiségfiiggvény idébeli evolicidja szigortian
determinisztikus. Nincs olyan egyszerd kapcsolata a valészintiségi folyamatokkal,
mint a Brown-mozgés esetében van, és olyan fogalmak, mint &tmeneti valoszint-
ségek sem jelennek meg benne. Egy meglepd kiillonbség az id§ szerepében van:
a Liouville-egyenlet formalis megoldéasa érvényes az 0sszes pozitiv és negativ ¢ érté-
kekre.
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Az operatorok fontos jellemzGje a spektrumuk, amelyek egyszeribb esetekben
a sajatértékeiknek felelnek meg. Fgy A operatornak a A szam sajatértéke, ha

Au = du

teljesiil az operator értelmezési tartomanyaban levé valamely nem nulla v esetén.
Az operatorok spektruménak szemléltetésére tekintsiik a masodrendt differen-
cidloperitort valos fliggvényeken értelmezve; formalisan:

d2
T da?

Ez a formula azonban 6nmagaban nem ad egyértelmd meghatarozast, ahhoz
még meg kell adni azt a fiiggvényosztalyt, amelyen értelmezziik. A fiiggvényosz-
talyt a hatarfeltételekkel valasztjuk ki. Legyen példaul a hatérfeltétel az, hogy
a fliggvények az @ = 0 és * = L helyeken nulla értéket vegyenek fel. Ekkor a
sajatértékegyenlet megoldasai

A= —k?

u () = sin kx,
ahol a hatarfeltétel sin kL = 0 egyenlGségébdl azt kapjuk, hogy

nm
k= L
tetszéleges n # 0 egész szam esetén. A sajatértékek fliggnek L-tdl, ,végtelen nagy”
intervallum esetén folytonos spektrumot kapunk.
Ha més hatarfeltételt adunk meg, példaul azt, hogy ne a fiiggvény, hanem
az elsG derivaltja vegyen fel nulla értéket az x = 0 és = L helyeken, akkor a
sajatértékegyenlet megoldasai

u(x) = cos ke,

ahol k-t az el6bbi képlet adja meg, de most az n = 0 érték is megengedett.

4. A kvantummechanika dinamikaja

A 20. szazad nagy fizikai elméletei a kvantummechanika, a specialis relativi-
taselmélet, az altalanos relativitaselmélet és az er6terek kvantumelmélete. Ezek
szorosan fliggnek egyméstol: az altalanos relativitaselmélet a specidlisra épiil, az
erGterek kvantumelmélete vagy a kvantum-térelmélet kiindulasat pedig a speci-
lis relativitaselmélet és a kvantummechanika alkotja. Ugyanakkor az altalanos
relativitaselmélet hataresetként tartalmazza a Newton-féle elméletet, a klasszikus
mechanikat.
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Ez az idGszak volt a funkcionalanalizis kialakulasédnak idGszaka is. A Lebesque-
integral rairanyitotta a figyelmet a kiilonféle fiiggvényterekre, ekkor sziiletett meg
az ortogonalis sorfejtések és az integraloperatorok elmélete. Neumann Janos ekkor
ismerkedett meg Gottingenben Heisenberg kvantummechanikajaval és Hilbert
integraloperatoraival. A kvantummechanika alapjait vizsgalé elsé cikkét 1927-ben
irta Hilberttel és Nordheimmel egyiitt. Ugyanebben az évben jelenik meg , A kvan-
tummechanika matematikai megalapozisa” cimi dolgozata, amelyben elGszor
jelent meg a Hilbert-tér fogalma, amely azdta mar klasszikussa lett: egy komp-
lex vektortér, rajta értelmezett skalaris szorzattal, s azzal a tulajdonséggal, hogy a
Cauchy-féle sorozatok konvergensek a skaldris szorzatbdl szdrmaztatott normara.
Ez a nagyszerti elméleti konstrukcio valésiggal talcan kindlja magat egy kiilo-
nos egyensilyi dinamika aszimptotikusan stabil megkozelitésére szinte valamennyi
tudoményteriileten, koztiik a kézgazdasag-tudomanyban is.

A kvantummechanika volt az, amely megrazta a fizika Galilei altal lefekte-
tett alapjait. Eloszlatta azt a hitet, hogy a fizikai leiras realisztikus abban a naiv
értelemben, hogy a fizika nyelvezete a kisérletezési és mérési feltételektsl fiiggetlen
rendszer tulajdonsagait képviseli. Mikroszkopikus elmélet, minthogy az atomok és
a molekulak viselkedését irja le. Benne a kvantumrendszer allapotit a Schrédinger
hullamfiiggvény hatarozza meg, amely egy idében reverzibilis dinamikus egyen-
letbdl szarmazik, ugyantugy, mint a klasszikus dinamikiaban a Hamilton-fiiggvény.
Bizonyos mérések azonban megzavarhatjak a kvantumrendszereket. Ebbél ered az
a kozkeleti tévedés, hogy a kvantummechanikidban az irreverzibilitds oka a mérés.
A folyamatok nyilvan fiiggetlenek attél, hogy figyeljiik-e Sket vagy sem, és azok
a folyamatok is irreverzibilisek, amelyek megfigyelése semmiféle zavart sem okoz
benniik.

Amig a klasszikus mechanikiban a Hamilton-fliggvény a koordinatik és a mo-
mentumok fliggvénye, addig itt most a legegyszertibb kvantum esetében is, példaul
a hidrogénatom tulajdonsagainak interpretaldsaban is egy Hamilton-operatorra lesz
sziikségiink, hogy a megfelel6 energiaszinteket az operatorhoz kapcsolédd sajatér-
tékekkel azonosithassuk. A kérdéses sajatérték-egyenlet a kovetkezd:

Hoptp = Ent, (5)

ahol az E1, Es, ..., E, sajatértékek a rendszer energiaszintjei. Természetesen meg-
felel szabalyokra van sziikségiink, hogy a klasszikus valtozokrol a kvantum opera-
torokra valthassunk, amelyek most a kovetkezdk:
) h 0

q—qop €5 P — Pop = ?87(1’
azaz a koordinatdk nem valtoznak, a momentumokat pedig kicseréljiikk a koordi-
natak szerinti derivaltakkal, ahol a transzformécioban h a Planck-allandot jeldlitt.
A fliggvényekrsl az operatorokra torténd attérést a spektroszkopikus vizsgilatok

Az ut6bbi transzformécio részleteit lasd in Neumann (1980) 112-15. oldalakon.
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tették sziikségessé, amelyek kimutattak az energiaszintek létezését. Tulajdonkép-
pen az operatorok bevezetése valtoztatta meg radikilisan a természet leirdsat.
A rendszer allapotat a Hilbert-tér elemei adjak, az operatorokat a Hilbert-térben
értelmezziik. Az operatorok nem kommutativak, ami most fizikai értelemben azt
jelenti, hogy nem lehetséges olyan allapot, amelyben mind a ¢ koordinaték, mind
a p momentumok egyidejileg jol definidltak. Ezt fogalmazza meg lényegében a
Heisenberg-féle hatdrozatlansdgi reldcid, amely a kvantummechanika egyik alappil-
lére. A két mennyiség hatarozatlansiganak szorzata mindig nagyobb kell, hogy
legyen, mint a Planck-allandé 27m-ed része, azaz AgqAp > h/2w. Ha tehat egyre
pontosabban szeretnénk megadni egy részecske helyét, akkor egyre bizonytalanabb
lesz momentumanak megadésa és forditva. Mindebbdl az kovetkezik, hogy a mik-
rofizika birodalméban gybkeresen mas torvények léteznek, mint a klasszikus fizi-
kaban. Nincsennek pontosan meghatarozhaté tények, csak valdsziniiségek vannak.
Ez a felismerés szoges ellentétben allt Hegel torténetfilozéfidjaval és késébb Marx
determinisztikus gazdasagi és tarsadalmi fejlédéstorvényeivel, de a fizikiban is for-
radalmi kévetkezményeklkel jart egyiitt.!? Példaul az energia megmaradasanak tor-
vénye csak bizonyos feltételek mellett érvényes. Az energia és az id6 is komplemen-
ter mennyiségparok, egy adott pillanatban nem értelmezhets az id6 és az energia
kozotti hatarozatlansag. Mindebbél az kovetkezik, hogy az ilyen részecskékbdl allo
rendszer Osszenergidja egyik pillanatrol a masikra teljesen véletlenszertien megval-
tozhat. Minél révidebb a vizsgalt id6tartam, annél nagyobbak lehetnek ezek a
fluktuaciok, azaz az energiaingadozésok.

Niels Bohr fogalmazta meg a komplementaritdsi elvet, amely a nem-kommutativ
operatorok'? altal képviselt fizikai mennyiségek egzisztencidjan alapul és azt mondja
ki, hogy a kvantumos jelenségek korében a hullam és a részecske tulajdonsagok
egymést kiegészitik. Prigogine értelmezésében ez azt jelenti, hogy ,a vilag sokkal
gazdagabb annal, mint ami barmely nyelven kifejezhetd”.

A sajatfiiggvények nagyon sokban ugyanazt a szerepet jéatsszak, mint a
bazisvektorok a vektoralgebraban. Amint egy tetszéleges vektor az elemi matema-
tikdban kifejezhets a bazisvektorok bizonyos koordinatékkal alkotott linearis kom-
binacidjaként, tgy egy kvantummechanikai rendszer tetszéleges ¥ &llapota (hul-
lamfiiggvénye) a megfelels sajatfiiggvények szuperpoziciojaként reprezentéalhato:

U = chun. (6)

121tt megjegyzést érdemel, hogy egy kérdéses kvantumelmélet mindaddig determinisztikus,
ameddig ismerjiik a hullaim idébeli alakuldsdnak torvényszertiségeit. Vagyis, ha a hullam jol
definialt valamely idépontban, akkor kiszamithatjuk, hogy milyen lesz valamely mas idépont-
ban. Az elérejelezhetetlen, véletlenszeri elem létezésére szamos kisérlet utal, amit persze tovabb
bonyolit az a megfigyelés, hogy a kvantumechanikidban az indeterminizmus (a valoszintiség) idgbeli
valtozasa determinisztikus.

131tt érdemes megemliteni, Neumann operdtorgyird elméletét, amelyben a gytirti nem-
kommutativ operatorokbdl all, vagy a mai nevén a Neumann-algebrékat. Ennek definidlasahoz
sziikséglink lesz az operator halmaz kommuténsa fogalmara: azon X operatorok, amelyek a kér-
déses halmaz minden egyes operatoraval kommutalnak. Maga a Neumann-algebra pedig olyan
operator-algebra, amely megegyezik kommutansanak a kommutanséaval.
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Az egyszertiség kedvéért, itt érdemes venni a sajatfiiggvények ortonormalt
halmazat (ami a vektoralgebraban annak felel meg, hogy a bazisvektorok egységnyi
hosszuséguak és paronként ortogonalisak) :

=1 hai=3j

(ui | uj) = dij
=0 hai#j

(7)

ahol az (u; | u;) jeloles egyféle skalaris szorzatot jeldl a kovetkezd miivelettel defi-
nialva:

(s | ug) = / ulujdz,

1

amelyben az u; az u; komplex konjugaltja, és az integral az egész értelmezési tar-

tomanyra kiterjesztends. Megszorozva a (6) egyenletet uj—vel és felhasznalva a (7)

egyenletben adott ortonormalitasi feltételeket, azonnal lathatjuk, hogy
cm = (U | ¥). (8)

Az elemi vektortér és a kvantummechanikdban hasznalt tér koézotti £6 kiilonb-
ség az, hogy a dimenzitszam az elsGben véges, a méasodikban végtelen. A masodik
esetben beszéliink Hilbert-térrdl, és az wu,, sajatfiiggvények, vagy a ¥ hullamfiigg-
vények a tér elemei. Mindegyik elem kétféleképpen jelenhet meg a fizikai skalaris
szorzaton beliil, balra vagy jobbra. E célbdl vezetett be Dirac (1939) egy elegans
jelolést: az w,, elem irhaté mint egy bra vektor (u, |, vagy mint egy ket vektor
| un). Ezek a jelolések lehetévé teszik, hogy kompakt modon jelsljiik a Hilbert-tér
fontosabb tulajdonsagait. Tegyiik fel, hogy a (6) egyenletbeli kiterjesztés érvényes
minden elemre. Felhasznélva a bra-ket jelolést és a (8) egyenletet, egy tetszéleges
® elemre irhatjuk:

| (I)> = ch ‘ Un> = Z ‘ Un><un | @>

n

Mivel ennek a reldcionak igaznak kell lennie barmely tetszéleges | @) elemre,
kapjuk a teljességi relaciot

=" un)(un | .

A ¢, expanzi6s koefficienseknek (azaz a kifejtési vagy Fourier-egytitthatoknak),
amelyek a (6) egyenletben jelennek meg, fontos fizikai jelentésiik van. Ha mérjiik
a kérdéses fizikai mennyiséget (mondjuk az energiat), amelybdl az w, sajatfiigg-
vény, az un-nek megfelels sajatfiiggvény megtalaldsanak valoszintsége |cn\2. AV
fliggvényt, amely a kvantum allapotat adja, ezért wvaldsziniiségi amplitudonak is
nevezik. Vagyis a kvantummechanika, a klasszikus mechanikidval szemben, egy
sztochasztikus-statisztikus elmélet, amelyben a valészindségi valtozok szerepét az
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6nadjungalt operatorok (1d. kés6bb) veszik at, és bizonyos esetekben le kell mon-
danunk az egyiittes eloszlasok hasznalatarél.

A fentiekbdl vilagos, hogy a kvantummechanikédban a fizikai mennyiségeket ope-
ratorok jelolik. Azonban ezek az operatorok nem lehetnek tetszélegesek. A meg-
felels operatorok specifikus osztilya az A operdtornak az adjungaltja, amely a
kovetkezs képlettel definialhato':

(v]| Au) = (ATv | u). (9)
Az 6nadjungalt (vagy hermitikus) operatorok, amelyekre
A=Al

fontos szerepet jatszanak a kvantummechanikidban. Fontossagukat az adja, hogy
az ¢nadjungélt vagy hermitikus operdtorok sajatértékei valosak.!> Tovabb4, egy
hermitikus operator az (5)-0t kielégité sajatfliggvények ortonormélt halmazéara
vezet.

A hermitikus operatorokon tul sziikségilink lesz még az operatorok egy maésik
osztalyara is, amelyek a koordinatakbeli valtozasokkal kapcsolatosak. Az elemi
geometridbol ismert, hogy egy skalaris szorzat értékét bizonyos transzforméciok
nem véaltoztatjak meg. Ezért tekintsiink olyan A operatort, amely valtozatlanul
hagyja a skalaris szorzatot. Ez azt implikalja, hogy

(Au | Av) = {u | v)

és felhasznélva (9)-et, kapjuk
Ata=1. (10)

Per definitionem, a (10)-et kielégité operatorokat unitér operdtoroknak nevezziik.
Az A operator inverze, A~! olyan, hogy

AAT = ATTA=1.

Ebbdl az is kovetkezik, hogy egy unitér operédtor rendelkezik azzal a tulajdonsiggal,
hogy inverze megegyezik az adjungaltjaval:

A= AT

14 A definicié bizonyos pontatlansagot is tartalmaz, mert az értelmezési tartomanyok itt is fontos
szerepet jatszanak.

15Neumann Janos nevezte elséként ezeket az operatorokat mazimdlisan szimmetrikus vagy on-
adjungdlt operdtoroknak. Egy szimmetrikus operatorhoz t6bb 6nadjungalt operator is tartozhat,
de az is el6fordulhat, hogy egy szimmetrikus operdtornak egyaltalan nincs Onadjungalt kiter-
jesztése. Egyébként Neumann nevéhez rendelhet6 a nemkorlatos linearis operatorok elmélete is.
Tovabbé, Neumann Janos bizonyitotta be, hogy ha egy hermitikus operator sajatértékei diszk-
rétek, akkor a sajatfiiggvények teljes ortogonalis fiiggvényrendszert alkotnak. Ezek szerint tehat
barmely fliggvény sorbafejthets.
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Csakigy, mint az elemi geometridban, egy hasonldsdgi transzformdcid gyakran vég-
zendG az operdtorokra is. Egy hasonlésagi S az A-bol az A-ba az alabbi relacion
keresztiil vezet:

A=57148.

Ezzel a kovetkezdképpen végezhetjiik el a Hamilton-operator diagonalizacidjat.
Olyan Hamilton-operatort kell venniink, amely tartalmazza a kinetikai hozzaja-
rulast, a Hyp-t és a potencialis energiat, V-t. Ekkor kereshetjiikk a hasonlésagi
transzfomaéciot,

H=S"'HS

egy unitér S operatorban kifejezve, amely az indulé Hamilton-operatort diagoné-
lisba transzformalja. Ez ekvivalens a sajatérték-egyenlet megoldasaval az (5)-ben.
Valéban, a H-t egy matrixként reprezentalhatjuk, és az (5) egyenlet mutatja, hogy
a sajatfliggvényeit felhasznalo reprezenticioban a H egy diagonélis matrixszal rep-
rezentalhato:

(ui | Huj) = Ej (u; | uj) = E;0;;.

Mint az el6bbiekben mar lattuk, egy kvantumrendszer allapotat a U Alla-
potvektor, vagy hullamfiiggvény irja le, mig az idGvaltozéast leird Schridinger-
(hulldm)egyenlet:

. h OV

O _Hgow
Yor ot

op ¥

amelyben i = /=1 és h a Planck-konstans. Fontos megjegyezni, hogy ezt az
egyenletet nem a kvantummechanikabol vezette le Schrodinger, hanem csak feltette,
ami kisérlettel igazolhato. Latjuk, hogy az egyenlet parciilis differencidlegyenlet, a
koordinatak szerinti derivaltak H,,-ban vannak, az id6 szerinti derivalt els6rendd
csakigy, mint a Hamilton-egyenletekben. Mivel U ismerete egy tetszGleges kezdeti
to idépontban, a megfeleld hatarfeltételekkel egyiitt, lehetévé teszi U kiszamitasat
mind a jov6re, mind a multra, ezért a determinisztikus szemlélet itt is érvényes,
csakigy, mint a klasszikus mechanikdban. Az egyenletbdl konnyen kifejezhetjiik a
¥ hullamfiiggvényt:

T (t) = e 19 (0).

Mivel H hermitikus, ezért mind a klasszikus, mind a kvantummechanikiban a

jelenti, hogy a Schrédinger-egyenletben a rendszer idébeli evoliacidja csupan csak
a koordinatakbeli valtozasnak felel meg.

5. Albert Einstein eredményei

A fentiek és az el6z8 pont Osszegzéseként leszogezhetjiik, hogy ezidaig még
senki sem ért el nagyobb eredményeket az anyag statisztikai elméletében és specifi-
kusabban a fluktudciok elméletében, mint Albert Einstein. A Boltzmann-formula
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inverzén keresztiil szdrmaztatta a makroszkopikus allapot valoszindségét a vele kap-
csolatos entropidban kifejezve. Ez a 1épés dontének bizonyult a fluktuaciok teljes
makroszkopikus elmélete szamara. Erre Einstein (1905) ,, Brown-mozgds” leirasa
volt a véletlenszerti folyamatok egyik legels§ példaja. A kémiai reakcidk modelle-
zése a Markov-lancokkal, ugyanezen gondolatvonal kiterjesztése. Végiil, Einstein
volt az els6, aki felismerte a Planck-konstans altalanos értelmét, ami a hullam —
részecske dualitasidhoz vezetett. Einstein az elektromégneses sugarzast vizsgalta.
Kb. husz évvel kés6bb azonban, de Broglie kiterjesztette Finstein Osszefiiggéseit
az anyagra. Heisenberg, Schrodinger és masok foglaltdk ezeket az elgondolasokat
matematikai keretekbe. De ha az anyag mind hullim, mind részecske, akkor a
klasszikus determinizmus trajektoria-felfogasa érvényét veszti. Eredményként, a
kvantummechanikival csak statisztikai elGrejelzéseket végezhetiink. Einstein élete
végéig ellenezte azt a felfogast, miszerint az ilyen statisztikai megfigyelések meg-
felelnek a természet objektiv tulajdonsigainak. Spinoza istenében, a természet-
tel azonositott istenben, a mindenekfeletti (supréme) racionalitds istenében hitt.
Ebben a koncepciéban nincs helye a szabad kreaciénak, a kontingencidanak, az
emberi szabadsignak. Barmilyen kontingencia, barmilyen véletlenszertiség, ami
ugy tilnik, hogy létezik, csak atmeneti. Ha tugy gondoljuk, hogy cselekedeteink
szabadok, ez csak azért van, mert ignoraljuk azok igazi okait. Arra a kérdésre,
hogy mi az irreverzibilitas, azt a valaszt adta, hogy az egy illazid, egy szubjektiv
impresszio, ami kivételes kezdeti feltételekbdl szarmazik. Paradox helyzet, hogy
a kvantummechanikdban végzett kutatasaiért Nobel-dijat kapott, pedig sohasem
fogadta el, hogy a vilagegyetemet a véletlen igazgatja.

6. Termodinamikai egyenstly

A termodinamika elsé torvénye, egyszerti (homogén) rendszerekre
dE = dQ — pdV, (11)

ahol E a bels6 energia, p a nyomas, V a térfogat, @ a héatadas. Ez a formula
azt fejezi ki, hogy a rendszer bels6 energidjanak kicsiny dt id6 alatti megvaltozasa
egyenld azzal a hével, amelyet kapott a rendszer, plusz azzal a munkéval, amelyet
a rendszeren végeztek.'6

MegfelelGen lasst folyamatok esetén fennall a

_dQ

T

egyenl@ség, ahol S a rendszer entrépidja és T az abszolit hémérséklete.
Kombinalva a (11) egyenletet a (12)-vel, az entropia teljes differencialjat kapjuk

az E és V véltozékban:

ds (12)

dE dv

16Bgvebb kifejtésért lasd Matolcsi (2004).

Alkalmazott Matematikai Lapok (2010)



64 MOCZAR JOZSEF

Gibbs Aaltalanositotta ezt a formulat, hogy belefoglalja a komponensekbeli valto-
zasokat is. Jeloljiik nq,ng,...,n,-val a kiilonbdz6 komponensekben 1év6 moélok
szamat. Ekkor azt irhatjuk, hogy

a8 oS Z oS
_dE P S
=7 + TdV Tdnv.

A ., mennyiségek per definitionem kémiai potencidlok, amelyeket Gibbs
vezetett be, és ezért a (13) egyenletet az entropia Gibbs-féle formulajanak nevezik.
A kémiai potencidlok maguk a termodinamikai valtozok fliggvényei, dgy, mint a
hémérsékleté, a nyomasé, a koncentracioé stb. Azok egy kiilondsen egyszerti ala-
kot vesznek fel az un. ideélis rendszerekre, amelyekben logaritmikusan fliggnek a
mol-tortektdl, az Ny = n/ (3 n)-ektdl:

(13)

py =Gy (p, T) + RT log N,

amelyben R a gazkonstans (egyenld a Boltzmann-féle k konstans és az Avogadro-
féle szam szorzatéval), és a ¢, (p, T) a nyomas és a homérséklet bizonyos fiiggvénye.

Az entropiatermelés egyszerd értékelése valik lehet&vé, ha feltessziik, hogy
az entrépia az egyenstlyon kiviil ugyanazon E, V és n, valtozoktdl fiigg, mint
az egyensulyban. Megfelel§ kémiai folyamatokra vonatkozé kiegészits feltevések
mellett (részletesen lasd in Prigogine (1980, 84-85. 0.)) a (13) Gibbs-féle formula-
bol az egyensuly bizonyos kirnyezetében az aldbbi Gsszefliggést nyerjiik:

ds
- =2 X120, (14)
J

amelyben dS/dt az egységnyi id§ alatt termelt entropiat, J; az eléforduld kiilon-
b6z6 irreverzibilis folyamatok (kémiai reakciok, hdaramlas, difftzio stb.) ratait, az
X pedig a megfelel§ altalanositott erket (affinitasokat, a homérsékleti és a kémiai
potencialok gradienseit stb.) mutatja. Ez az irreverzibilis folyamatok makroszko-
pikus termodinamikajanak alapképlete.

A termodinamikai egyensulyban a

J;=0, X;=0

kikétések szimultan teljesiilnek az entrépia termelésében el6forduld Ssszes irrever-
zibilis folyamatra. Az alapképletbdl vilagos, hogy egy (6ko)gazdasagi modellben
a Gibbs-féle formula csak akkor hasznalhato fel, ha az a termodinamikaban defi-
nialt potencidlokkal és azokhoz kapcsolodo irreverzibilis folyamatok rataival izo-
morf médon értelmezett. Az ilyenféle megfeleltetés kérdését elsgként Neumann
Janos (1945) vetette fel, és azota szamtalan kisérlet tortént sejtésének igazolasara,
illetvecafolatara. A két legérdekesebb tanulméany Brody Andréasé (1989) és Paul
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A. Samuelsoné (1992), amelyeket felhasznalunk a kévetkezs pontban Neumann sej-
tésének cafolataban.

7. Brody versus Samuelson kisérletei

Miel6tt nagyité ala tennénk Brddy (1987) tanulmanyat, megmutatjuk, hogy
semmiféle maximum vagy minimum nem értelmes egyetlen homogén rendszerre.
Szigortan termodinamikai Gsszefliggésekbdl indulunk ki, ami végiil is Samuelson
(1992) tanulmanyaban talalhato (15a)—(15¢) képletekben az entréopiamaximumrol,
illetve a (16a)—(16¢) képletekben az energiaminimumrdl kifejtett érvelésekre vezet.

Vegyiink egy rendszert, amely két egymassal kolecsonhatasban levé alrendszer-
bél &ll, és tegyiik fel, hogy az alrendszerek E; 4+ Eo Osszenergidja és Vi + Vo Gssz-
térfogata allando; ekkor az

S1(E1, Vi) + Sa2(E2, Va)

Osszentropia maximalis lesz egyensilyban.

Vegyilk most azt a rendszert, amely az el6z6 két alrendszerbsl all, azzal a
feltétellel, hogy az alrendszerek S; + Sy Osszentropidja és Vi + Vi Ossztérfogata
allando; ekkor az

E1(S1,V1) + E3(S2, Va)

Osszenergia minimalis lesz egyenstlyban.

Lathato, hogy a két rendszer merében kiilonbozé: az elsében a két alrendszert
egylttesen hdszigeteljiilk és merev fallal vessziikk koril, a masodikban a
merev fal marad, de a h&szigetelés helyett éppen azt biztositjuk, hogy mindig
annyi hét vezetiink ki vagy be, hogy az 6sszentrépia dllandé maradjon. A két rend-
szer kizdrja egyméast. Nem lehet tehdt ugyanarra a rendszerre egyszerre entropia-
mazximumot és energia-minimumot szdmolni. Az elsé rendszert jellemzs mennyisé-
gek Fn, E5, V1, Vs, ezekre fogalmazunk meg feltételeket és ezek egy fliggvényének,
az Osszentropidnak keressiik a maximumat. A masodik rendszert méas mennyiségek
jellemzik, ezekre fogalmazunk meg feltételeket és ezek egy masik fiiggvényének, az
dsszenergia minimumat keressiik. Osszefoglalva: két kiilénboz6 rendszeriink van,
két Gsszegyeztetehetetlen feltétellel, és két kiilonboz6 fiiggvény szélsGértékét keres-
siik.

Brody tanulményaban egyetlen rendszer van, a p és x mennyiségekre felirt
két Osszeegyeztethets pA < A\pB és Ax = ABx Neumann-feltétellel, és ugyanan-
nak a A fliggvénynek (egyszer mint entropidnak, mésszor mint energianak) keresi
a szélsGértékét. Mindez a fentiek alapjan kizarja a termodinamikaval vett péar-
huzamot. Méasképpen, Neumann Jdnos sejtése nem igazolhatd, hogy a gazdasagi
modelljében a termodinamikaban definialt potencidlokkal és azokhoz kapcsol6do
irreverzibilis folyamatok rataival izomorf moédon értelmezhets lenne a névekedés.
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Viszont ez még nem zarja ki annak lehetSségét, hogy altalanosabb keretek kozt
mégis bizonyithato.!”

8. Stabilitas

A termodinamikai egyensilynak megfelel allapotok vagy egy minimalis entré-
piatermelésnek megfelels stacionarius allapotok a linearis nemegyensilyi'® termodi-
namikaban altaldban stabilak. Az entrépia a linedris nemegyensilyi termodinami-
kiban Ljapunov-fiiggvény a stabilitdsra; az entropiatermelés valojaban a Ljapunov-
fiiggvény ,rendszer szerinti drivaltja”. Az entrépia mésodik derivaltjanak negativ
definitsége biztositja a Ljapunov-fiiggvény szélsGértékét az egyensulyban, az entro-
piatermelés pozitivitasa — lasd a (14) formulat — pedig a Ljapunov-fliggvény rend-
szer szerinti derivaltjanak a szélséértékét. Tehat az entropia létezése biztositja az
Osszes fluktuacio csillapodasat, a rendszer stabilitésat.

Az entréopia masodik derivaltjanak negativ definitségét azzal az esettel szem-
léltethetjiik, amikor egyediil csak a bels6 energia valtozhat. Ugyanis az entropiara
érvényes Osszefliggések szerint

o5 _1
oF T’
0%S 1 0T

9B = T20F -
minthogy

T _ 1

OFE  Cy '’

ahol Cy az éllandé térfogaton vett fajhd, amely pozitiv.

A lineéris nemegyensulyi termodinamika mindenképpen homogén testekre
vonatkozik. Kérdés, mennyiben lehet felhasznélni eredményeit az inhomogén rend-
szerekre, vajon az egyensulytol tavolabbi rendszerekre extrapoldlhato-e ez a stabi-
litas? Vannak valaszok az irodalomban (pl. Glansdorff-Prigogine (1971)), de ezek
még nem adnak teljes korti megoldasokat. Az egyenstlyi tartomanytol messze tavol
a helyzet valtozik. Ott ugyanis a kémiai kinetika jatszik lényeges szerepet, s a ké-
miai kinetika bizonyos tipusaira a rendszer instabilla valhat. Ez azt mutatja, hogy
jelentds kiilonbség van az egyensilyban levs rendszerekre vonatkozo torvények és az
egyensulytol tavolabb 1év6 nemegyensulyi rendszerekre vonatkozé torvények kozott.
Az egyensily torvényei univerzélisak, azonban tavol az egyensulytol a viselkedés
nagyon specifikussa valhat.

17Vitainkon ezt az allaspontot képviselte mindvégig Martinas Katalin és Van Péter is.

18Frdemes itt megjegyezni, hogy a nemegyensilyi értelmezés nem adhaté meg a szokésos (egyen-
sulyi) keretek kozott. Ha valahogy meégis értelmezhetjitk a nemegyensulyit, akkor az altalanos
nemegyensulyinak specialis esete az, amelyik kozel van az egyensiillyhoz. Egyféle formalis kozeli-
tése a fentieknek a hires Onsager-elmélet, amelyet Matolcsi (2004) kittinGen interpretal.
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9. Onszervezddés: instabilitas, bifurkacié és evolicio

Elméletileg a bifurkdcié egyszertien az egyenletek 4j megoldasianak megjelenése
bizonyos kritikus érték(ek)re. Ezek a megoldasok egymast kovets instabilitdsok
mellett nyerhetSk, amelyek akkor fordulnak els, amikor egyre jobban eltavolodunk
az egyensulytol. Példaul, vizsgaljunk meg egy kémiai reakciét, amely az alabbi
rataegyenletnek felel meg:

dX

L —aX(X-R).
o =X (X -R)

Nyilvanvalé, hogy az R < O-ra az egyetlen iddfiiggetlen megoldas az X = 0.
Az R =0 pontban egy 1j megoldas bifurkaciojat kapjuk, az X = R-t. Koénnyen
belathato, hogy az X = 0 megoldas instabil, mig az X = R stabil. Altalaban
egymast kovets bifurkaciokat kapunk, ha néveljiikk a megfelel§ o karakterisztikus
paraméter értékét. A bifurkicio matematikai elmélete dltalaban nagyon komplex.
Gyakran nagyon faradsagos kifejtést igényel, de vannak esetek, amelyekben pontos
megoldés lehetséges. Egy nagyon egyszerd ilyen tipusa helyzetet ir le René Thom
(1975) katasztrdfa elmélete, amely akkor alkalmazhato, amikor a diffaziot negligal-

alakot irhatjuk fel:
dX; 9V
a  0X;’

(15)

amelyben V' egy potencialfiiggvényt jelol. Ez egy meglehetsen kivételes eset.
Azonban, amikor teljesiil, a (15) egyenlet megoldasainak egy altalanos klasszifi-
kacidja lehetévé teszi azon pontok megkeresését, amelyekben vannak valtozasok a
tartos allapotok stabilitasi tulajdonsigaiban. Ezek azok a pontok, amelyeket Thom
a katasztrofak egyiittesének nevezett.

Végiil egy altaldnos fogalmat emlitiink meg, amely fontos szerepet jatszik az
dnszervezddés elméletében, mégpedig a strukturdlis stabilitdst'®. A fogalom a leg-
egyszeriibben a ragadozi-dldozat versengésnek megfelelé Lotka-Volterra egyenle-
tek?® egyszertisitett alakjaval illusztralhato:

dx

i by7

dt )

W (16
— = —bz.

dt

A (16) rendszer (z,y) fazisterében a zart trajektoriak végtelen halmaza veszi korbe
az origot. A rendszer Jacobi-sajatértékei tisztan imaginarius komplex szdmok.
Hasonlitsuk dssze a (16) rendszer megoldasait azokkal, amelyeket a kovetkez6 egyen-

9Konkrét vizsgalatra lasd a Moczar - Krisztin (2006) tanulményt, amelyben a szerz6k a keynesi
elmélet Harrod-féle névekedési modelljének strukturalis stabilitasat vizsgaljak.
20A Lotka-Volterra rendszer kozgazdasigi adaptaciojat lasd in Goodwin (1967)).
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letekbdl kapunk:

d—x—b' + ax
at YT
d
d—ij:fberay‘

Az utébbi esetben, még a legkisebb a (a < 0) paraméterérték mellett is, az x = 0,
y = 0 pont aszimptotikusan stabil, vagyis egy olyan egyensilyi pont, amelyhez
az Osszes trajektoria konvergal a fazistérben. Ekkor (0,0)-ban a Jacobi-sajatérték
negativ valos résszel rendelkezik. Per difinitionem, a (16) egyenletek altal megha-
tarozott rendszert strukturdlisan instabilnak nevezziik, mivel a rendszer kis pertur-
bécioja megvaltoztatja a fazisképét.

A strukturalis stabilitis fogalma alkalmasnak latszik arra, hogy a legkompak-
tabb médon kifejezziik az innovacié idedjat, 1j mechanizmus és Gj faj megjelenését,
amelyek kezdetben hidnyoztak a rendszerbdl.

A Brisszelerator modell tanulmanyaink szempontjabol kiiléndsen érdekes,
mivel a megoldasok dinamikai tulajdonsagainak széles valasztéka tanulmanyozhato
elégségesen tavol az egyensilytol: a hatéarciklusok, a nem uniformizalt tartos élla-
potok, a kémiai hullamok. Amikor a kémiai kinetikdba a diffazét is belefoglaljuk,
a reakci6-diffuzio egyenletek az alabbi alakot veszik fel a Briisszelerdtor modellben
(részletesen lasd in Nicolis-Prigogine (1977)):

X 92X
= A+ XY -BX-X+Dx——
a 4T tEx
Y 9%y
Z— =BX — X%Y 4+ Dy——.
ot Ty g2

Tegyiik fel, hogy kezdeti értékekként a koncentracids értékeket vessziik. A ko-
vetkezd alakd megoldasokat keressiik:

X = A+ X, (t)sin =,
L
B nmwr (17)
Y = Z +YO (t)SinT,

amelyben n egy integer szam és az Xy és Yy még mindig idé6fiiggsk. Ezek a meg-
oldasok kielégitik a hatarfeltételeket, az X = A-t és Y = B/A-t az r = O-ra és
r = L-re. Ezutan alkalmazhatjuk a linearis stabilitdselemzést, amivel egy olyan
diszperzids egyenletet nyeriink, amely a rendszerhez tartozo megfelels Jacobi-sajat-
érteket hozzakapcsolja a (17)-beli n integer altal adott tér-fliggdséghez.

Az eredmények a kovetkezSk. Az instabilitas kiilonbozéképpen allhat els: a
két diszperzios egyenletnek két olyan gyoke lehet, amelyek komplex konjugéltak, és
valamely pontban a gyokok valos részei eltiinnek. Ez az eset hatéarciklushoz vezet:
az irodalomban ezt nevezik Hopf-bifurkdcionak. Egy masik lehetség, hogy két
negativ valos gyokiink van, amelyek koziil az egyik pozitivva vélik valamely kriti-
kus pontban. Ez a helyzet vezet a térben nem uniformizalt egyensilyi allapotok-
hoz. Ezt nevezik Turing-bifurkdcionak, mert Turing volt az elsd, aki megjegyezte
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a morphogenezisrdl irt klasszikus tanulmanyaban (Turing (1952)), hogy egy ilyen
bifurkacié lehetséges a kémiai kinetikdban.

Lotka (1924) celkittizése az volt, hogy a biologiai folyamatok egy 1j rendszere-
zését adja meg, és kifejtése tudatosan matematikai volt. Az egyszerii

dX/dt = aX

differencidlegyenleten alapulé névekedési folyamatok tanulmanyozasa utan, Lotka
bonyolultabb egyenleteket is vizsgalt. Eszrevette, hogy az ilyen folyamatokra az
altalanos alak a

dX/dt =a+bX +cX? +...,

amely hamarosan olyan kisérletekre vezette, amelyek ilyen tipusd egyszerd
modellekre vezetnek. Egyik ilyen felfedezése volt a ,populécié szaporodasi torvé-
nye”, amelyet a

dX/dt = aX + bX?

differencialegyenlettel definialt, az
X (t) = (a/b) /[1 + exp (—at)]

megoldéssal, amely a kozismert logisztikus gorbe fiiggvényalakja. Lotka hatal-
mas energiat szentelt arra, hogy kideritse térvényének igazsagat, vagy hamissagat.
Ehhez kiilonb6z6 adatbéazisokat, mint példaul az USA lakossaga, a muslincak vagy
a baktériumtelepek szama stb., hasznilt fel statisztikai vizsgalataiban. Elképzelése
helyes volt, mivel a differencidlegyenlete azon alapult, hogy egy populicidé néveke-
désének pozitivan kell kapcsolédnia a populécié szintjével, és a névekedés megall,
amikor elérjiik az abszolit limitet.

Lotka az evoluciét, mint ,,az irreverzibilis valtozasokon atmend rendszer mult-
jat” definialja. Olyan evoluciés torvényt célzott meg, amely pontosan Ggy funkcio-
nal, mégpedig az altaldnossag ugyanolyan fokdval, mint a termodinamika tdrvényei,
kiiléndsen a termodinamika masodik térvénye. A torvény egyetlen iranyt allapi-
tott meg az izolalt rendszerben megjelend folyamatokra, és ezért egy evolicids
torvénynek tekinthetd.

A kozgazdasagi dinamikaban a szamunkra érdekes legfontosabb eszme azonban
az, hogy az alapul szolgalé modell, amelyen beliil a keretet differencidlegyenletek
szolgaltatjak, a disszipativ dinamikus rendszerekhez tartoznak. A szokisos dinami-
kus rendszerek konzervativak, amelyekben bizonyos mennyiség, altaldban az ener-
gia, a rendszer palyai és mozgéasai mentén konzervalt. Lotka kimutatja, hogy ezek
a rendszerek reverzibilisek, vagyis az id§ visszafordithatd benniik, ami analitikus
megoldasokat nydjt a mozgasok korabbi helyzeteire. A keringé bolygdk mozgasat
leir6 fizikai rendszer megoldhaté el6re, hogy megallapitsuk a Mars jévébeli helyze-
tét, vagy visszafelé, hogy megallapitsuk a korabbi helyzetét. Lotka, mint a fejlédést
kutato bioldgus, olyan matematikai modell-osztalyok kifejlesztésében volt érdekelt,
amelyek irreverzibilisek, vagyis amelyek nem fordithatok visszafelé. Egy ilyen rend-
szerre az egyensily fogalma nem a Naprendszernek, az égi mechanikdnak megfe-
lel§ periodikus mozgés volt, sem a hasonlé fizikai egyensilyoké, hanem inkabb egy
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disszipativ rendszerre vonatkozo egyensily, egyféle surlédasos Naprendszer, hGvesz-
teséggel jard, irany nélkiili idéfolyam. Biologiai egyedek kipusztulnak, szervezetek
fejlédnek. Lotka szerint a tarsadalmi tudoményoknak is ilyen disszipativ rendsze-
reket (amelyeket Samuelson (1947) elsfaju stabilitdssal jellemez Picardra (1928)
hivatkozva) kell modelleznie. Lotka a nyilt és zart rendszerek kozotti distinkcio-
jéval és a veliik kapcsolatos kiillonbdzd egyensilyi fogalmakkal bizonyos mértékben
az altalanos rendszerelmélet (von Bertalanffy (1973)) lampésénak is tekinthetd.

Lotka konyvének masodik része a kinetikat targyalja, és elsGsorban a névekedés
egyszerl egyenletét, az eredményiil kapott logisztikus gorbét vizsgalja. Az egyes
fejezetek kiilonb6z6 populacidkat és a névekedési torvény kiilonb6z8 példait
teszik nagyité ald. Samuelson természetesen atveszi ezt a kifejtést a Foundations
291-94. oldalain és hivatkozik Lotkara. Samuelson populédcié elméletei hasonldak
Lotka populacié-ndvekedésrél kifejtett elmélkedéseivel.

A harmadik rész a statikirdl szol, amelyben Lotkit az egyensily érdekelte,
vagyis az F; (X1, Xo, ..., X,) fiiggvények zérus értékekkel. Megjegyzi, hogy a
kinetika szempontjabol az egyenstly (vagyis egy stacionérius allapot) olyan allapot,
amelyben a sebesség, a dX;/dt zérussal egyenls. Masképpen, az egyensuly dina-
mikus fogalma az erék mérlegéhez kapcsolodik, és megjegyzi, hogy ennek jelentése
etimoldgiailag szorosan kapcsolodik az egyensuly” mint ,,aequa libra” kifejezéshez.
Ezeknél is érdekesebb a harmadik jelentés, az energetikiban kifejezve, miszerint
egy rendszer dinamikus egyenstlyban van, amennyiben az az energia dimenzi6i-
ban kifejezett bizonyos fiiggvények minimumét (vagy néha a maximumat) elérte;
egy olyan allapot, amelyben a virtualis munkavégzés tetszéleges kis elmozditisa
kompatibilis a korlatok eltinésével (i.m. p. 144). Az egyensily véaltozasaiban a

Xm/dt: Fz (Xl,X27,Xn,P)

alaku egyenleteket vizsgalta, amelyben a P lassan nd, ugyhogy a megoldasok, vagy
egyensulyi allapotok, amelyeket a P = konstans mellett szarmaztattunk, folytono-
san ahhoz az esethez kapcsolédnak, amelyben P nem egy konstans, hanem inkabb
egy lasst valtozo. Ezt koveti a Le Chatelier-elv (a legkisebb kényszer elve), amely
a kovetkezképpen jellemezhets: , Mindegyik kémiai egyensilyban levs rendszer,
valamely egyensilyi tényez$ véltozdsdnak hataséira, egy olyan irdnyu transzfor-
macién megy keresztiil, hogy ha kizarélag csak ez a transzformécio kovetkezik be,
akkor a kérdéses tényezs ellenkez irdnya valtozasat fogja eredményezni. Az egyen-
salyi tényez6k a hémérséklet, a nyomas és az elektromos erd, amelyek megfelelnek
a harom energiaformanak, a hének, az elektromossagnak és a mechanikai energi-
anak.” (Lotka, 1924, 281. o). Masképpen, ha valamely rendszert (anyagot vagy
anyagok halmazat) egyensulyi allapotaban megzavarnak, a rendszer ugy allitja
helyre az egyensilyat, hogy a zavard hatast semlegesiti. Samuelson volt az, aki
felhivta a kozgazdaszok figyelmét a Le Chatelier-elvre, és felhasznalta a koltsé-
gek és a termelés magyarazataban.?! Erdekes lehet itt megemliteni, hogy Lotka
példaibel kitinik, hogy maga is tisztdban volt koranak matematikai kozgazdasagi

21 Részletes kifejtését lasd in Zalai (2000) 442-445. o.
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irodalméval, konyvében példaul hivatkozik is Cournotra, Edgeworthra, Jevonsra
és Paretora. Az X;-k — konyvének negyedik részében — él6 organizmusok aggre-
gatumai; mint allapotvaltozék valdjaban ,energia transzformerek”, és a dinamika
Lotka az ,0kologia atyja” cimet. Megjegyzi, hogy eszméi fényt derithetnek kvan-
titative a kozgazdasagtan biologiai alapjaira, azokra az Osszefliggésekre, amelyek
bizonyos biologiai és bizonyos kézgazdasagi mennyiségek kozott 1éteznek. Az életért
folyé verseny elsGsorban az elérhetd energidért folyo kiizdelem.?? Ebben az érte-
lemben az energia értékes az organizmus szaméra, de ami nagyon kiilénb6zé dolog
attol, hogy azt mondjuk, hogy a kdzgazdasigi érték az energia formaja. A tar-
sadalmi fejlodés és a gazdaséigi szervezet energetikai kozelitései Friedrich Wilhelm
Ostwald elméleteit tiikrozik, aki azt hirdette, hogy az energia a centralis szervezd
fogalom a fizikai és a biologiai tudomanyokban.

10. Id6operatorok

Prigogine (1980) a véltozasok leirdsara alkalmas modszerek harom osztalyat
kiilonbozteti meg: (1) az atlagok evoluciojaval foglalkozo makroszkopikus modsze-
rek, mint pl. Fourier torvénye, a kémiai kinetika; (2) sztochasztikus modszerek,
mint a Markov-lancok; (3) a klasszikus vagy kvantummechanika.

Az utobbi években a makroszkopikus leiras teriiletén valami egészen 4j és
varatlan dolgok torténtek, kiilondsen a nemlineéris, az egyensilytol tavoli helyzete-
kében: még egyszeri példak is egymést kdvetd bifurkiciokhoz, kiilonb6z6 téridébeli
strukturédkhoz vezethetnek. Ez viszont drasztikusan korladtozza a makroszkopikus
leirds egységesits erejét, és azt mutatja, hogy dnmagiban nem szolgaltathatja az
id6beli evolicidé konzisztens leirdsat. Réadasul, a makroszkopikus egyenletek nem
tartalmaznak informéciot arrol, hogy mi térténik a bifurkicios pontokban? Milyen
lesz a rendszer torése adott bifurkiciokat kévetGen?

Ezért olyan sztochasztikus elmélet felé kell fordulni, mint a Markov-lancok.
De itt is uj dolgok jelennek meg. Kiilonosen érdekes a fluktuaciok és a bifurka-
ciok kozotti zart Osszefliggés, ami mély alterdcidkhoz vezet a valdsziniiségelmélet
klasszikus eredményeiben. A nagy szamok torvénye tobbé nem érvényes a bifurka-
ciok kozelében, és a valosziniiségi eloszlasokra vonatkozé linedris mesteregyenletek
megoldasanak unicitésa is elvész.

A sztochasztikus és makroszkopikus moédszerek kozotti Osszefiiggés vilagos.
Pontosan akkor észlelhet, amikor az &atlagmennyiségek nem elégitik ki a zart
egyenleteket, amelyek a bifurkaciés pontokhoz oly kézel vannak, hogy a statisztikai
elmélet teljes apparatusat kell haszndlnunk. A makroszkopikus vagy sztochasztikus
és a dinamikus moédszerek kozotti Osszefiiggés azonban, tovibbra is kihivas marad.
Ezt a kérdést sokféle szempontbol vizsgaltak a multban.

22L4sd Hotelling (1931).
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A kvantumelmeélet is bizonyara szerepet jatszik ebben, mert a klasszikus trajek-
toridk feladasara kényszerit minket. De a mésodik torvénnyel valé kapcsolata
szempontjabol, az instabilitds fogalma, amelyet ismétl§dGen megvitattak, alap-
vets jelentGségiinek tiinik. A mozgasi egyenletek strukturdja a mikroszkopikus
szinten levg ,véletlenszeriiséggel” ekkor a makroszkopikus szinten levs irreverzi-
bilitasként jelenik meg. Ebben az értelemben mar Poincaré (1921) eldrejelezte
az irreverzibilitas jelentését. Poincarénak az alapvet&en determinisztikus leirdsba
vetett hite azonban tulsdgosan is szilard volt, hogy a természet relevans statisztikai
leirasat komolyan vizsgalja. A helyzet méra mar teljesen kiilonb6zs. Sok évvel
Poincaré utan a természet determinisztikus leirdsaba vetett bizalmunk megingott,
mind mikroszképikus, mind makroszképikus szinten. A klasszikus vagy kvantum-
fizika természetes korlatjai csokkenthetik az elérejelzé erejiiket. Bar az djonnan
megjelent fogalmak segitenek e folyamat megforditasaban. Ezek koziil a legér-
dekesebb az M mikroszkopikus idGoperator. Az idGoperdtor pontos matematikai
értelmezésére nagyon sok prébélkozas tortént. Ezek sikere tobb szempontbdl is
vitatott, s elsGsorban az értelmezési tartomanyok definialasan buknak el.

Az egyik ilyen probalkozas Prigogine nevéhez flizddik, aki bevezeti a mdsodik
1dd fogalmat, amely egy belsé id6 és teljesen kiilonbozik attol, amely megcimkézi a
trajektoridkat vagy hullamfiiggvényeket. Ez az id6operator egy Gj bizonytalansagi
relaciot teljesit az L Liouville-operatorral. A (T) és a <T2> atlagokat az alabbi
bilinearis formulakon keresztiil definialhatjuk?3:

(T) = trp'Tp, (T?) = trptT?p.

Eléggé érdekesen, a ’kézonséges’ id6, a dinamika cimkéje, ekkor egy atlag lesz az 1]
id6operator felett. Ez valojaban a bizonytalansagi relacio kovetkezménye (vo. Pri-
gogine, 1980, 188. o. és 209. 0.), ami azt implikalja, hogy
d d , " _
T\ = —¢ |: —iLt T —iLt :| —
a0 =gt [l T (e )
= itr [p'e'™ (LT — TL)e "p] =

= trp'p = konstans.

Egy megfelel6 normalizacioval ezt a konstanst egynek vehetjiik. Igy azt kapjuk,
hogy

dt =d(T).
Szavakban, a makroszkopikus id6 egyszeriien az 0j idGoperator feletti atlag. Ebben
a perspektivdban a szokasos id§ fogalmat csak akkor nyerhetjiik vissza, amikor T’
egy olyan trividlis operator (mint a klasszikus mechanikidban), hogy

Tp(z,v,t) =tp(z,v,t).

23 A klasszikus mechanikéaban az atlagolasi operator a fazistér feletti integraciot jelenti, amihez
hasonlé szerepet jatszik a nyom operator a kvantummechanikaban, azaz trO =, (n | On), és
a slirliség operator, azaz p =| ¥)(¥ |.
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Ekkor a ,kor” fiiggetlen az eloszlas alakjatol a fazistérben. Ezzel szemben, az 1]
fogalom azt implikalja, hogy a ,kor” fligg magatol az eloszlastol, és tobbé nem egy
kiils6 paraméter, nem egy egyszert cimke, mint a konvencionélis megfogalmazas-
ban.

A Prigogine-féle idSoperator azonban a jelenlegi forméjiban hasonloképpen
értelmezhetetlen, mint a kvantummechanikai (1asd kés6bb a (b) pontban). Nem
adja meg pontosan azt a fliggényosztélyt, amelyen az operator hat.

A kvantummechanikaban az id6operator pontos matematikai értelmezésére tett
probalkozasok koziil, most kett6t emeliink ki.?

(a) Legyen X a térben négyzetesen integralhaté komplex értéki fliggvények
Osszesége, ami egy tomegpont dllapotainak Hilbert-terét képezi. Az 6nadjungalt

A
H=——+V
2m
Hamilton-operator értelmezési tartoménya az X-nek egy strd altere. Egy folyamat
olyan fiiggvény, amely minden ¢ pillanathoz hozzarendel egy U, elemet X-ben; a

folyamat kielégiti az
dv,
i— = HVY
dt ‘
egyenletet. Minden fizikai mennyiség az X-ben (természetszertileg siirtin) értelme-
zett 6nadjungalt operator. Igy a T idGoperatornak is ilyennek kell lennie, hogy a
HT — TH = i teljesiiljon egy strd altéren (kanonikus felcserélés). Ilyen viszont
nem létezik, mivel a t-vel vald szorzés nincs értelmezve X-ben (mi az a t, amivel
meg kellene szorozni egy a térben értelmezett fliggvényt?).
(b) Legyen C az id6ben és térben értelmezett komplex értékd kétszer diffe-
rencidlhato fliggvények Osszessége. Ezen értelmezett az id§ szerinti differencialas,

valamint a A
—-——4V
2m +
masodrendti térbeli differencisloperator. Igy értelmezhets Zp, mint azoknak a

C—beli ¢ fiiggvényeknek az Osszessége, amelyek kielégitik az

egyenletet. Fzen térbeli integralassal skalarszorzatot értelmeziink, azzal teljessé
téve Zp-t, kapjuk Z-t, s most ez képezi a témegpont allapotainak Hilbert-terét.
Ebben a felfogésban egy allapot maga egy folyamat. Minden fizikai mennyiség a
Z-ben (termeészetszeriileg striin) értelmezett 6nadjungélt operator. Az az érde-
kesség, hogy itt az energia-operator i (0/0t) . Formalisan ez és a t-vel vald szorzas
operatora kielégiti a kanonikus felcserélési relacidt. Csakhogy a t-vel vald szorzas
csupan a C-ben értelmes, Z-ben nem. Ugyanis, ha ¢ a Zy eleme, akkor t¢ mar

24Ezek megfogalmazasaért Matolcsi Tamasnak tartozom kdszonettel.
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nem az. Es mésképpen sem értelmezhets olyan dnadjungalt operator, amely az
energidval kanonikusan felcserél.

Tovabbi probalkozasok abbdl indulnak ki, hogy &ltaldnosabb értelmezésben
fizikai mennyiségnek nem kell 6nadjungalt operatornak lennie, csak maximélis szim-
metrikusnak. Ilyen id6operator viszont nincs.

11. Kovetkeztetések

Hosszt ideig a klasszikus mechanika abszolat elérejelezhetdségét gy tekin-
tették, mint a fizikal vildg tudoményos képének egy lényeges eleme. A modern
tudomany harom évszazada alatt (1685-t8l szamitva, amikor is Newton elGadta
a Principia c¢. mivét a Royal Society-ben) a tudomanyos vilagkép egy 1j, sokkal
arnyaltabb fogalom iranyaba tolodott at, amelyben mind a determinisztikus, mind
a sztochasztikus megkozelitések jelentSs szerepet jatszanak. A sztochasztikus ele-
mek nemcsak a makroszkopikus szint bifurkéicios elméleteiben lényegesek, hanem
a mikroszkopikus leirdsban is, amint azt mér a klasszikus mechanika is bebizonyi-
totta. Ez az evolicié még napjainkban is tart. Az is jol érzékelhets, hogy a termo-
dinamika térvényei nem kerilhetdk meg az 6kogazdasdgi modellekben. Szigorian a
termodinamika torvényeibdl kiindulva, Brddy (1989) és Samuelson (1992) tanulma-
nyaira tdmaszkodva, megmutattuk, hogy Neumann Janos sejtése nem igazolhato:
a gazdasigi modelljében a termodinamikaban definialt potencidlokkal és azokhoz
kapcsolddo irreverzibilis folyamatok rataival nem értelmezhets izomorf médon a
novekedés. Vagyis varat még magéra egy olyan ckogazdasagi modell, amely a ter-
modinamika térvényein a valésig jobb kozelitésére alkalmas. Az 0j id6fogalom még
nem jutott el a kézgazdaszokig, de az idSoperitorok pontos értelmezése 1j tavla-
tokat nyithat, kiilonésen a makrotkonomiai elméletekben. Erre talan, a megfelel
pontositasok utan, leginkdbb Prigogine mdsodik idd fogalma aspiralhat. Az eddigi
statikus egyensilyi referencia pontokat felvaltjak a dinamikus, id6ben valtozo szto-
chasztikus egyensilyi referencia fiiggvények, ami forradalmian 4j megvilagitasba
helyez szamos tarsadalomtudomanyi, s f6leg kozgazdasigi kérdést. Mindez a dina-
mikai rendszerek 0j vizsgélatat eredményezi, 4j fogalmak és definiciok jelennek meg,
1j elméletek valtjak fel az eddigi stabilitas-, bifurkacié-, evolicié- stb. elméleteket.
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THE NEWEST RESULTS OF PHYSICAL MATHEMATICS
AS THE POSSIBLE INVESTIGATION TOOLS OF ECONOMICS

JOzZsSEF MOCZAR

The aim of this paper is to outline the newest results of physics, i.e., the stochastic mat-
hematical relations of relativity theory and quantum mechanics as well as irreversible dynamics
which can be applied for some economic problems. For example, the correct interpretation of time
operators using for the macroeconomic theories may provide a serious improvement in approach
to the reality. The stochastic dynamic equilibrium reference functions will take over the role of
recent static equilibrium reference points, which may also reveal some nonequilibrium questions
of macroeconomics. The concepts and definitions of thermodynamics and biological evolution
have been adopted in economics by Paul A. Samuelson, but he did not concern the newest results
of quantum mechanics, e.g., the time operators. Now we do it. In addition, following Samuel-
son, we show that von Neumann growth model cannot be explained as a peculiar extension of
thermodynamic irreversibility.
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