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BEJÁRÁSFÜGGETLEN SZEKVENCIÁLIS VÉKONYÍTÁS
KARDOS PÉTER, NÉMETH GÁBOR ÉS PALÁGYI KÁLMÁN

A váz mint régió-alapú alakjellemz® szemléletesen de�niált a préri�t¶z
hasonlattal: Az objektum határának minden pontját egyidej¶leg meggyújt-
juk és feltételezzük, hogy a t¶z minden irányban egyenletes sebességgel terjed.
Ekkor a vázat azon pontok alkotják, ahol az egymással verseng® t¶zfrontok
találkoznak és kioltják egymást. A vékonyítás a t¶zfront-terjedést modellezi
diszkrét képtereken úgy, hogy a kapott vázközelítés topológiailag ekvivalens
legyen a kiindulási objektummal. Az iteratív objektum-redukció egy lépé-
sében csak az aktuális objektum határpontjai közül a törölhet®nek min®sí-
tetteket távolítjuk el. Az eljárás terminál, ha az objektumon már nincs több
törölhet® pont.

A szekvenciális vékonyító eljárások kontúrkövetést alkalmaznak: bejárják
az objektumok határpontjait és egyenként törlik a törlési feltételüknek eleget
tev®ket. Az így kapott vázak általában érzékenyek a határpontok bejárási
sorrendjére. A jelen cikkben bemutatunk egy olyan 2-dimenziós szekven-
ciális vékonyító algoritmust, amely független a bejárási stratégiától, vagyis
ugyanazt az eredményt adja a határpontok tetsz®leges sorrendben történ®
vizsgálata mellett. A javasolt eljárásra bizonyítjuk a bejárásfüggetlenség és
topológia�meg®rzés tulajdonságokat.

Kulcsszavak: váz, vékonyítás, digitális topológia, topológia�meg®rzés, be-
járás�függetlenség.

1. Bevezetés

A vázat (skeleton) Blum vezette be mint a középtengely�transzformáció
(Medial Axis Transform, MAT ) eredményét [3]. A középtengely�transzformáció
az objektum valamennyi pontjára megkeresi a hozzá legközelebbre es® határpon-
to(ka)t. Ha az eljárás valamely bels® pontra egynél több legközelebbi határpontot
talál, akkor azt a vázhoz tartozónak, vázpontnak min®síti. A vázat Blum egy
szemléletes hasonlattal, a prérit¶z terjedésével illusztrálta: Ha a vizsgált objek-
tum határának minden pontját egyidej¶leg meggyújtjuk és feltételezzük, hogy a
t¶zfrontok minden irányba egyenletes sebességgel terjednek, akkor a váz azokból
a pontokból áll, ahol az objektum belsejében az egymással verseng® t¶zfrontok
találkoznak, kioltják egymást.

A váz mint régió-alapú alakleíró jellemz® az elmúlt évtizedekben egyre fonto-
sabb lett, kulcseleme számos, a képfeldolgozás és az alakfelismerés területén felme-
rült probléma megoldására javasolt módszernek [4].
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A vázkijelölés (vagyis a matematikai váz egy alkalmas közelítése digitális bináris
képeken) leggyakrabban alkalmazott módszere a front-terjedést modellez® iteratív
objektum redukció, a vékonyítás (thinning) [14]. A t¶zfrontok terjedése � természe-
ténél fogva � párhuzamos folyamat, így a legtöbb javasolt vékonyító algoritmus
párhuzamos [5, 10, 14], vagyis az eljárás egy fázisában egyidej¶leg távolítja el az
aktuális objektum valamennyi törölhet®nek min®sített határpontját. A szekven-
ciális vékonyító algoritmusok a kontúrkövetés technikáját alkalmazzák és egyenként
távolítják el a törlési szabályukat kielégít® határpontokat [1, 9, 10].

A vázkijelöl® eljárásokkal szemben támasztott két f® követelmény a topológia és
az alak meg®rzése. A digitális topológiában fontos fogalom az egyszer¶ pont (simple
point): egy objektumpont akkor és csakis akkor egyszer¶, ha törlése topológia-
meg®rz® redukció [8]. Az egyszer¶ség lokális tulajdonság, vagyis (az általánosan
feltételezett topológiájú képeken) eldönthet® a kérdéses pont 3 × 3-as környezete
alapján. Az alak-információ meg®rzésére a vékonyító eljárások végpont-feltételeket
használnak, vagyis a vonal-végpontok meg®rzésével biztosítják azt, hogy egy tetsz®-
leges, üreget nem tartalmazó objektum ne zsugorodjon össze egyetlen ponttá.

A párhuzamos vékonyító algoritmusok egyidej¶leg több pontot törölnek, így
nehéz a topológiai korrektség biztosítása és bizonyítása. Ráadásul a vékonyítás egy
iterációs lépése nem oldható meg egyetlen, csupán a 3 × 3-as lokális környezetet
�gyel® párhuzamos redukcióval [13]. A fentiek miatt a párhuzamos vékonyító algo-
ritmusok vagy több fázisra, párhuzamos redukcióra bontanak fel egyetlen iterációs
lépést (ahol az eredmény érzékeny a fázisok sorrendjére), vagy pedig a 3 × 3-nál
b®vebb (általában nem szimmetrikus) környezettel adják meg a törölhet® pont-
jaikat [5].

A szekvenciális vékonyító eljárások esetében a topológia-meg®rzés könnyen
garantálható, ha a törölhet® pontok olyan egyszer¶ pontok, amelyek nem vonal-
végpontok. Probléma viszont, hogy a javasolt eljárások vázközelítése függ a határ-
pontok bejárási sorrendjét®l. A jelen cikkben egy olyan algoritmust javaslunk, mely
ugyanazt az eredményt adja a határpontok tetsz®leges bejárása mellett. Tudomá-
sunk szerint ilyen eljárást még nem közöltek, a javasolt eljárás az els® szekvenciális
bejárásfüggetlen vékonyító algoritmus. Megjegyezzük, hogy Ranwez és Soille [12],
valamint Iwanowski és Soille [7] eljárásai csupán olyan bejárásfüggetlen zsugorító
algoritmusok, melyek vékonyításra csak a végpontok el®zetes kijelölésével tehet®k
alkalmassá. Módszerünk hatékonyan implementálható és letisztult (számos algo-
ritmusnál jóval kevesebb nemkívánatos ágat tartalmazó) vázat eredményez.

A cikk 2. fejezete ismerteti a digitális topológia legfontosabb fogalmait, a 3.
fejezetben bemutatjuk a bejárásfüggetlenség garantálásában fontos kritikus pont-
párokat és tulajdonságaikat. A javasolt algoritmus a 4. fejezetben található, mely-
nek bejárásfüggetlenségét az 5. fejezetben bizonyítjuk. A 6. fejezetben néhány
tesztképen bemutatjuk módszerünk eredményeit, összevetve azokat a közelmúlt-
ban közölt AK2 algoritmus [2] által kivont vázakkal.
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2. A digitális topológia alapfogalmai

Jelölje Z2 a 2-dimenziós sík egész koordinátájú pontjait, a továbbiakban pon-
tokat. Legyen x = (x1, x2) és y = (y1, y2) két pont. A leggyakrabban használt
szomszédsági (adjacency) relációkat az ‖x − y‖ =

√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 (euk-

lidészi) távolság segítségével adjuk meg. Az x és az y pontok 4-szomszédosak , ha
‖x− y‖ ≤ 1 és 8-szomszédosak , ha ‖x− y‖ ≤ √

2. Jelölje N4(x) és N8(x) az x-szel
4-, illetve 8-szomszédos pontok halmazát, továbbá jelölje N∗

4 (x) = N4(x)\{x} és
N∗

8 (x) = N8(x)\{x} a valódi 4-, illetve 8-szomszédokat.
A p pont j-szomszédos (j = 4, 8) a nem-üres S ⊆ Z2 ponthalmazzal, ha van

olyan s ∈ S, hogy s ∈ Nj(p). A különböz® pontokból álló 〈s0, s1, . . . , sn〉 sorozat
n ≥ 0 hosszú j-út (j = 4, 8) az s0 pontból sn-be az S ponthalmazban, ha a soro-
zat minden pontja S-beli és minden i-re (1 ≤ i ≤ n) si és si−1 j-szomszédosak.
(Megjegyezzük, hogy 〈s0〉 egy 0-hosszú j-út.) Az s1 ∈ S és az s2 ∈ S pontok
j-összefügg®k (j = 4, 8) az S ponthalmazban, ha létezik j-út s1 és s2 között S-ben.
Az S ponthalmaz j-összefügg® (j = 4, 8) az S′ ponthalmazban (S′ ⊇ S), ha S
bármely két pontja j-összefügg® S′-ben. Könny¶ belátni, hogy a j-összefügg®ségi
reláció � vagyis a re�exív és szimmetrikus j-szomszédsági reláció tranzitív lezártja
� ekvivalencia-reláció valamennyi j-re (j = 4, 8). A j-összefügg®ségi reláció tehát
egy osztályozását adja meg egy tetsz®leges ponthalmaznak, ahol az ekvivalencia-
osztályokat j-összefügg® komponenseknek vagy j-komponenseknek (j-component)
nevezzük.

Egy 2-dimenziós (8, 4) bináris digitális kép (a továbbiakban (8, 4) kép, vagy egy-
szer¶en kép) a (Z2, 8, 4,B) rendezett négyessel írható le [8], ahol a Z2 a képpontok
halmaza; a B ⊆ Z2 a fekete pontok halmaza, melynek pontjaihoz �1� értéket rende-
lünk; komplementere, a Z2\B a �0� érték¶ fehér pontok halmaza; a fekete pontokra
a 8-összefügg®ség érvényes, míg a fehérekre a 4-összefügg®séget tételezzük fel.

A 8-összefügg®ségi ekvivalencia-relációval a fekete pontokat partícionáljuk.
Az egy ekvivalenciaosztályba es® fekete pontok halmazát az adott kép fekete kompo-
nensének vagy objektumának nevezzük. Hasonlóképpen: a 4-összefügg®ségi reláció
a fehér pontok halmazát fehér komponensekre bontja fel. Egy (8, 4) kép véges,
ha a fekete pontok halmaza véges. Véges képen egyetlen végtelen fehér kompo-
nens található, amit háttérnek (background) nevezünk. A véges fehér komponens
neve üreg (cavity). Egy véges kép reprezentálható egy P (véges) bináris tömbbel
(bitmátrixszal), ahol valamennyi tömbön kívüli képpont értéke �0�.

A (Z2, 8, 4,B) képen a p ∈ B fekete pont határpont (border-point), ha 4-szom-
szédos legalább egy fehér ponttal, azaz: N4(p)\B 6= ∅. Jelölje B(p) a p pont fekete
8-szomszédainak számát, vagyis az N∗

8 (p)∩B halmaz számosságát. A p ∈ B fekete
pont izolált (isolated), ha B(p) = 0.

A vonal-végpontokat meg®rz® vékonyító algoritmusok többféle végpont-krité-
riumot alkalmaznak. Az általunk javasolt eljárásnál az alábbit alkalmazzuk:

2.1. De�níció. [5] A (Z2, 8, 4,B) képen a p ∈ B fekete pont akkor és csakis
akkor végpont, ha B(p) = 1, vagy 2.
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Legyen p ∈ B a (Z2, 8, 4,B) kép egy fekete pontja. Jelölje C(p) a (Z2, 8, 4,
B ∩ N∗

8 (p)) (csak a p valódi fekete 8-szomszédjait tartalmazó) kép fekete kompo-
nenseinek számát. C(p) egyszer¶en meghatározható a Hilditch�féle keresztszám [6]
segítségével:

XH(p) =
4∑

i=1

bi,

ahol

bi =

{
1 ha p2i = 0 és (p(2i+1) mod 8 = 1 vagy p(2i+2) mod 8 = 1)
0 különben

,

ahol az N8(p) halmaz pontjait (mint Boole-változókat) az 1. ábra szerint indexeljük.
Könnyen belátható, hogy tetsz®leges p határpontra C(p) = XH(p).

p1 p2 p3

p8 p p4

p7 p6 p5

1. ábra. N8(p) pontjainak indexelése. Megjegyezzük, hogy a 2-dimenziós mer®le-
ges képrácsot (Z2) itt és a további ábrákon is a vele duális négyzetmozaikkal [11]
reprezentáljuk.

2.2. De�níció. A (Z2, 8, 4,B) képen a p ∈ B egyszer¶ pont (simple point), ha p
törlése nem változtatja meg a kép topológiáját (vagyis nem szakít szét objektumot,
nem töröl teljesen egy objektumot, nem hoz létre új üreget és nem olvaszt össze
üregeket sem egymással, sem pedig a háttérrel) [8].

A 2-dimenziós (8, 4) képeken az egyszer¶ség lokális tulajdonság, mivel egy
képen a p pont egyszer¶ volta eldönthet® N8(p) ismeretében. Az egyszer¶ségre
adott számos kritérium közül az alábbit alkalmazzuk:

2.1. Tétel. [8] A (Z2, 8, 4,B) képen a p ∈ B fekete pont akkor és csakis akkor
egyszer¶, ha p határpont, nem izolált pont és C(p) = 1.

3. Kritikus párok és tulajdonságaik

A p és q két, egymással 4-szomszédos pontokra vezessük be az N8(p, q) =
= N8(p)∪N8(q), valamint a N∗

8 (p, q) = N8(p, q)\{p, q} jelöléseket. A továbbiakban
jelölje C(p, q) a fekete 8-komponensek számát N∗

8 (p, q)ban. Ezenkívül a p1 − p8

jelöléseket fogjuk alkalmazni a p pont 3 × 3-as környezetén belül lev® pontokra,
az 1. ábrán látható módon.
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3.1. De�níció. Legyen p egy kép tetsz®leges objektumpontja. A Γi(p) függ-
vényt (i = 1, 2, 3, 4) a következ®képpen de�niáljuk:

Γi(p) = p2i ∧
(
p(2i−2) mod 8 ∨ p(2i−1)

) ∧ (
p(2i+1) mod 8 ∨ p(2i+2) mod 8

)

3.2. De�níció. Legyenek p és q egymással 4-szomszédos határpontok egy
képen. A {p, q} halmazt kritikus párnak nevezzük, ha az alábbi feltételek telje-
sülnek:

� C(p) = C(q) = 1,
� 3 ≤ B(p), B(q) ≤ 6,
� C(p, q) = 2.
Egy kritikus pár lehet vízszintes vagy függ®leges aszerint, hogy elemei egy

sorban vagy egy oszlopban helyezkednek el.
Ha egy {p, q} kritikus párban q ∈ {p2, p8}, akkor azt mondjuk, hogy q a kritikus

párban a kisebb index¶, p pedig a nagyobb index¶ elem, q ∈ {p4, p6} esetben pedig
értelemszer¶en ennek fordítottja érvényes.

3.1. Tétel. Legyenek p és q olyan egymással 4-szomszédos határpontok egy
képen, melyekre érvényes, hogy:

I. C(p) = C(q) = 1,

II. 3 ≤ B(p), B(q) ≤ 6.
Ekkor az alábbi állítások egymással ekvivalensek:
(a) Γi(p) = 1.
(b) {p, q} kritikus pár.
(c) Bármelyik x ∈ {p, q} pont törlése után a megmaradó y ∈ {p, q}\{x}

objektumpontra teljesül, hogy C(y) = 2.

Bizonyítás.
Elegend® q = p4 (i = 2) esetet vizsgálni, mert a többi lehetséges szituációban a

szimmetria miatt más jelölésekkel ugyan, de azonos módon történhet a bizonyítás.
Három összefüggést bizonyítunk, melyek alapján következik a tételben megfogal-
mazott ekvivalencia.

(a) ⇒ (b). Tegyük fel el®ször, hogy Γ2(p) = (p2 ∨ p3) ∧ (p5 ∨ p6) = 1. Azt
kell belátnunk, hogy C(p, q) = 2. Mivel C(p) = C(q) = 1, így a C(p, q) érték
megegyezik a p2, q2, q4, q6, p6, p8, p2 sorozatban el®forduló 1-0 átmenetek számával.
A feltevésünk alapján p2 ∨ q2 = 1 és p6 ∨ q6 = 1 adódik, továbbá mivel p és q
határpontok, ezért ¬p2 ∨ ¬p6 ∨ ¬p8 = 1, és ¬q2 ∨ ¬q4 ∨ ¬q6 = 1. Az el®bbi négy
összefüggésb®l adódik, hogy a p2, q2, q4, q6 sorozat és a q6, p6, p8, p2 sorozat is tartal-
maz egy-egy 1-0 átmenetet. Továbbá 2-nél több 1-0 átmenetet nem tartalmazhat a
p2, q2, q4, q6, p6, p8, p2 sorozat, mivel akkor sérülne a C(p) = C(q) = 1 tulajdonság.
Az el®bbiekb®l tehát következik, hogy C(p, q) = 2, vagyis {p, q} kritikus pár.
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(b) ⇒ (a). Indirekt módon igazoljuk. Induljunk ki abból a feltevésb®l, hogy
{p, q} olyan kritikus pár, melyre p2 = p3 = q2 = 0. Ekkor szükségszer¶en
p6 = p5 = q6 = 1 is fennáll, különben nem teljesülne a C(p) = C(q) = 1 vagy
a 3 ≤ B(p), 3 ≤ B(q) kikötés. Viszont ilyenkor a q4 és p8 értékét®l függetlenül a
p2, q2, q4, q6, p6, p8, p2 sorozat csak egy darab 1-0 átmenetet fog tartalmazni, ami
azt jelentené, hogy C(p, q) = 1, vagyis {p, q} nem kritikus pár. Ugyanerre az ellent-
mondásra jutunk a p6 = q6 = 0 feltevésb®l is. Tehát Γ2(p) = (p2∨p3)∧(p5∨p6) = 1.

(a) ⇔ (c). Tegyük fel, hogy a {p, q} halmaz kritikus pár. C(p) = C(q) =
= XH(p) = XH(q) = 1, így a Hilditch-féle keresztszám de�nícióját alkalmazva
megállapítható, hogy a q = p4 törlése után a C(p) = XH(p) = 2, ill. p = q8 törlése
után a C(q) = XH(q) = 2 egyenl®ség pontosan akkor áll fenn, ha p5 = 1 vagy
p6 = 1, azaz p5 ∨ p6 = 1, és q1 = p2 = 1 vagy q2 = p3 = 1, azaz p2 ∨ p3 = 1.
Összevonva tehát a két feltételt, (c) pontosan akkor teljesül, ha

Γ2(p) = (p2 ∨ p3) ∧ (p5 ∨ q6) = 1

egyenl®ség fennáll. ut
Most tetsz®leges p objektumpontra bevezetünk három kifejezést, melyeket fel-

használunk a kés®bbi de�níciókban. A harmadik képletnél feltételezzük, hogy
pj+8 = pj (1 ≤ j ≤ 8):

α(p) = (¬p4 ∧ p8 ∧ ((p1 ∧ p7) ∨ (p2 ∧ p6))) ∨ (¬p6 ∧ p2 ∧ ((p1 ∧ p3) ∨ (p4 ∧ p8))) ,

β(p) =
(¬p2 ∧ p6 ∧

(
(p5 ∧ p7) ∨ (p4 ∧ p8)

)) ∨ (¬p8 ∧ p4 ∧ ((p3 ∧ p5) ∨ (p2 ∧ p6))) ,

γ(p) =
4∨

i=1

(p2i ∧ p2i+2 ∧ ¬p2i+1 ∧ ¬p2i+4 ∧ ¬p2i+5 ∧ ¬p2i+6) .

3.3. De�níció. Egy kép p objektumpontját rendre α-pontnak, β-pontnak,
γ-pontnak nevezzük, ha α(p) = 1, ¬α(p) ∧ β(p) = 1, γ(p) = 1.

Az α-, β-, γ-pontokat a 2. ábrán szemléltetjük.
A kritikus párokat kritikus α-párnak, β-párnak, ill. γ-párnak fogjuk nevezni,

ha mindkét elemük α-, β-, ill. γ-pont, továbbá αβ-, αγ-, ill. βγ-párokról fogunk
beszélni, ha bennük éppen a megjelölt 2-2 fajta pont szerepel.

3.1. Segédtétel. Egyetlen objektumpont sem szerepelhet egynél több kriti-
kus α-párban.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy {p, q} kritikus α-pár, ahol q = p4 (3. ábra).
A 3.1. tétel szerint:

(p2 ∨ q2) ∧ (p6 ∨ q6) = 1. (1)
Mivel p4=q=1, ezért a 3.3. de�níció szerint:

α(p) = ¬p6 ∧ p2 ∧
(
(p1 ∧ p3) ∨ (p8 ∧ p4)

)
= ¬p6 ∧ p2 ∧

(
(p1 ∧ q2) ∨ p8

)
= 1. (2)
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(a) (b) (c) (d)

x y 1
0 p 1
. z 1

. 1 .

0 p 1
. 1 .

x 0 .

y p z

1 1 1

. 0 .

1 p 1
. 1 .

(e) (f) (g) (h)

. 1 0
0 p 1
0 0 .

0 0 .

0 p 1
. 1 0

. 0 0
1 p 0
0 1 .

0 1 .

1 p 0
. 0 0

(i) (j) (k) (l)

2. ábra. Az (a)-(d) ábrákon az α-pontok, az (e)-(h) ábrákon a β-pontok, az (i)-(l)
ábrákon pedig a γ-pontok kon�gurációi láthatók. Az (e) és (g) kon�gurációkban
x ∧ y = 0 vagy z = 1 kell, hogy teljesüljön. A "." helyén állhat akár 0, akár 1.

(2) alapján p6=0, ezután (1)-b®l q6 = 1 adódik, és mivel a 3.3. de�níció szerint
α(q) = 1, következik, hogy

¬q4 ∧ q2 = 1. (3)
Legyen r = p2. Könnyen látható, hogy α(r) = 1 csak akkor teljesülhet, ha

¬r4 ∨ ¬r6 = 1. De mivel r6 = p = 1 és (3) szerint r4 = q2 = 1, ezért biztos, hogy
p2 nem lehet α-pont.

r = p8-re hasonlóan észrevehet®, hogy ha p8 α-pont, akkor r6 = p7 = 0.
Viszont mivel p6 = 0, így ekkor Γ2(r) = 0 lenne, ezért a 3.1. tétel szerint {p, p8}
nem alkothat kritikus α-párt. Ugyanígy belátható, hogy ha r = q2 és r α-pont,
akkor Γ3(r) = 0, ezért {q, q2} nem alkothat kritikus α-párt.

Végül legyen r = q6. Mivel fentebb már láttuk, hogy q4 = r3 = 0 és
p6 = r8 = 0, ezért α(r) = 0, így q6 sem lehet α-pont.

Ezzel végigvizsgáltuk az összes lehetséges p-vel vagy q-val szomszédos objek-
tumpontot, így ha {p, q} vízszintes helyzet¶ α-pár, akkor valóban teljesül az állí-
tásunk. Függ®leges α-pár esetén a segédtétel hasonló módon bizonyítható. ut

3.2. Segédtétel. Egyetlen objektumpont sem szerepelhet egynél több kriti-
kus β-párban.

Bizonyítás. Vegyük észre, hogy ha a β-pontok környezetét 180 fokkal elfor-
gatjuk, akkor éppen α-pontokat kapunk. Ezért a bizonyítás (eltér® jelölésekkel)
ugyanúgy végezhet®, mint az el®z® állítás esetén. ut
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p1 p2 q2 q3

p8 p q q4

p7 p6 q6 q5

3. ábra. A {p, q} halmaz szomszédsága q = p4 esetben.

3.3. Segédtétel. Legyen {p, q} egy kritikus β-pár, {r, s} pedig egy kritikus
α-pár, ahol q nagyobb index¶ p-nél, s pedig nagyobb index¶ r-nél. Ha p-nek
4-szomszédja r, akkor a {p, r}, {q, s} halmazok αβ-párok.

Bizonyítás. Legyen {p, q} kritikus β-pár. Ismét csak a 3. ábrán látható szituá-
ciót elemezzük, a többi eset a szimmetriák miatt erre visszavezethet®. Akkor ismét
fennáll az (1) összefüggés, továbbá a 3.3. de�níció szerint:

β(q) = ¬q2 ∧ q6 ∧
(
(q5 ∧ q7) ∨ q4

)
= 1.

Ebb®l q6 = 1 adódik. Ha r = p2 lenne, akkor s szükségszer¶en csak kisebb index¶
lehetne r-nél, de ez sértené a tételben szerepl® kikötést. Tehát csak r = p6 lehet.
r4 = q6 = 1 miatt a következ® összefüggés teljesül:

α(r) = ¬r6 ∧ r2 ∧
(
(r1 ∧ r3) ∨ (r4 ∧ r8)

)
= ¬r6 ∧

(
(p5 ∧ p7) ∨ p8

)
= 1. (4)

Ha p8 = 1 lenne, akkor p2 = 0 kellene, hogy teljesüljön, különben β(p) = 0 lenne,
azaz p nem lenne β-pont, ami ellentmond az állításban megfogalmazott feltevésnek.
Tehát p8 = 0, így ebb®l és a (4) összefüggésb®l következik, hogy p5 ∧ p7 = 1.
Az el®bbiek alapján s = r8 esetén s4 = r = 1, és s2 = 0 miatt α(s) = 0 lenne,
ezért csak s = r4 = q6 lehet, és könnyen ellen®rizhet®, hogy ekkor valóban teljesül
az α(s) = 1 feltétel. Tehát a {p, r}, {q, s} halmazok valóban αβ-párok. ut

3.4. Segédtétel. Ha p kritikus pár eleme, akkor p csak α-, β-, vagy γ-pont
lehet.

Bizonyítás. Csak arra az esetre adunk bizonyítást, amikor {p, p4} alkot kritikus
párt, a többi szituáció ehhez hasonlóan vizsgálható. Ha {p, p4} kritikus pár, akkor

Γ2(p) = (p2 ∨ p3) ∧ (p5 ∨ p6) = 1. (5)
Tegyük fel, hogy p nem α-pont, és nem β-pont. Azt kell igazolnunk, hogy

ekkor p γ-pont. A De Morgan-azonosságok alkalmazásával adódik, hogy
¬α(p) ∧ ¬β(p) = (6)

=
(
p4 ∨ ¬p8 ∨

(
(¬p1 ∨ ¬p7) ∧ (¬p2 ∨ ¬p6)

)) ∧(
p6 ∨ ¬p2 ∨

(
(¬p1 ∨ ¬p3) ∧ (¬p4 ∨ ¬p8)

)) ∧(
p2 ∨ ¬p6 ∨

(
(¬p5 ∨ ¬p7) ∧ (¬p4 ∨ ¬p8)

)) ∧(
p8 ∨ ¬p4 ∨

(
(¬p3 ∨ ¬p5) ∧ (¬p2 ∨ ¬p6)

))
= 1.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2010)



BEJÁRÁSFÜGGETLEN SZEKVENCIÁLIS VÉKONYÍTÁS 25

Mivel p4 = 1, ezért (p8 ∨ ((¬p3 ∨ ¬p5) ∨ (¬p2 ∨ ¬p6))) = 1. Ha p8 = 1, akkor
p2 ∨ p6 = 1, különben C(p) > 1 lenne. p2 = p6 = 1 esetben p nem lenne határpont,
így e két pont közül pontosan az egyiknek kell objektumpontnak lennie. Ekkor
azonban a (6)-ben szerepl® konjunkcióban a középs® 2 tag valamelyikének 0 lesz az
értéke, így viszont (6) nem teljesülhetne. Tehát p8 = 0, és

(¬p3 ∨ ¬p5) ∧ (¬p2 ∨ ¬p6) = 1. (7)

(5)-ból és (7)-ból következik, hogy (p2∧¬p3∧p5∧¬p6)∨(¬p2∧p3∧¬p5∧p6) = 1.
(p2 ∧ ¬p3 ∧ p5 ∧ ¬p6) = 1 esetben p7 = 0, különben C(p) > 1 lenne. Ekkor

tehát (p2 ∧ p4 ∧ ¬p3 ∧ ¬p6 ∧ ¬p7 ∧ ¬p8) = 1.
(¬p2 ∧ p3 ∧ ¬p5 ∧ p6) = 1 esetben p1 = 0, különben C(p) > 1 állna fenn. Így

ekkor (p4 ∧ p6 ∧ ¬p5 ∧ ¬p8 ∧ ¬p1 ∧ ¬p2) = 1.
Mindkét el®bbi esetben megállapítható, hogy γ(p) = 1, tehát a 3.3. de�níció

szerint p γ-pont. ut

3.4. De�níció. p-t biztonságos γ-pontnak nevezzük, ha γ-pont, és

γ∗(p) = (¬p4 ∧ ¬p5 ∧ ¬p6 ∧ ¬p1 ∧ p8 ∧ p2) ∨ (¬p6 ∧ ¬p7 ∧ ¬p8 ∧ ¬p3 ∧ p2 ∧ p4) = 1.

A biztonságos γ-pontokat a 4. ábra szemlélteti.

0 1 .

1 p 0
. 0 0

. 1 0
0 p 1
0 0 .

(a) (b)

4. ábra. Kon�gurációk, ahol p biztonságos γ-pont.

3.5. Segédtétel. Kritikus γ-párban pontosan az egyik pont biztonságos γ-
pont.

Bizonyítás. Ha {p, q} kritikus párban p biztonságos γ-pont, akkor γ∗(p) = 1.
Egyszer¶en belátható, hogy γ(q) = 1 csak úgy teljesülhet, ha

(¬q1 ∧ ¬q2 ∧ ¬q8 ∧ ¬q5 ∧ q4 ∧ q6) ∨ (¬q2 ∧ ¬q3 ∧ ¬q4 ∧ ¬q7 ∧ q6 ∧ q8) = 1,

azaz ha γ(q)∗ = 0. A γ∗(p) = 0 esetben is hasonlóan következtethetünk γ∗(q) = 1-
re. ut
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4. A javasolt algoritmus

Az ismertetésre kerül® algoritmusunkban a bemeneti képet tároló P képmátrix
mellett egy azzal megegyez® méret¶ M segédmátrixot is bevezetünk abból a célból,
hogy tároljuk a törölt vagy a törlésre esélyes képpontokat. A p ∈ P és az m ∈ M
egymással megegyez® index¶ pontokra bevezetjük a következ® jelöléseket:

¬N∗
4 (p) = {¬p2,¬p4,¬p6,¬p8},

N∗
4 (p) ∧N∗

4 (m) = {p2 ∧m2, p4 ∧m4, p6 ∧m6, p8 ∧m8}.
A H képpontokat tartalmazó halmazra jelölje |H| a H-ban lev® 1 érték¶ pontok

számát.
Az algoritmusunk hatékonysága érdekében a két képmátrix (P és M) mellett

két halmazt, R-t és Q-t is használunk, amelyekbe kigy¶jthetjük a számunkra érde-
kes képpontokat. Mivel nincs szükségünk bonyolultabb halmazm¶veletekre, így az
R és a Q segédhalmazokat egy-egy láncolt listában is tárolhatjuk.

A javasolt algoritmus az iteratív objektum redukció el®tt inicializálja az R hal-
mazt és az M segédmátrixot. Az R halmazba bekerülnek a P -ben tárolt
vékonyítandó kép objektumpontjai, az M segédmátrixnak pedig minden elemét
0-ra állítjuk.

A vékonyító eljárás egy iterációs lépése két menetb®l áll. Az els® menetben
megvizsgáljuk az R halmazban tárolt objektumpontokat. Ha találunk R-ben olyan
nem izolált objektumpontot, amely megjelölt (1-re állított) M -ben, akkor azt már
ebben a menetben törölhetjük. Ha pedig a vizsgált képpont határpont az aktuális
P képen, de M -ben nincs megjelölve, akkor berakjuk ®t a Q halmazba. Az els®
menet végén M minden elemét 0-ra állítjuk.

Az iterációs lépések második menetében sorra megvizsgáljuk a Q halmaz pont-
jait. Bevezetjük a p képpontra a 8-szomszédságnál b®vebb, (p-n kívül) 12 pontot
tartalmazó környezetet, ahol a pi (9 ≤ i ≤ 12) pontok az 5(a). ábra szerint helyez-
kednek el. A második menetben a vizsgált pontok ezen b®vebb környezetét vesszük
�gyelembe a P és az M mátrixokban. Szükségünk van még az s (Boole) változóra
és a 12-elem¶ S = (s1, s2, . . . , s12) bitvektorra, ahol s = p ∨ m és si = pi ∨ mi

(1 ≤ i ≤ 12), vagyis s a vizsgált p képpont és a vele megegyez® index¶ M -beli pont

p9

p1 p2 p3

p12 p8 p p4 p10

p7 p6 p5

p11

(a)

s9

s1 s2 s3

s12 s8 s s4 s10

s7 s6 s5

s11

(b)

5. ábra. A p pont 12 elem¶ környezete P -ben, valamint az s pont és vizsgálandó S
környezete.
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összevagyoltja, S pedig p és m 12-elem¶ környezeteinek összevagyolásával kapható.
S segítségével visszanyerhetjük p-nek az adott iteráció elején fennálló környezetét és
eldönthetjük a vizsgált p képpont törölhet®ségét. Az algoritmus pszeudo-kódjában
szerepl® C(s), B(s), Γj(s) (1 ≤ j ≤ 4) jelölések az S-ben tárolt környezetnek
(5(b). ábra) megfelel®en értelmezend®k.

A fenti jelölések segítségével az alábbiakban megadjuk a javasolt algoritmusunk
pszeudo-kódját:

Input : a kiindulási bináris képet tároló P bitmátrix.
Output : a P képmátrix, amelyben a vázat tartalmazó bináris kép alakul ki.
Segédtárolók :

a Q és az R halmazok,
az M bitmátrix (melynek mérete megegyezik a P képmátrixéval),
az S = (s1, s2, . . . , s12) bitvektor.

Inicializálás:
R := ∅
Q := ∅
for minden p ∈ P elemre do

if p = 1 then
R := R ∪ {p}

for minden m ∈ M elemre do
m := 0

repeat

1. menet:
for minden p ∈ R képpontra do

Legyen m a p-vel megegyez® index¶ pont M -ben.
if B(p) > 0 and m = 1 then

p := 0
R := R \ {p}

else if 0 < |N∗
4 (p) ∧ ¬N∗

4 (m)| < 4 then
Q := Q ∪ {p}

m := 0

2. menet:
for minden p ∈ Q képpontra do

Q := Q \ {p}
Legyen m a p-vel megegyez® index¶ pont M -ben.
s := p ∨m
if s = 1 then

for i = 1, 2, . . . , 12 do
si := pi ∨mi
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if C(p) = 1 and C(s) = 1 and 3 ≤ B(s) ≤ 6 and
¬γ(s) ∨ γ∗(s) = 1 then

if teljesül az F1(s)− F6(s) feltételek valamelyike then
p := 0
R := R \ {p}
m := 1
for i = 1, 2, 3, 4 do

m2i := m2i ∧ ¬Γi(s)
else

m:= ¬γ(s) ∧
(

4∧

i=1

(p2i ∨ ¬m2i ∨ ¬Γi(s))

)

until nem történt változás

Az Fi(s) (i = 1, 2, . . . , 6) feltételeket a következ® formulák és a 6. ábra maszkjai
segítségével adjuk meg:

F1(s): S illeszkedik a 6(a)-6(b) ábrákon feltüntetett maszkok egyikére, ahol

¬(x1 ∧ x2 ∧ ¬x3) = 1.

F2(s): S illeszkedik a 6(c)-6(d) ábrákon feltüntetett maszkok egyikére, ahol

¬(x1 ∧ x2 ∧ ¬x5) ∧ ¬(x1 ∧ ¬x2 ∧ x5) ∧ ¬(x2 ∧ ¬x3)∧
∧ ¬(¬x3 ∧ x4 ∧ x6) ∧ ¬(x3 ∧ x4 ∧ ¬x6) = 1.

F3(s): S illeszkedik a 6(e) ábrán szerepl® maszkra, ahol

¬(¬x1 ∧ x2 ∧ x4) ∧ ¬(¬x1 ∧ x3 ∧ x5) = 1.

F4(s): S illeszkedik a 6(f)-6(g) ábrákon lev® maszkok valamelyikére, ahol

¬(¬x1 ∧ x2 ∧ x4) ∧ ¬(¬x1 ∧ x3 ∧ x5) ∧ ¬(x1 ∧ x3 ∧ ¬x5) = 1.

F5(s): S illeszkedik a 6(h) ábrán feltüntetett maszkra, ahol

¬(¬x1 ∧ x2 ∧ x4) ∧ ¬(x1 ∧ x2 ∧ ¬x4)∧
∧ ¬(¬x1 ∧ x3 ∧ x5) ∧ ¬(x1 ∧ x3 ∧ ¬x5) = 1,

és

(x1, x2, x3, x4, x5) 6= (1, 0, 0, 0, 0).

F6(s): S illeszkedik a 6(i)-6(l) ábrákon feltüntetett maszkok egyikére.
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.
. 1 .

. 1 s 0 .
x2 1 x1

x3

(a)

.
. 1 x2

. 1 s 1 x3

. 0 x1

.
(b)

x5

x1 1 x2

. 0 s 1 1
x4 1 x3

x6

(c)

.
x1 0 x4

x5 1 s 1 x6

x2 1 x3

1
(d)

x4

x1 1 x2

x5 1 s 0 .
x3 0 0

.
(e)

x4

x2 1 x1

. 0 s 1 x5

0 0 x3

.
(f)

.
x2 0 0

x4 1 s 0 .
x1 1 x3

x5

(g)

.
0 0 x2

. 0 s 1 x4

x3 1 x1

x5

(h)

.
1 1 1

. 0 s 0 .
0 0 0

.
(i)

.
1 0 0

. 1 s 0 .
1 0 0

.
(j)

.
0 0 0

. 0 s 0 .
1 1 1

1
(k)

.
0 0 1

. 0 s 1 1
0 0 1

.
(l)

6. ábra. Az F1(s)− F6(s) feltételekhez tartozó törl®maszkok, ahol s = p ∨m = 1.
Ha a maszk változót is tartalmaz, akkor az illeszkedéshez a feltételekben megadott
logikai kifejezéseknek is teljesülniük kell. A "." ("don't care") maszkpozíciók fekete
és fehér pontokra egyaránt illeszkednek.

5. Az algoritmus tulajdonságainak igazolása

Az alábbiakban igazolni fogjuk, hogy az ismertetett algoritmusunk bejárás-
független, topológia-meg®rz®, és bizonyos értelemben maximálisan vékonyít
(utóbbinál az egyértelm¶ség végett el®bb de�niálni fogjuk, hogy mit értünk maxi-
málisan vékonyító algoritmuson). El®zetesen bevezetjük az ideális pontok fogalmát,
melyekkel kapcsolatosan felírhatók bizonyos összefüggések a kritikus párokra, ill.
az algoritmusunkra vonatkozóan. Ezeket felhasználjuk az említett tulajdonságok
bizonyításánál.

5.1. De�níció. A p objektumpontot megmaradó sarokpontnak nevezzük, ha p
illeszkedik a 7. ábrán lev® maszkra.
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5.2. De�níció. Egy p képpontot ideális pontnak nevezünk, ha az teljesíti a
következ® feltételeket:

� 3 ≤ B(p) ≤ 6,

� C(p) = 1,

� teljesül az alábbi G1(p)−G4(p) kritériumok egyike.

G1(p): p nem eleme kritikus párnak, és nem megmaradó sarokpont.
G2(p): p olyan α-pont, amely nem egy kritikus α-pár kisebb index¶ tagja.
G3(p): p olyan β-pont, amelyre teljesülnek az alábbi feltételek:

i) ha p egy β-párnak nagyobb index¶ eleme, akkor ezen párba tartozó
másik pont egy αβ-párnak is eleme.

ii) ha p egy αβ-párnak is eleme, akkor ezen párnak α-pontja egyben
egy α-párnak kisebb index¶ eleme.

G4(p): p olyan biztonságos γ-pont, amely sem αγ-párnak, sem pedig βγ-párnak
nem eleme.

0 0 0 0
0 p 1 0
0 1 1 0
0 0 0 0

7. ábra. A megmaradó p sarokpont környezete. (p egy izolált 2 × 2-es "négyzet"
bal fels® eleme.)

5.1. Segédtétel. Nincs olyan kritikus pár egy képen, melynek mindkét eleme
ideális pont.

Bizonyítás. Legyen {p, q} kritikus pár, melyben p kisebb index¶ q-nál. Ha
{p, q} α-pár, akkor nyilván p nem ideális pont, mivel G2(p) nem teljesül.

Tegyük fel, hogy {p, q} β-pár, és teljesül G3(p). A 3.2. segédtétel alapján q
nem lehet egy további kritikus β-párnak is az eleme, így G3(q) i) részfeltétele csak
úgy teljesülhet, ha p eleme egy {p, r} kritikus αβ-párnak is. G3(p) szerint viszont
ekkor kell, hogy legyen olyan {r, s} kritikus α-pár, amelyben r kisebb index¶ s-nél.
A 3.3. segédtételb®l pedig így az következne, hogy {q, s} is egy kritikus αβ-pár,
emiatt nem teljesülne G3(q) ii) részfeltétele, így q nem lehet ideális pont. Ha
pedig abból indulunk ki, hogy G3(q) teljesül, akkor az el®bbi esethez hasonlóan,
a 3.3. segédtétel felhasználásával következtethetünk arra, hogy p nem ideális pont.
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Most tegyük fel, hogy {p, q} αβ-pár. Ha p az α-pont, és G2(p) teljesül, akkor
G3(q) nyilván nem teljesülhet a ii) feltétel megsértése miatt. Ugyanígy, ha q az
α-pont, és G2(q) teljesül, akkor G3(p) nem teljesülhet. Tehát ekkor sem lehet
mindkét pont ideális.

Végül ha p biztonságos γ-pont, és q nem γ-pont, akkor a 3.4. segédtétel sze-
rint G4(p) nem teljesül, ha pedig q γ-pont, akkor a 3.5. segédtétel szerint q nem
biztonságos γ-pont, így q nem lehet ideális pont. Ehhez hasonlóan belátható az is,
hogy ha q biztonságos γ-pont, akkor p nem ideális pont. ut

5.2. Segédtétel. Ha p α-pont vagy β-pont, de nem ideális pont, akkor p
eleme egy olyan {p, q} kritikus párnak, amelyben q ideális pont.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy p nem ideális pont. Ha p α-pont, akkor mi-
vel G2(p) nem teljesül, ezért p biztosan kisebb index¶ eleme egy {p, q} kritikus
α-párnak, tehát a 3.1. segédtétel szerint G2(q) teljesül, azaz q ideális pont.

Ha p β-pont, akkor mivel G3(p) nem teljesül, ezért vagy i), vagy ii) feltétel nem
teljesül. El®bbi esetben p egy {p, q} β-párnak nagyobb index¶ eleme, amelyben q
nem eleme αβ-párnak, vagyis a 3.2. segédtétel szerint teljesül G3(q). ii) feltétel
sérülése esetén p egy {p, q} αβ-párnak eleme, amelyben q vagy nem eleme α-párnak,
vagy egy ilyen párban a nagyobb index¶ elemként szerepel. Következésképpen
teljesül G2(q), azaz q ezúttal is ideális pont. ut

A következ® állítás igazolásához bevezetjük a P ′ = P ∨M mátrixot

(P ′(x, y) = P (x, y) ∨M(x, y), minden (x, y) képpontra).

A p′ ∈ P ′ pont indexe azonos lesz a p ∈ P és az m ∈ M ponttal. Mivel
adott p ∈ P esetén az algoritmusban használt S vektor elemei megegyeznek p′

12 elem¶ környezetének elemeivel, ezért az s = p∨m jelölést a továbbiakban p′-vel
fogjuk helyettesíteni. Így az F1(p′) − F6(p′) feltételek is hasonlóan értelmezend®k
p′ környezetére, mint az algoritmus leírásában de�niált F1(s)− F6(s) feltételek.

5.1. Tétel. A javasolt algoritmus akkor és csak akkor törli a p képpontot, ha
valamely iterációjának elején p ideális pont.

Bizonyítás. Ha C(p) 6= 1, vagy C(p′) 6= 1, vagy B(p′) < 3, vagy B(p′) > 6,
vagy ¬γ∗(p′) ∧ γ(p) = 1, akkor nyilván p nem lenne ideális pont, és az algoritmus
sem törölné azt. Ezért csak olyan p pontokat kell vizsgálnunk, amelyek meglátoga-
tásakor C(p) = 1, C(p′) = 1, 3 ≤ B(p′) ≤ 6, és γ∗(p′) ∨ ¬γ(p′) = 1.

Tegyük fel el®ször, hogy p-t törli az algoritmus valamely iteráció 2. menetében.
Ha p′ α-pont, akkor az F1(p′), F3(p′), F4(p′), F6(p′) feltételek valamelyike

kell, hogy teljesüljön, ugyanis az ezekben említett maszkokra történ® illeszkedés
esetén teljesülhet az α(p′) = 1 egyenl®ség. Vegyük észre, hogy F1(p′)-ben az
¬(x1 ∧ x2 ∧ ¬x3), míg F4(p′)-ben a ¬(x1 ∧ x3 ∧ ¬x5) kifejezések értéke ponto-
san akkor 0, ha p′ egy kritikus α-pár kisebb index¶ eleme.Viszont ha az F1(p′)-ben
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feltüntetett egyenl®ség teljesül, akkor nyilván az el®bbi kifejezések értéke is 1, így
ekkor p′ csak nagyobb index¶ elem lehet egy ilyen párban. Továbbá ha p′ a 6(e),
6(i), 6(j) ábrákon lev® maszkok valamelyikére illeszkedik, akkor a maszkon lev®
helyzete alapján szintén biztos, hogy az nem lesz kisebb index¶ elem egy kritikus
α-párban. Tehát F1(p′), F3(p′), F4(p′), F6(p′) feltételek egyikének teljesülésekor a
p′ α-pont ideális pont lesz, mivel teljesül rá G1(p′) vagy G2(p′).

Most induljunk ki abból, hogy p′ β-pont. Ekkor az F2(p′), F4(p′), F5(p′),
F6(p′) feltételek valamelyike kell, hogy teljesüljön, mivel csak a 6(c), 6(d), 6(f),
6(g), 6(h), 6(k), 6(l) ábrák maszkjainak egyikére illeszked® p′-re teljesülhet β(p′).
Könnyen ellen®rizhet®, hogy az F2(p′), F4(p′), F5(p′)-n belüli konjunkciókban a
zárójeles tagok negációjának értéke pontosan akkor 0, ha p′-r®l elmondható, hogy
egy kritikus β-pár nagyobb index¶ eleme, vagy egy kritikus αβ-párnak eleme. Ha
pedig p′ környezete a 6(k), 6(l) ábrák egyikének felel meg, akkor biztos, hogy p′ nem
eleme kritikus párnak. Következik tehát, hogy a p′ β-pontra G1(p′) vagy G3(p′)
teljesül, azaz p′ ideális pont.

Most tekintsük azt az esetet, amikor p′ γ-pont. Ekkor p′ a 6(e)�6(h)
ábrákon lev® valamely maszkra illeszkedhet, vagyis F3(p′), F4(p′), F5(p′) feltételek
egyike kell, hogy teljesüljön. Ez esetben meg�gyelhet®, hogy a felsorolt feltételekhez
tartozó konjunkcióban a zárójeles tagok negációjának értéke pontosan akkor 0, ha
p′ kritikus párt alkot egy α-ponttal vagy egy β-ponttal. Az is nyilvánvaló, hogy p′

biztonságos γ-pont, különben nem teljesülne a ¬γ(p′) ∨ γ∗(p′) = 1 feltétel. Ebb®l
már következik, hogy a p′ γ-pontra G1(p′) vagy G4(p′) teljesül, vagyis p′ ekkor is
ideális pont.

Az el®bbiek alapján az is elmondható, hogy ha az említett konjunkciókban
egyik zárójeles tag negációja sem 0 érték¶, akkor p′ vagy nem eleme kritikus párnak,
vagy biztonságos γ-pont, amely nem eleme kritikus αγ-, ill. βγ-párnak. Továbbá ha
p′ szomszédsága megfelel a 6(h) ábráénak, akkor (x1, x2, x3, x4, x5) 6= (1, 0, 0, 0, 0)
miatt p′ nem megmaradó sarokpont (a többi maszkon pedig egyértelm¶en látható,
hogy azok biztosan nem egy megmaradó sarokpont környezetét mutatják).

A fentiekb®l megállapítható tehát, hogy a törlési feltételek teljesülésekor p′

biztosan ideális pont, azaz p ideális pont volt az iteráció elején. Most tegyük fel,
hogy az említett törlési feltételek nem teljesülnek, de p eleme egy tetsz®leges {p, q}
kritikus párnak, és p törlésre kerül a következ® iteráció 1. menetében. Vegyük észre,
hogy a

¬γ(p′) ∧
(

4∧

i=1

(p2i ∨ ¬m2i ∨ ¬Γi(p′))

)

kifejezés értéke pontosan akkor 1, ha p′ nem γ-pont és p-nek az iteráció elején
nem volt olyan 4-szomszédja, amely már korábban törlésre került és kritikus párt
alkotott p-vel. Ezért ha q-t p el®tt látogatnánk meg, és q-t törölnénk, akkor
m = 0 maradna, ha pedig q-t p után vizsgálnánk meg, és úgy törölnénk, akkor az
m2i := m2i ∧ ¬Γi(p′) értékadások miatt lenne újból m = 0. Így viszont mind-
két esetben ellentmondásra jutnánk abból a feltevésb®l, hogy p törlésre kerül,
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hiszen a következ® iteráció 1. menetében pontosan azon pontokat törli az algo-
ritmus, amelyek M -beli segédértéke 1. Tehát q-t nem törölhettük az adott iteráci-
óban, vagyis a q-val megegyez® index¶ q′ ∈ P ∨M -re F1(q′)− F6(q′) sem teljesül.
Könnyen belátható, hogy ha p α-pont lett volna, akkor a 2. menetben teljesül-
tek volna rá a törlési feltételek, de ezúttal ez nem lehetséges. Emellett a fentebb
említett kifejezésben szerepl® ¬γ(p′) feltétel miatt p γ-pont sem lehetett, tehát
a 3.4. segédtétel szerint p β-pont kellett, hogy legyen. Ha q α-pont, akkor egy kri-
tikus α-párban kellett, hogy szerepeljen a kisebb index¶ elem helyén, különben
teljesült volna F1(q′), F3(q′), F4(q′), F6(q′) valamelyike. Ha q β-pont, akkor
pedig kritikus αβ-párnak eleme, vagy egy kritikus β-párban a nagyobb index¶
elem kellett, hogy legyen, különben F2(q′), F4(q′), F5(q′), F6(q′) közül teljesült
volna az egyik. Ebb®l következik, hogy G3(p) teljesült az iteráció elején, tehát p
ebben az esetben is ideális pont volt.

Ha p nem teljesíti a törlési feltételeket, és nem eleme kritikus párnak, de
törlésre kerül a következ® iteráció 1. menetében, akkor ez csak úgy lehetséges,
hogy p′ környezete a 6(h) ábra maszkjának felelt meg. Ekkor

(x1, x2, x3, x4, x5) = (1, 0, 0, 0, 0)

állt fenn. Mivel az 1. menetben p meglátogatásakor B(p) > 0 teljesült, ezért köny-
nyen ellen®rizhet®, hogy p′ nem lehetett megmaradó sarokpont az el®z® iterációban.
Ellenkez® esetben ugyanis annak bármely 1 érték¶ x ∈ P∨M szomszédjára teljesült
volna az F3(x)−F5(x) feltételek valamelyike, azaz B(p) = 0 adódott volna. Tehát
ebben az esetben is ideális pontot töröl az algoritmus.

Végül tegyük fel, hogy p nem kerül törlésre. Akkor F1(p′) − F6(p′) feltételek
nem teljesülnek. Ha p a 6(h) ábra maszkjára illeszkedett úgy, hogy

(x1, x2, x3, x4, x5) = (1, 0, 0, 0, 0),

és a következ® menetben p már nem törl®dik, azaz B(p) = 0, akkor p biztosan
megmaradó sarokpont volt, hiszen más esetben nem törl®dött volna az összes p-vel
szomszédos objektumpont. Így ekkor p nem lehetett ideális pont. Ha p nem volt
megmaradó sarokpont, viszont eleme volt valamely {p, q} kritikus párnak, akkor
q törlésre kerül a 2. menet folyamán, különben az m értékével kapcsolatos fenti
megállapításaink alapján m = 1 lenne az iteráció végére, és emiatt p a következ®
iteráció 1. menetében törl®dne. Azt már beláttuk az el®z®ekben, hogy ha egy
pontot töröl az algoritmus, akkor a törölt pont ideális pont volt, így esetünkben q
is ideális pont kellett, hogy legyen. Továbbá mivel q p-vel kritikus párt alkotott,
ezért az 5.1. segédtétel szerint p nem lehetett ideális pont. ut

5.2. Tétel. A javasolt algoritmus bejárásfüggetlen.

Bizonyítás. Az 5.1. tétel szerint az 1. iterációban bejárási sorrendt®l függetlenül
pontosan az ideális pontok fognak törl®dni. Így a következ® iterációra jellemz®
kiindulási kép is egyértelm¶en meghatározott, és ugyanez elmondható az összes
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többi iteráció esetén is, tehát az algoritmus végén kapott kimeneti váz is egyértelm¶,
függetlenül attól, hogy milyen sorrendben járjuk be a pontokat. ut

5.3. De�níció. Legyen T egy vékonyító algoritmus, p a T kimeneti képmát-
rixában szerepl® tetsz®leges objektumpont, X(p) pedig jelöljön egy p-re vonatkozó
feltételt. Azt mondjuk, hogy T maximálisan vékonyít az X(p) feltétel szerint, ha
bármely bemenet esetén a T által el®állított vázban nem szerepel olyan 2 × 2-es
négyzet alakú objektumrészlet, melyben valamelyik p pixel határpont és teljesül
X(p).

5.3. Tétel. A javasolt algoritmus maximálisan vékonyít a (C(p) = 1)∧
∧(B(p) ≤ 6) feltétel szerint.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy marad olyan 2 × 2-es négyzet alakú objektum-
részlet az algoritmusunk kimeneti képén, amelynek valamely p pontjára teljesül a
(C(p) = 1)∧ (B(p) ≤ 6) feltétel. Ezen egyik pont sem lehet ideális pont, különben
az eljárás még nem állt volna meg az 5.1. tétel szerint. Ha az objektumrészletünk
valamely pontja eleme kritikus párnak és nem γ-pont, akkor az 5.2. segédtétel
alapján biztosan lenne még olyan pont, amely ideális, azaz törlésre kerülne, de ak-
kor az el®z® esethez hasonlóan megint ellentmondásra jutnánk. Ha az objektum-
részlet valamely pontja γ-pontként szerepelne egy kritikus párban, akkor
pedig a kritikus pár másik eleme kell, hogy α-pont vagy β-pont legyen, különben
lenne olyan p pont a kapott képen, amelyre G4(p) teljesül, vagyis p ideális pont
lenne. Viszont ez az eset sem lehetséges az 5.2. segédtétel alapján, mivel akkor is
kellene még lennie ideális pontnak a képen. Következésképpen a kimeneti képen
nem szerepel kritikus pár. Az említett objektumrészletben valamely p-re C(p) = 1,
és p nem eleme kritikus párnak. Egy ilyen p csak abban az esetben nem lesz
ideális pont, ha megmaradó sarokpont, de ekkor könnyen látható, hogy ebben az
objektumnégyesben a p-n kívüli három objektumpont mind ideális pont. Mivel
minden lehetséges esetben azt kapjuk, hogy maradt még ideális pont a kimeneti
képen, ezért ellentmondásra jutottunk a kezdeti feltevésb®l, így a tételt bebizonyí-
tottuk. ut

5.4. Tétel. A javasolt algoritmus topológia-meg®rz®.

Bizonyítás. Az iterációk 2. menetében a 2.1. tétel alapján egyértelm¶, hogy
csak egyszer¶ pontokat törlünk. Ha az 1. menetben két egymással 4-szomszédos
p, q pont kerül törlésre, akkor az 5.1. tétel szerint mindkett® ideális pont, így
az 5.2. segédtétel szerint nem alkothattak kritikus párt az el®z® iteráció elején.
Tehát akár p-t, akár q-t töröljük el®bb, a 3.1. tétel alapján C(p) = 1 vagy C(q) = 1
teljesül a másodikként sorra kerül® pontra, ezért ekkor is csak egyszer¶ pontok
kerülhetnek törlésre a 2.1. tételb®l adódóan.

A 2.2. de�níció szerint tehát csak olyan pontokat töröl az algoritmus, amelyek
nem változtatják meg a kép topológiáját. ut
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6. Eredmények

A javasolt algoritmust számos bináris képre teszteltük és megállapíthattuk,
hogy eljárásunk letisztult vázkijelölést eredményez. Módszerünk alkalmazhatóságát
most hat tesztképen mutatjuk be (8�13. ábra). Eredményeinket összevetettük a
közelmúltban közölt AK2 algoritmus [2] által kivont vázakkal (8�13. ábra). A hat
tesztképre a javasolt és az AK2 algoritmus futási idejét az 1. táblázat foglalja össze.

Módszerünk és az AK2 algoritmus összevetése alapján megállapíthatjuk, hogy
az igényelt iterációk számát tekintve nincs közöttük számottev® eltérés, de a ja-
vasolt algoritmus egyrészt jelent®sen gyorsabb, másrészt pedig nem eredményez
felesleges, zavaró vázágat (1. táblázat, 8�13. ábra). A két eljárás összevetésénél
megemlítend® még, hogy az általunk javasolt maximálisan vékonyít (vagyis egy
pont vastag vázat eredményez), míg az AK2 algoritmus által produkált vázakban
s¶r¶n el®fordulnak két pont vastagságú vonalrészletek.

8. ábra. Eredmények egy 2110×880 méret¶ tesztképre. A javasolt algoritmus (bal)
és az AK2 eljárás (jobb) vázközelítésit rávetítettük a kiindulási képre.

9. ábra. Eredmények egy 1000 × 1000 méret¶ tesztképre. A javasolt algoritmus
(bal) és az AK2 eljárás (jobb) vázközelítésit rávetítettük a kiindulási képre.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2010)



36 KARDOS PÉTER, NÉMETH GÁBOR ÉS PALÁGYI KÁLMÁN

10. ábra. Eredmények egy 524×524 méret¶ tesztképre. A javasolt algoritmus (bal)
és az AK2 eljárás (jobb) vázközelítésit rávetítettük a kiindulási képre.

11. ábra. Eredmények egy 992 × 1000 méret¶ tesztképre. A javasolt algoritmus
(bal) és az AK2 eljárás (jobb) vázközelítésit rávetítettük a kiindulási képre.
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12. ábra. Eredmények egy 644×906 méret¶ tesztképre. A javasolt algoritmus (bal)
és az AK2 eljárás (jobb) vázközelítésit rávetítettük a kiindulási képre.

13. ábra. Eredmények egy 1004 × 1004 méret¶ tesztképre. A javasolt algoritmus
(bal) és az AK2 eljárás (jobb) vázközelítésit rávetítettük a kiindulási képre.
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1. táblázat. A javasolt és az AK2 algoritmus futási idejének összehasonlítása
hat tesztképre. Mindkett® eljárást kétprocesszoros Intel(R) Core(TM)2 6300
(1.86GHz) PC-n futtattuk.

Tesztkép Képméret Iterációszám Futási id® (sec)

AK2 Javasolt AK2 Javasolt

2110× 880 310 311 42.73 20.68

1000× 1000 173 174 11.82 4.25

524× 524 96 97 1.93 0.62

922× 1000 151 152 9.28 3.55

644× 906 179 180 7.5 4.18

1004× 1004 164 165 11.65 5.13
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ORDER-INDEPENDENT SEQUENTIAL THINNING

Péter Kardos, Gábor Németh and Kálmán Palágyi

Skeletons are region-based shape descriptors which summarize the general form of objects/
shapes. An illustrative de�nition of the skeleton is given using the prairie-�re analogy: the object
boundary is set on �re and the skeleton is formed by the loci where the �re fronts meet and
extinguish each other. Thinning is a frequently used method for making an approximation to
the skeleton in a topology�preserving way. It is based on a digital simulation of the �re front
propagation: the border points of a binary object that satisfy certain topological and geometric
constraints are deleted in iteration steps. The entire process is then repeated until only an
approximation to the skeleton is left. Sequential thinning algorithms use boundary tracking and
delete the actual border point if it satis�es the deletion condition. The skeletons produced by those
algorithms generally depend on the applied traversing strategy. A new 2-dimensional sequential
thinning algorithm is presented. It is topology-preserving and order independent (i.e., it produces
the same skeleton for any traversing strategies).

Keywords: skeleton, thinning, digital topology, topology preservation, order independence.
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