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A LEGHOSSZABB SZERIAK VIZSGALATA ! 2

FAZEKAS ISTVAN, KARACSONY ZSOLT?2, LIBOR JOZSEFNE

1. Bevezetés

Szémos mi foglalkozott mar a cimben megjeldlt téméval, bar a széhaszna-
latban léteznek eltérések. Vannak szerzdk, akik leghosszabb futamnak, vagy siker
sorozatnak, vagy egyszertien leghosszabb sorozatnak nevezik egy adott kisérletsoro-
zatban az egymast kévets azonos jelek leghosszabb szériajat. Példaul az érmedobas
kisérletben az egymas utan kovetkezs — vagyis irdssal meg nem szakitott — fejdo-
basok szamanak a maximumat leghosszabb fejszérianak fogjuk nevezni. Ebben a
munkaban ismert rekurziés és aszimptotikus tételeket, valamint a szimulacié szol-
géltatta eredményeket fogjuk dsszehasonlitani. Igy Erdds-Révész [4] és Foldes [5]
aszimptotikus eredményeit fogjuk Gsszevetni Schilling [15], Bloom [3] és Kopocin-
ski [8] altalunk esetenként kiegészitett és bizonyitott rekurziv formulaival, vala-
mint a szimuléaciés eredményeinkkel. Megjegyezziik, hogy Binswanger-Embrechts
[2] az aszimptotikus tételeket vetette Ossze szimulacios eredményekkel. Ebben a
cikkben a rekurzios eljarasokat hangsilyozzuk, ezért ezeket részletesen bizonyitjuk.
A rekurzids eljarasok adjak a pontos eredményt. Az aszimptotikus eredmények csak
hosszti dobéassorozat esetén adnak jo kozelitést. A szimulacios eredmények pedig
véletlenszertek, és a dobassorozat nagyon sokszori szamitégépes legenerédlasa ese-
tén kozelitik a pontos értéket. Tanulmanyunk kiterjed a szabalyos és szabalytalan
érme esetére is, valamint mindkétféle érménél vizsgaljuk a leghosszabb fejszéria és
a leghosszabb barmilyen (tiszta fej vagy tiszta irds) széria hosszat is. A szimulaci-
okat a MATLAB programmal végeztitk 20000 ismétlést alkalmazva, rovid (n = 50)
és hosszi (n = 1000) sorozatok esetén. Munkank sordn vizsgaltuk a visszatevés
nélkiili huzasokat is, melyet példaul a kartyalap-huzas kisérlettel tudunk szemlél-
tetni. A kérdés itt is ugyanaz, hogyan alakul a leghosszabb azonos jelsorozat hossza
(példaul a leghosszabb tiszta piros lapszéria hossza a francia kirtya csomagboél
tortént huzasok soran). Irasunkban megemlitiink néhany matematikatorténeti,
didaktikai érdekességet is, melyek segitenek az egyetemi, fGiskolai hallgaték érdek-
16dését felkelteni a téma irant.
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2. Fiiggetlen kisérletsorozat (visszatevéses mintavétel)

Bevezetésiil tekintsiik Varga Tamas egy érdekes kisérletét, melyet Révész Pal
1978-ban ismertetett Helsinkiben egy nemzetkézi matematikai konferencian [12],
majd Schilling [15] cikkének bevezetéseként is szolgalt. Varga a tanul6csoportjét
két részre osztotta, majd az egyik csoportnak azt adta feladatul, hogy mindenki
dobjon fel 200-szor egy pénzérmét, és jegyezze le a kapott fej-irds eredményeket.
A csoport mésik részének pedig a kisérletet csak gondolatban kellett elvégezni, és a
gondolati eredményeket lejegyezni. Vagyis nekik olyan 200 elemii fej-irds sorozatot
kellett irniuk, amilyen szerintiik egy 200 elemti dobassorozat. A munka végeztével
Osszekeverték a lejegyzett eredményeket tartalmazo lapokat, majd atadtdk Vargé-
nak, aki majdnem 100%-os biztonsaggal megmondta, hogy az adott lap valds ered-
meényt tiikroz-e, vagy kitalaltat. Hiszen mig a valés sorozatokban nem volt ritka a
7 (esetleg 8) egymast kovets fej — Rényi Alfréd jol ismert log, 200-as eredményével
Osszhangban —, addig a képzelt sorozatokban maximum 5 egyforma elemet mertek
a tanulék egymés utan leirni.

Amikor volt szerencsénk Révész professzor urral taldlkozni és beszélgetni
err6l, elmondta a kisérlet tovabbvitelét is. O, miutan ismertette a hallgatokkal
a Varga-féle kisérletet, és az eredményt is megbeszélték, ujra elvégeztette az ere-
deti kisérletet. Vagyis a hallgatok fele Gijra valos kisérletet végzett az érme 200-szori
feldobasaval, mig a csoport masik fele a gondolati eredményeit irta le. Az Gssze-
gyljtott papirlapokat djra sikeriilt majdnem teljes pontossdggal szétvilogatnia
Révésznek. A magyarazat nagyon egyszerti. A hallgatok tobbsége csak az egyik-
féle, példaul a leghosszabb fejszéridra koncentralt, de mar nem figyelt a leghosszabb
irdsszéridra. Felvet&dik tehat az alabbi két kérdés.

i. Egy n hosszisagu sorozat esetén hogvan alakul a leghosszabb fejszéria
hossza?

ii. Egy n hossztsaga sorozat esetén mekkora a leghosszabb barmilyen széria
(akdr fej, akdr irds) hossza?

2.1. Szabalyos pénzérme esete
2.1.1. Leghosszabb fejszéria vizsgalata

Schilling [15] cikke nyomén vizsgaljuk a kovetkezdt. Dobjunk fel egy szabalyos
pénzérmét n-szer. Fejszéridnak nevezzilk az egymast kovetd (tehat irassal meg nem
szakitott) fejek sorozatat. Jelolje R, a leghosszabb fejszéria nagysagat. Az elosz-
lasfliggvényiink: F,(z) = P(R, < z). F,(z)-et elegend6 nemnegativ egész x-ekre
megadni (hiszen F,(z) = 0, ha z < 0; F,(z) = F,([z]), ha = > 0, ahol [z] jeldli
x egészrészét). Legyen A, (z) azon n hosszisagl sorozatok szdma, amelyekben a
leghosszabb fejszéria nem haladja meg z-et. Szabalyos érme esetén egy n elemd
sorozatot vizsgalva kapjuk tehat:

Fule) = P(R, < ) = =20
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De hogyan tudnank meghatarozni az A, (z) értékét?

Vegyiik el6szor azt az esetet, amikor a leghosszabb fejszéria legfeljebb 3 elemti
(x = 3). Han < 3, akkor A, (3) = 2", hiszen minden lehetséges eset megfelel
annak a kritériumnak, hogy az egymas utani fejek szdma maximum 3. Ha viszont
az n > 3, akkor a szdmunkra kedvezd sorozatok kezdddhetnek a kovetkezSképpen
(ahol F jeloli a fej, I pedig az irds dobast): I, FI, FFI, FFFI, és utdnuk csak
olyan jelsorozat van, amelyben nincs haromnél hosszabb fejszéria. Kapjuk tehat a
kévetkezot:

An(3) = An—1(3) + An—2(3) + ATL—3(3) + An—4(3)a ha n > 3.

Ugyanezzel a médszerrel adédik az altalanos rekurzios képlet.
2.1. ALLITAS. (Schilling [15], 198. o.)

ijo An_1-j(z), han>uz,
271’ ha 0 <n<uzx.

An(m) -

Megjegyzés. Ha megnézziik A, (1) értékeit, vagyis azon n elemd sorozatok
szamét, melyekben legfeljebb 1 hosszusagu fejszéria van, éppen a Fibonacci-sorozat
(azaz ap = 0, a; =1, és a, = ap—1 + ap—2, ha n > 2) 2-vel eltolt elemeit kapjuk.

n 0(1(2|3|4|5 |6 |7]8
A, (1) | 12|35 |8 |13 ]21]|34]|55

A k-rendd Fibonacci-szamok segitségével kifejezhets A, (k), s6t a k-rendd
Fibonacci-polinomok felhasznalasaval a szabalytalan pénzérme esete is kezelhetd,
lasd [10].

R,, aszimptotikus viselkedését Foldes Antonia [5] alabbi tétele alapjan irhat-
juk le.

2.1. TETEL. (Féldes [5].) Valamennyi egész k esetén

P (Rn - “Zi’ﬂ < k) = exp (—2—(’““—{% >) +o(1), (1)

ahol [a] jeldli az egészrészét a-nak és {a} = a — [a], a tdrtrésze.
Itt log a természetes alapt logaritmust jel6li.

2.1.2. Leghosszabb barmilyen széria vizsgalata

Ismét alapul vessziik Schilling [15] cikkét. Dobjunk fel egy szabalyos pénzér-
mét n-szer, és jelolje R), a leghosszabb széria (akar a tiszta fej, akar a tiszta iras)
nagysagat. Legyen B, (z) azon n hossziisdgi sorozatok szama, amelyekben a leg-
hosszabb (tetszoleges) széria nem haladja meg x-et. Szabalyos érme esetén egy n
elemi sorozatot vizsgalva, kapjuk az eloszlasfiiggvényt:

B, (x)
on

Fl(¢) = P(R, <) =
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Most Schilling [15], 199. oldalon leirt otletét hasznaljuk. A fej-irds sorozat
minden eleme alatt jel6lje A azt, hogy az utana kovetkezd vele azonos, illetve K
azt, hogy kiilonbozs. Példaul:

F F ¥F I F I ¥ 1T I 1 I F F
A A K K K K K A A A K A

Az alsd A, K elemekbdl allo sorozatban a leghosszabb tiszta A sorozat akkor és
csak akkor k — 1 hosszusagu, ha f6lotte a leghosszabb tiszta széria (fej vagy irés)
k hosszasagi. Ha a fels6 sorozat n hosszi, és ebben a leghosszabb széria k elemi,
akkor az also sorozat n — 1 hosszi, és a leghosszabb A széria k — 1 elemi. Vagyis

B,(z) =2A4,_1(x —1)

(hiszen minden als6 sorozat pontosan 2 fels6 sorozathoz tartozhat). Ennek felhasz-
naldsaval kapjuk:

B, (x) _ 24, -1(z - 1) _ An_1(z—1)

n mn 2n—1
:ifw]%nfl S x —’1)1: F%,1($——1).

F(z) = P(R, <) =

Belattuk tehat, hogy
Fo(z) = Fooi(z —1), (2)

vagyis visszavezettiik esetiinket a tiszta fejszéria esetére.
Most vizsgaljuk azt, hogy a leghosszabb széria pontosan k hosszisagi.
Jelolések:

b, (k): n dobasbol hanyszor lesz a leghosszabb széria (akar fej, akir iras) pontosan
k hosszasaguq,

an(k): n dobasbol hanyszor lesz a leghosszabb fejszéria pontosan k hosszusaga.

A b, (k)-ra Szészné Simon Judit is ad 18] doktori értekezésében rekurziv képletet,
melyet mi kétféeleképpen bizonyitunk. Elszor a (7) képletbol vezetjiik le, majd
teljes eseményrendszerre bontéassal kapjuk meg az adott képletet. A (7) formulat a
kovetkezs szakaszban igazoljuk csak, de természetesen ehhez nem fogunk tamasz-
kodni a jelen szakaszra.

2.2. ALLITAS. (Szédszné [18].) Minden n = 1,2,... esetén b,(1) = b,(n) = 2,
bp(r) =0, har >n vagyr <0

bn(r) = ibn,h(r) +) bpp(i), ha 1<r<n. (3)
h=1 =1
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Elsé bizonyitas. Tekintsiik a (7) Osszefliggésen a p =q = % esetet. Mivel az
Osszes elemi esemény szama 2", ezért a p(n, k) kifejezés 2™-nel valé beszorzasaval
adodik a szdmunkra kedvezd esetek szama, vagyis a, (k). Azaz (7)-bol

k—1
2"p(n, k) = 2" p(n—j —1,k) + 2" F 1 F, (k). (4)
N—_—— =0

an (k) an—j—1(k) Ap_k—1(k)

Alkalmazzuk ajra Schilling Gtletét, vagyis: a fej-iras sorozat minden eleme alatt
jelolje A azt, hogy az uténa kivetkezd vele azonos, és K pedig azt, hogy kiillénbozd.
Ahogyan adodott B, (k) = 2A,_1(k — 1), ugyantigy adédik b, (k) = 2a,_1(k — 1).
Ennek felhasznalasaval (4) képletiink a kovetkezSképpen alakul:

er—l k"'l =

by — j ]<J+ ,,L_k(k‘-i-l)
9 .
=0

Végezziik el a 2-vel valé beszorzast és alkalmazzuk a kovetkez§ atindexelést:
k+1—r, n+1—n, j+1— h. Kapjuk a bizonyitand6 formulét.

Masodik bizonyitas. Neézziik meg, hogy mit is fejez ki a (3) jobb oldalan
1éve két Gsszeg. Bontsuk fel az eseményteriinket aszerint, hogy milyen hosszi széria
van elél.

Ha a sorozatunk h (h =1, 2, ..., r— 1) hosszisagu szériaval kezd6dik, akkor
a maradék n — h dobasbdl kell a leghosszabb szérianak r hosszisigtunak lenni. Ha
a kezd6 h széria fej, akkor a (h + 1)-edik elem iras kell hogy legyen. Ha a kezds h
széria iras, akkor a (h + 1)-edik elem fej kell hogy legyen.

—_—
h db fej n — h elem kozott
(1<h<r) 7 hosszt széria
vagy:
I...1 F...T ...T ...
h db iras n — h elem kozott
(1<h<r) T hosszt széria

De ennek a kettének a szdma megegyezik, és az Osszeglk éppen b,_pn(r). Ha
r hosszusagi széridval kezdédik a sorozat, akkor a maradék n — r elembdl ¢ =
1, 2, ..., r hosszu széria lehet. Ha az els6 r elem fej, akkor az (r + 1)-edik iras
kell, hogy legyen, mig ha az els6 r elem iras, akkor az (r 4+ 1)-edik fej kell hogy
legyen.

~—

r db fej n — r elem kozott

legfeljebb r hosszu széria
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vagy:
... 1 F...I ... T ...
r db iras n — r elem kozott
legfeljebb r hosszu széria
Ezen két részeset szama egyenld, dsszegiik pedig > . by (4). O

A b, (r)-rel tehat megadtuk azon sorozatok szamat, melyekben az n dobés
soran a leghosszabb barmilyen széria (akar fej, akar iras) pontosan r hosszusagu.

R}, aszimptotikus viselkedésének vizsgalatdhoz Foldes [5] mar idézett eredmé-
nyét hasznéljuk. (1) és (2) alapjan kapjuk az alabbit.

2.2. TETEL. Valamennyi egész k esetén

P (o |PEES ] < k) = oxp (2 O D) o),

ahol - mint korabban - [a] az a egészrészét, {a} pedig az a tortrészét jeldli.
2.1.3. Numerikus eredmények

Vizsgalatunkhoz a MATLAB programot hasznaltuk 20.000 ismétlésszammal.
Az alkalmazott szamitogép paraméterei pedig a kiovetkezdk: INTEL Core Quad
Q9550 processzor, 4Gb, DDR3 memoria.

A kovetkezd abrakon ,x” jeloli a rekurzidval kapott eredményeket, ,,0” az aszimp-
totikus tételek eredményeit, az oszlopdiagram pedig a szimulaciéval kapott eredmé-
nyeket mutatja. Az els grafikonpar a révid (n = 50) sorozat eredményeit mutatja
a leghosszabb fej (bal oldali) és a leghosszabb barmilyen (jobb oldali) széria ese-
tén, majd a tovabbi grafikonpar ugyanezt a két esetet mutatja hossza (n = 1000)
dobéshosszra vonatkozoan.

Mindkeét esetre (leghosszabb fej, illetve leghosszabb barmilyen széria vizsgala-
tara) elmondhatd, hogy kis n esetén a szimulacios eredmények vannak kozelebb a
rekurziv eredményekhez, az aszimptotikus tételek n névelésével adjak a rekurzidhoz
kozeli eredményeket. n > 3000 esetén a rekurzios, a szimulaciés és az aszimptotikus
értékek gyakorlatilag egybeesnek. Mig kis n esetén a rekurzids algoritmus gyors,
n novelésével rohamosan lassul a szamitasi eljaras. A futasi idéket tekintve csak
példaként néhanyat megemlitve:

n ism futési id6
10.000 | 20.000 | 31.795.056 s.
1.000 | 20.000 | 3.984.981 s.
50 | 20.000 | 2.092.010 s.

A parbaallitott grafikonokon jol latszik a 2.1.2-ben leirt eredmény, miszerint R,
eloszlasa (kozelitSleg) az R,, eloszlasabol 1 egységgel jobbra valo eltolassal adodik.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2010)



A LEGHOSSZABB SZERIAK VIZSGALATA

03 L | sremuticid
S - rekurzhi
0 aszimgtotikus
025} o
o
D2}
5 o
] s
E 018 =
X
&
0.1
005}
o
0 —ﬂr
0 5 10 18
Leghosszabb fejszéria
p=0,5;n=>50.
T Jsomuace |
0.25 *  rekurziv
| O sszimptotikus
ozt
o L]
1
g 018
3
: “
H
o1
0.05
0 a-{
o 1w 16 = %

Leghosszabb fejszéria
p = 0,5;n = 1000.

141

il I ] Era i TR
o rekuziv
O asrimptoblus
nast o
o
nzb
g o
& 0isF
=y [
¥
E
01
oost o
N 5 10 15
Leghosszabb széria
p=0,5;n = 50.
_ [ lsomudeis
0.25: = rakurziv
B [ © assmotothus
02
_E 2
3 0.15;
&
= =]
‘E iR ]
0.05!
s ? 10 18 20 25

Leghosszabb széria
p = 0,5;n = 1000.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2010)



142 FAZEKAS ISTVAN, KARACSONY ZSOLT, LIBOR JOZSEFNE

A kovetkezs abrakrol R,, periodikus jellegt viselkedése olvashat6 le, ahol a viz-
szintes tengelyen logaritmikus skdlat alkalmaztunk, a fiigg6leges tengelyen pedig
a P(R,, = [logyn] — 1) értékek szerepelnek. Lathato, hogy a P értékek abrazola-

sakor 2 minden egész kitevis hatvanya helyeken ugras van (a rekurzids képlettel
szamolva).
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A fenti két abra alapjan mI?XP (R, = k) értékei eltérnek P(R,, = [logyn] —1)-

t6l, azaz R, mo6dusza nem minden n-re lesz [log, n] — 1.
2.2. Szabalytalan pénzérme esete

Ebben az esetben a fejdobas valdszintisége, azaz p értéke barmilyen valos szam
lehet a (0,1) intervallumbol. Kérdés, hogy ez a tény milyen hatéssal van a leg-
hosszabb fej-, illetve leghosszabb barmilyen széria alakulasdra. Most nyilvin nem
szamolhatunk a klasszikus (kedvezs/6sszes) képlettel.

Jelolje p a fejdobas valdszintségét és q(= 1 — p) az irds valoszintiségét.

2.2.1. Leghosszabb fejszéria vizsgalata

Schilling [15] alapjan tekintsiik azon n hosszuséagu fej-iras sorozatokat, amelyek-

ben k db fej van. Ezek koziil jelentse c (z) azon sorozatok szaméat, amelyekben
legfeljebb x fej kovetkezik egymés utéan. (Azaz a leghosszabb fejszéria legfeljebb
hosszasagn.) Az adott jelolésekkel az eloszlasfiiggvénytink a kovetkezd lesz:

F,(x) = P(R, <x) ZC’ pEgn k. (5)

k=0

2.3. ALLiTAS. (Schilling [15], 200.0.)

ZC’k 7) (x), ha z<k<n,

CW (z)y =7 6
(=) (D), ha 0<k<ux, (6)
0, ha z <k=n.

Bizonyitas. Ha z < k = n, akkor nyilvanvaléan C¥(z) = 0, hiszen ekkor
az Osszes (x-nél t6bb) elem fej, igy nincs olyan sorozat, ahol legfeljebb z fej van
egymas utan. Ha 0 < k < x, akkor C¥(x) éppen a binomialis egyiitthatokat adja,
hiszen ez az az eset, amikor az n elem kozott legfeljebb x fej van, és azon eseteket
kell 6sszeszamlalni, amikor a leghosszabb fejszéria legfeljebb . Marpedig ekkor az
Osszes sorrend ilyen tulajdonsagt. Ha x < k < n, akkor a (6) képlet helyességének
belatasahoz (melyet Schilling [15]-ban nem kz6l) elegendd atgondolnunk a kivet-
kezket. A sorozatunk kezdGdhet 7 = 0,1,2,...,x fejjel, utdna biztosan van 1
irds, majd olyan sorozat kovetkezik, ahol a maradék n —j — 1 elem kézott £ — 75 db
fej van tigy, hogy a leghosszabb fejszéria legfeljebb = hossziségu.

F...E 1 F 1

——
7 db fej

n — j — 1 elem, melyben k — j db fej van agy,

hogy legfeljebb x hosszu a fejszéria
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Ezek szdma pedig éppen Cflk__lj_) ;(x). Ezzel (6) helyességét belattuk. O

Kiszamolva C,,(Lk)(?)) értékeit n < 8 esetre az alabbi értékek ad6dnak:

8 0
7 0 0
6 0 1 10
5 0 2 12 40
4 0 8 12 31 65
3 1 4 10 20 35 56
2 3 6 10 15 21 28
1 1 2 3 4 5 6 7 8
o [1 1 1 1 1 11 1
k/n|o| 1| 2| 3] 4] 5] 6] 7| 8

Eszrevehetjiik, hogy az als6 négy sor (k: =0,1,2,3 esetben (Z) értékek) a Pas-
cal-haromszog részletét adja, 3 < k = n esetben pedig beirva a 0-kat, a tablazat
tobbi adata a rekurzids képlet alapjan szamithatd. Lathato, hogy a fenti (6) kép-
letet jol mutatja az tn. ;hokiiits” forma. Hiszen pl. C)(3) =243+ 4+ 3 = 12.
(Tablazatban dolt, vastag szammal jeldlve.)

Nézziik most, hogy mi lesz annak a valészinitisége, hogy n dobasbdl a
leghosszabb fejszéria pontosan k hosszusdgn? Jeloljik ezt p(n,k)-val, melyre
Kopocinski [8]-ban két formulat is ad. Az alabbi (7) és (8) képlet alkalmazha-
tosadgahoz megjegyezziik, hogy az (5)-beli F fliggvényre:

0, ha k<0,
Fo(k) =141, ha k >n,
Zfzop(n, 1) egyébként.
2.3. TETEL. (Kopocinski [8], Theorem 1, (2), (3).) Legyen p(n,k) = 0, ha
k<0, vagy k >n, p(k,k) =p*, hak =0,1,2, ... Ekkor

k—1

p(n,k) =Y Pap(n —j — 1,k) + p*qFy 1 (k), (7)
=0

p(n, k) = pPaFn k1 (k)+ Y Fi(k— 1" Fuja(k)+

J
+Fn—k—l(k - 1>qpk7
han=k+1,k+2,...,k=0,1,2,..., és F, (k) jeloli annak a val6szintiségét — az el-
oszlasfiiggvény definiciéjanak megfelel6en —, hogy n esetbdl legfeljebb k hossziisagi
fejszéria adédik.

n—k—2
i=0

(8)
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Bizonyitas. A (7) képlet helyességét vizsgaljuk teljes eseményrendszer szerinti
részekre bontéssal aszerint, hogy az els6 helyeken lehet 0,1,2,...,k db fej. Lehet
olyan, hogy az els6 j helyen fejet kapunk, (0 < j < k), majd jon 1 iras és az utana
lévékben van pontosan k hosszu fejszéria:

F ... F I .- F - 1
—
7 db fej az n — 7 — 1 elem k6zott
0<j<k—-1 pontosan k hosszu fejszéria van

Ebbdl az esetbol adodik a (7) Gsszeg elsé k tagja, azaz ZI;;S pap(n —j —1,k).
Vagy pedig lehet az az eset, hogy rogton az elején adodik £ hosszasagu fejszéria,
utdna 1 irds, majd legfeljebb k hosszusagu fejszéria:

F . ..F 1 F 1
—

k db fej

n —k — 1 elem melyben

legfeljebb k hosszu fejszéria van

Ez pedig éppen a (7) osszefliggés utolso tagja, amivel a képlet helyességét belattuk.

A (8) bizonyitasahoz bontsuk fel az eseményteriinket aszerint, hogy az els§ k
hosszasagu fejszéria hol kezdddik. Lehet olyan eset, hogy régton az els§ k dobas
fej, utana 1 iras, majd legfeljebb k hosszu fejszéria kovetkezik:

F ...E 1 F 1
—

k db fej
) n — k — 1 elem koz6tt legfeljebb k hosszu fejszéria van

Ez éppen az Osszeg els6 tagja: p*qF,_x_1(k). Lehet még olyan, hogy legfeljebb
k — 1 fej van az elején, utana 1 iras kell, hogy legyen, majd kovetkezik a k db fej,
uténa megint 1 irés, és végiil legfeljebb &k db fej:

F .. T ... T F..F 1 ... F |
—
legfeljebb £ — 1 db fej k db fej

azn —j— k — 2 elem koz6tt

legfeljebb k db fej van

Ez éppen az dsszeg mésodik része: Z;:éc_Q Fj(k—1)¢*p*F,—j—k—2(k). Vagy lehet
az az eset, amikor az utolsé k db lesz fej, el6tte 1 irds és a kezdGszéridban legfeljebb
k —1 fej van:

F ... T ... T F ...F

legfeljebb k& — 1 fej k db fej

Ez éppen az Gsszeg utolsé tagjat adja: F, 1 (k — 1)gp".

Igy a (8) formula helyességét is belattuk. (A (7) és (8) bizonyitasat Kopocinski
nem végzi el, csak [8] 5. oldalan dtmutatést ad.) O
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Az aszimptotikus viselkedés leirasat Gordon-Schilling-Waterman [7] adja a
kovetkezd tétellel.

2.4. TETEL. (Gordon-Schilling-Waterman [7].) Legyen pu(n) = fllziz,q =1-p
és legyen W olyan, hogy teljesiiljon ra: (P(W < t) = exp(— exp(—t))), ekkor t-ben
egyenletesen:

PRy = utan) <0) = P (| o+ e} | = utam} < ¢) 0,

—logp
ahol n — oo. (Az el6zéekhez hasonléan || az egészrész, { } pedig a tortrész jele.)

2.2.2. Leghosszabb barmilyen széria vizsgalata

Egy szabalytalan pénzérmet feldobva n-szer, jelolje R), a leghosszabb barmilyen
széria (akar fej, akar iras) nagysagat. Az (5) képlethez hasonléan adodik az alabbi
(lasd Schilling [15], 200. oldal).

2.4. ALLITAS. (Schilling [15].)

n

Fl(x) = P(R, <2) =3 C\ (a)pkq*,
k=0

ahol 5£Lk) (x) jelenti azon n hossziisagu sorozatok szamat, amelyben k db fej van, a
leghosszabb barmilyen széria hossza legfeljebb x, és ahol

(k)
Cm-i—k(x) = C$+1(m7 k)7
valamint a C,(m, k) mennyiségek kielégitik a (9) és (10) rekurzidkat.

Itt C,(m, k) jeloli, hogy m piros és k fekete golyot visszatevés nélkiil kihuzva
nem lesz = hosszusaga széria. Cy(m, k) értékeire Bloom |3] adott két rekurziv
képletet, melyek bizonyitasait a 3. fejezetben adjuk meg ((9) és (10)).

Megjegyzés. R, aszimptotikus viselkedését vizsgalva Muselli [9] tételét hasz-
nalhatjuk, melyben V,(p) jeldli annak a valdszintiségét, hogy a leghosszabb széria
n dobés esetén a fejekbdl adodik:

0, ha0<p<1/2
n—oo 1, hal/2<p<l.

Azaz 1-hez tart annak a valészintsége, hogy a leghosszabb széria az esélyesebb
kimenetelbél, azaz jelen esetben fejekbdl all.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2010)



02

=
]

relativ gyakorisag
(=1

0.05

0.2}

0.18

06

relativ gyakorisag

A LEGHOSSZABB SZERIAK VIZSGALATA

[ szimulacié
- = rekurziv
= ©  aszimptotikus

Mo

]

o

5
B
g

& 10 15 20

Leghosszabb fejszéria

p=0,6;n = 50.
[ szimuiseis
M = rekurziv

| ©  aszimplotikus

Leghosszabb fejszéria
p = 0,6;n = 1000.

0.5

relativ gyakorisag

relativ gyakorsdg

=
-

0.05

0.1

| 1 szimulacia

= rekurziv

0O aszimptotikus

|4 N1

10 15 0

Leghosszabb széria

p=0,6;n = 50.

[ saimuliess
A *  rekurziv
A o

Leghosszabb széria
p = 0,6;n = 1000.

aszimptotikus

147

Alkalmazott Matematikai Lapok (2010)



148 FAZEKAS ISTVAN, KARACSONY ZSOLT, LIBOR JOZSEFNE

2.2.3. Numerikus eredmények

A szimuléciokat ugyanolyan targyi és szoftver eszkozokkel végeztiik, mint azt a
2.1.3-ban leirtuk. Ugyanazokat a jeloléseket alkalmaztuk, és ismét 20.000 ismétlést
végeztiink. Az el6zd grafikonokon szabalytalan érme esetén mutatjuk a leghosszabb
fej (bal oldali) és a leghosszabb barmilyen (jobb oldali) széridk esetét, sorban révid
(n = 50) és hosszu (n = 1000) dobassorozat esetén. Kis n esetén az aszimptotikus
eredmények tavol esnek a pontos (rekurzios) értékektsl, nagy n esetén kozel keriil-
nek hozzajuk. A 2.4. allitast kévets megjegyzés numerikus alatamasztésat adja,

hogy nagy n esetén R,, és R}, eloszlasa kizel azonos.

3. Nem fiiggetlen kisérletsorozat (visszatevés nélkiili mintavétel)

Gardner [6] konyvében szerepel az alabbi allitas: "Az 52 lapos Osszekevert
kartyacsomagban majdnem mindig lesz 6 egyforma szint egymaés utan." Ahogyan

[3]-ben is szerepel, elvégezve t&bbszor is ezt a kisérletet nem tapasztaltuk ezt
az eredményt. 6-nal altalaban kevesebb elemt széridk adodtak. Csak nem volt
szerencsénk, vagy a szerzd tévedett?

Felvetddik az alabbi kérdés. Ha egy halmaz kétféle tulajdonsaga elemet tartal-
maz, az egyikbsl m, a mésikbdl k db-ot, mi a valészintisége annak, hogy az m + k
elemet sorban egymas utin kihtzva visszatevés nélkiil, lesz ¢ hossztisdgu széria,
vagyis akarmelyik tulajdonsigu elembdl legaldbb ¢ kovetkezik egymas utan?

Az egyszeriiség kedvéért a két tulajdonsagu elem legyen piros (m db) és fekete
(k db), és jeldljiik a keresett valoszintiséget P;(m, k)-val. Meghatarozasahoz vizs-
galjuk az esemény komplementerének, vagyis annak a valészintiségét, hogy nincs
t hossztisagi széria az m + k elem sorozataban. Ez legyen: Pi(m,k), aminek a
segitségével a Py(m, k) = 1 — P;(m, k) képlet alapjan adodik kérdésiinkre a valasz.
Pi(m, k)-nek klasszikus képlettel valé kiszadmitasahoz vizsgaljuk elGszdr az Gsszes

elemi esemény szamét: az m + k elemet kell sorbarendezni, melyek kézott az m db

m+k).

és a k db azonos tipustak. Az ilyen sorozatok szama nem mas mint: ( -

Ezek utan a keresett hanyados szamlalojanak meghatarozasdhoz Ossze kell
szamlalnunk azon sorozatok szamat, amelyben nincs ¢ hosszisagu széria. Jelol-
jik ezt C¢(m, k)-val. Elészor szamoljuk ki Ci(m, k) értékeit ¢ = 3 és nem tal nagy
(10-nél kisebb) m és k esetén:
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mk|0|1]|2]| 3 4 5 6 7 8 9
0 1(1(1] 0 0 0 0 0 0 0
1 112 (3| 2 1 0 0 0 0 0
2 1136 7 6 3 1 0 0 0
3 012|714 | 18 16 10 4 1 0
4 016 18 | 34 45 43 | 30 15 5
5 010|316 | 45 | 84 | 113 | 114 | 87 50
6 0|0 |1] 10 | 43 | 113 | 208 | 285 | 300 | 246
7 00|10 4 30 | 114 | 285 | 518 | 720 | 786
8 00101 1 15 87 | 300 | 720 | 1296 | 1823
9 0j]0|0] O 5 50 | 246 | 786 | 1823 | 3254

3.1. AvLiTAs. (Bloom [3], 369. 0.) Ham = k = 0, akkor definici6 szerint legyen
C:(0,0) = 1. Ha m vagy k negativ, akkor pedig definici6 szerint Cy(m, k) = 0.

t—1 t—1
Ci(m, k) = ZCt(m —1,k—1)— ZCt(m —t, k—1i)+e(m, k), (9)
=0 i=1

ahol tehat Cy(m, k) jelenti az m db piros és k db fekete elem olyan sorbarendezé-
seinek a szadméat, ahol nincs t hosszisagu széria (t > 2), valamint

1, ham=06s0<k<t,
et(m,k) =< -1, ham=tés0<k<t,
0, kiilonben.

Igazoljuk (9)-et, melyet Bloom [3]-ben nem végzett el.

Bizonyitds.

m = 0 eset.
Ha 0 < k < t, akkor C¢(0,k) = 1, hiszen ez azt jelenti, hogy csak egyféle elem
van, de kevesebb, mint a szériahossz. Ezeket akirhogyan is htizom, nem lehet ¢
hossziisagu széria, és mivel az azonos elemek egymas kozott nem megkiilénboztet-
hetsk, ezért ez egyféle sorrendet jelent. Igy a (9) képletiink a kovetkezs alaku:
1=0-0+1. Példaul:

03(07 2) = Cg(—l, 2) + C’g(—l7 ].) + 03(—1, 0) - [03(—3, 1) + Cg(—37 O)] +1=
=04+0+0—-[04+0]+1=1.

Ha k > t, akkor C¢(0, k) = 0, hiszen ekkor is csak egyféle elem van, de legalabb
annyi, mint a szériahossz. Ekkor nyilvan egyetlen olyan sorozat sincs, melyben ne
lenne ¢ hossztsagu széria. A (9) a kovetkezs: 0 = 0 — 0 + 0. Példaul:

C5(0,4) = C3(—1,4) + C5(—1,3) + C3(—1,2) — [C5(—3,3) + C5(—3,2)] + 0 =
=0+0+0—[0+0]+0=0.
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0 <m < tesetén (9) alakja:

t—1
Cy(m,k) = Cy(m—1,k—i)—0+0.
1=0

Hiszen ez a kovetkezs eset:

F..F P F P
——
i db fekete

k — i db fekete, m — 1 db piros,

és kozOttiik nincs t széria

Ezek szama Cy(m — 1,k —4). Mivel m < t, igy pirosbdl t széria nem lehet, azaz a
fenti Osszegbdl nem kell levonni semmit. Példaként tekintsiik:

C5(2,2) = C3(1,2) + C3(1,1) + C5(1,0) — [C5(—1,1) + C3(—1,0)] + 0 =
=3+2+1-[04+0]+0=6.

Ham=1t¢s 0 <k <t ez azt jelenti, hogy az egyik fajta elembdl (feketébol)
kevesebb, a masikbdl (pirosbél) pedig pontosan annyi &ll rendelkezésre, mint a
szériahossz. Ekkor (9) alakja a kovetkezs:

t—1 t—1
Ci(m,k) = Cy(m—1,k—i) =Y Ci(0,k—i)—1.
1=0 =1

Az els6 szumma nem ¢, hanem csupan k + 1 részesetet jelent, melyek i-edik tagja
olyan, hogy i db feketével kezd&dik, utana 1 piros, majd m — 1 piros és k — i fekete
gy, hogy nincs t széria.

F ...F P .. F .. P

—
i db fekete

k — i db fekete, m — 1 db piros,

és kozottiik nincs t széria

Ebben egy ,rossz” elem van, amikor az m = t piros egymas utin helyezkedik el.
Mivel a mésodik szumma értéke k, igy Osszesen k + 1 levonasa torténik. Példaul:

03(37 2) = 03(27 2) + 03<27 1) + 03(27 0) - [03(0’ 1) + 03(07 0)] -1=
=64+3+1-[14+1)-1=7.

Ha m =t és k > t, akkor (9) a kovetkezd:

t—1 t—1
Ci(m,k) =Y Cy(m—1,k—i) =Y Ci(0,k—i)+0.
i=0 i=1
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Ebben ¢ = 0 esetén:
P ... P ... F

k db fekete, m — 1 piros

és nincs kozottiik ¢ széria

Ezek szama Ci(m — 1, k). Ebben lehetne egy ,rossz” is, amikor az m — 1 piros van
eldl, és a legelss pirossal ¢ szériat alkot. De ekkor a k fekete a végén allva t szériat
alkotna, vagyis ez a rossz szituacidé mar nincs benne Ci(m — 1, k)-ban.

Illetve ¢ = 1,2,...,t — 1 esetén:

F..F P F P
—
i db fekete

k — i db fekete, m — 1 db piros,

és kozOttiik nincs t széria

Ezek szama Cy(m — 1,k —1i). De ebben lehet egy ,rossz” eset, amikor mind a t = m
piros egymas mellett van, igy le kell vonni C¢(0, k — ¢) mennyiséget, ami lehet 0 is.
Nézziik példaul:

=6+7+6—-[0+1]+0=18.
Ha m >0 és m > t, akkor a kovetkezSképpen kaphatunk olyan sorozatokat,
melyekben nincs t hosszusagu széria. KezdSdhet i db (t-nél kevesebb, vagyis

1<i<t—1) azonos elemmel (feketével), utdna egy  mdsmilyen
(piros), majd ezutéan sincs ¢ széria:

F ...F P F P
—
i db fekete

k — i db fekete, m — 1 db piros,
és kozottlik nincs t széria
£ t—1 .
Ezen sorozatok szama: ) ,—; C¢y(m — 1,k —i).

De ebben lehetnek olyanok is, ahol az 1 db piros utan is pirosak vannak ugy,
hogy t db piros van egymés utan, és utana nincs ¢ széria:

F...EP ...P F P
— ——

i db fekete t db piros . X
k — i db fekete, m — t db piros és

nincs kézottiik t széria

Ezek szama: Ef;i Ci(m—t,k—1), amit az el6z6 Gsszegbdl le kell vonni. De ezekben
lehet olyan is, hogy a ¢ hosszi piros utan is piros kdvetkezik, vagyis ,eltoltan” is
lehet t széria. Ezek szama Zf;i Cf(m —t,k—1), ahol CF(m —t, k — i) a pirossal
kezd6ds, m—t pirosat és k—i feketét tartalmazé olyan sorozatok szama, melyekben
nincs t széria.
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Nem szamitottuk még be azokat az eseteket, amikor ¢+ = 0, vagyis pirossal
kezd&dik a sorozat. Ekkor az els§ elem piros és utana nincs ¢ széria:

p ... P ... F ...

k db fekete, m — 1 piros
és nincs kozottiik t széria
Ezek szama: Cy(m — 1,k). De ebben lehetnek olyanok is, melyek t szériaval kez-
d&dnek és utina nincs t széria:
P...P F ...F P... F...P ...
t db piros, i db fekete

m — t piros, k — i db fekete, pirossal kezdédik és
nincs koz6ttiik ¢ széria (1 < ¢ <t —1)
Ezek szama: Z:;} Cf(m —t, k—1), amit el6z6 mennyiségbdl (Cy(m — 1, k)-bol) le
kell vonni.
Osszesitve tehat kapjuk a kovetkez6t:

ky:i}m — 1,k —1i) {}:a LkﬂiiCﬂmukﬂ}+
{Ct —1,k) Zc* t,k—i)}+et(m,k).

Ami az eredeti (9) képletiinket adja. Példaként vegyiik:
C3(5,2) = C3(4,2) + C3(4,1) + C3(4,0) — [C5(2,1) + C5(2,0)] + 0 =
—6+1+0—[3+1]+0=3.
Igy tehat azon m + k elemii sorozatok szamat, melyben m db piros és k db fekete

elemet rakunk visszatevés nélkiil sorba ugy, hogy nincs ¢ széria, valéban a (9)-es
képlet szolgaltatja. O

1 - Ci(m,k)

Az alapkérdésiinkre tehat a valaszt a Pi(m, k) = NGl képletbe valo
k

behelyettesitéssel kapjuk.
A Cy(m, k) értékére Bloom [3] 371. oldalan egy olyan formulat is ad, mely az
m, k és t értékétdl fiiggetleniil mindig 6 tagbdl all.

3.2. ALLiTAs. (Bloom [3], 371. 0.) t > 2 esetén
Ci(m, k) = Cy(m —1,k) + Cy(m,k —1) — Ce(m —t,k — 1)—

CCy(m— 1,k — )+ Colm — .k — £) + € (m, ), (10)
ahol
1, ham=k=0, vagy m =k =t,
er(m,k) =4 -1, ham=06ésk=tvagym=tésk=0,
0, kiilbnben.
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Peremfeltételeink pedig ugyanazok, mint a 3.1. allitasnal, vagyis, ha m = k = 0,
akkor definicié szerint legyen C;(0,0) = 1, ha m vagy k negativ, akkor pedig
definicié szerint Ci(m, k) = 0.

A (10) képlet helyességét Bloom [3] 371. oldalon kozolttdl eltérs modon az
alabbiakbol 1atjuk be.
Bizonyitds. Kezdddhet a sorozatunk 1 piros vagy 1 fekete elemmel:

P ...P...F... ezek szama: Cy(m — 1, k);
~

m — 1 piros és k fekete

F ...P...F... ezek szdma: Cy(m, k —1).
~

m piros és k — 1 fekete

Ezekbdl le kell vonni azokat, melyekben az elsé jel utén is ugyanolyan kévetkezik
Osszesen t hosszon, utana 1 masmilyen és utana nincs ¢ széria:

P...P F ... P F ... ezek szama: Cy(m —t,k — 1);
—_— ~

t piros m — t piros és k — 1 fekete

F..F P ..P.LF ... ezek szama: Cy(m — 1,k — t).
—_— S e

t fekete m — 1 piros és k — t fekete

De ezekben benne szerepelnek a kévetkezd sorozatok is.

A t piros, t fekete, utana pirossal kezd6dGen olyan m —t piros és k —t fekete elemi
sorozat, melyben nincs ¢ széria. Ezek szama C’t(p)(m —t,k —t). lletve — forditva
— t fekete, t piros, utana feketével kezd6dé olyan sorozat, melyben nincs ¢ széria.
Ezek szama, Ct(f) (m —t, k —t). De Osszegiik pedig éppen

CPm—tk—t)+C(m—tk—t)=Ci(m—t,k—1).
Osszegezve tehat:
Ci(m, k) = Cy(m — 1,k) + Ce(m, k — 1)—
—{Cy(m —t,k—1)+Ciy(m — 1,k —t) — Ce(m —t,k —t)} + e; (m, k).
Vagyis valoban a (10) képletet kapjuk. O

A szakasz elején emlitett kartyas példat tekintve azt taldljuk, hogy mig
P5(26,26) = 0,464, (annak a valoszinidsége, hogy az 52 lapos kartyacsomag lap-
jait egymas utan kirakva lesz benne egymas utan 6 egyforma szint csak 0,464),
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addig a P4(26,26) = 0,974. Vagyis sokkal valosziniibb a 4-es széria, igy Gardner
tévedett [6]-ban, amikor azt allitotta, hogy majdnem mindig kapunk 6-os szériat.

4. Néhany alkalmazas

Az eredmények felhasznalhatok a kiilénb6z6 gazdasagi, sorbanéllasi problémaék,
Markov-lancok (lasd pl. Samarova [14], Schuster [16] vagy Schwager [17] cikkét),
t6zsdei eseménysorok vizsgalataban (lasd pl. Binswanger és Embrechts [2] cikkeé-
nek 4.2. fejezetét). Az alkalmazasnak jelentGs szerepe van a miszaki, pl. hidrolégiai
folyamatokban (14sd pl. Sen [19] cikkét) és a biologiai, pl. molekularis biologia, DNS
sorozatok vizsgalataban (lasd pl. Schilling [15] cikkét). Sok egyéb teriileten, példaul
grafologidban is felhasznalhatoak az eredmények (1asd pl. Arazi [1] cikkét). Révész
[13] a szamitastechnikaban felmeriils, véletlen szamsorozat szamitogép altali létre-
hozasat emliti hasznos alkalmazasi teriiletként. Mar tobb modszert is kidolgoztak,
melyek véletlen fej-irds sorozatokat generalnak valamilyen médon. Nehéz azonban
eldénteni, hogy a kapott véletlen sorozat valéban olyan-e, mintha igazi dobassoro-
zatot irtunk volna. A legtébbszor attol kell tartani, hogy valamilyen — szamunkra
esetleg ismeretlen — periodus van a felirt sorozatban. A legtobb statisztikai modszer
nem alkalmas ennek a hibanak a kisztirésére. Egy, a leghosszabb fejszéria hosszan
alapulé préba alkalmas arra, hogy a sorozatnak a periodicitas okozta nem véletlen
voltat kimutassa.
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ON LONGEST RUNS
IsTvAN Fazekas, ZsoLT KARACSONY AND JOZSEFNE LIBOR

The coin tossing experiment is considered. The length of the longest head run can be
studied by asymptotic theorems (Erd6s-Révész [4], Féldes [5]), by recursive formulae (Schilling
[15], Kopocinski [8], Bloom [3]) or by computer simulations (Binswanger-Embrechts [2]). The
aim of the paper is to compare numerically the asymptotic results, the recursive formulae, and
the simulation results. Moreover, we consider also the longest run (i.e. the longest pure heads or
pure tails). We compare the distribution of the longest head run and that of the longest run. We
consider both fair and biased coins. We also study the draw of cards without replacement. We give
detailed proofs for the recursive formulae. We also touch upon a little history and applications of
this topic.
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