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EGY NEM HAGYOMANYOS STATISZTIKAI ELJARAS BEMUTATASA
AZ OECD PISA ADATBAZISON - ESETTANULMANY

TAKACS SZABOLCS

A hagyoményos szimulacios technikdk — mint amilyenek példaul a boot-
strap és a jackknife eljarasok — csak modositasok mellett alkalmazhatoak
olyan esetekben, amikor nem egyszer® véletlen mintavétel torténik. A soron
kovetkezSkben bemutatunk egy olyan esetet, amikor a hagyomanyosan alkal-
mazott eljarasok eredményeit egy szimulacids eljards eredményeivel vetjiik
Ossze.

Az OECD PISA felmérések soran a jackknife eljaras egy modositasat alkal-
mazzak [6] bizonyos hipotézisek kiértékelésére. A modszer elméleti hatterét
[11] mér vizsgaltak. Az alabbiakban e modszer egy valédi nagymintas kuta-
tas adatain torténé bemutatasara toreksziink — megmutatva a hagyomanyos
és a szimulacioés technikaval szamitott eredmények kozotti eltéréseket.

Az igazsagot nem ismerve (lévén, nem generalt adatokkal dolgozunk) pro-
baljuk értelmezni a kiilénb6z6 eljarasokbdl szarmazo, eltér§ eredményeket.

Megfogalmazunk tovabba néhany észrevételt, kritikat is, amelyek az alkal-
mazott modszer esetén felvetGdnek és az elemzéshez kapcsolodo elérhetd leira-
sokban nem talalhat6 rajuk megnyugtato valasz.

1. Bevezeto

Az OECD PISA felmérés-sorozat egy 3 évente megrendezett, OECD és OECD
partner orszagok 15 éves didkjain elvégzett oktataspolitikai felmérés. Ennek kere-
tében 3 tudasteriiletet vizsgalnak, felmérésenként valtozo fokusszal. A felmérésbe
keriils iskolak szama, illetve az egy iskolabdl bekeriil§ didkok szama fiigg az orszag
nagysagatol.

2000-ben a szovegértés, 2003-ban a matematikai, mig 2006-ban a természet-
tudoményos készség volt a felmérés fokuszaban.

2009-ben ujra a szovegértés keriilt a figyelem kozéppontjaba, am a 2009-es
adatok még nem nyilvanosak az elemzésiink pillanataban (vo: [18], [19], [20], [17])-

Az oktataspolitikai felmérések soran a mintavalasztas struktiraja kovetkez-
tében a hagyomanyos statisztikai eljarasok helyett szamitas- és igy idSigényes elja-
rasokat alkalmaznak. A mintavilasztas lényege egyfajta tombdsitett rétegezésben
rejlik, melynek soran az adott orszagok nemi, telepiilési, finanszirozasi strukta-
rajat is figyelembe veszik, és igy nem egy egyszert, véletlen mintavételezési eljaras
torténik.
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Raadasul a didkok sulyokat is kapnak annak elérése érdekében, hogy valoban,
minden orszigon belil az adott orszag specifikumait figyelembe véve reprezentativ
mintat kapjunk.

Az elemzések soran szimuléciés technikakat vetnek be az orszagokban fellelhetd,
oktatas mingségét befolyasolo tényezik okozta kiilonbségek megallapitasara, azok
statisztikailag szignifikins voltanak kideritésére.

A hagyoményos szimulacids technikdk — mint amilyen a hagyoméanyos bootstrap
és a jackknife eljarasok — csak modositasok mellett alkalmazhatoak (az alapelja-
rasok a késSbbiekben ismertetésre keriilnek). Az OECD PISA felmérések soran —
a reprodukalhatésdg, az orszagonként elvégzett sajat elemzések Ssszehasonlithato-
saga miatt — a jackknife eljaras egy modositasat alkalmazzak [6].

Ezt az eljarast fogjuk alkalmazni egy nem hagyomanyos elemzés elvégzése soran
[10] utmutatésa alapjan, a 2003-as, matematika fokuszt adatbazison.

Az adatok nyilvanosak, mind letSlthetSek a [18], [19], [20] webhelyekrd] csak-
ugy, mint az elemzés elvégzéséhez sziikséges eljarasok és a [9] technikai segédlet.

El6szor a hagyoméanyos, majd a nem hagyomanyos eljarasok eredményeit mu-
tatjuk be — szemléltetve azok eltérd mivoltat, ezzel némiképpen igazolva a szami-
tasigényesebb eljaras helyénvaldsigat.

A két elemzésben a matematika teljesitményt fogjuk figyelemmel kisérni, és
arra az egyszer(i kérdésre keressiik a valaszt, hogy a matematika teljesitmény
kiilénbozik-e a négy magyaroroszagi képzési tipusban.

Magyarorszagon az OECD PISA felmérésben résztvevs 15 éves didkok altalanos
iskolaba, gimnaziumba, szakkodzépiskoldba vagy szakiskoldba jarnak.

A felsorolas sorrendje tudatos, az adatbazisban szereplé kodok sorrendjében
tortént. A kodolas sorrendje nem tiikrozi a didkok a priori teljesitményét. Nem is
szeretnénk, ha a teljesitmény alapjan az iskolatipusok kozott valamifajta ordinalitas
— és ezzel egyfajta megkiilonboztetés — predesztinalva lenne.

Hasonlé vizsgalatot végzett 2008-ban Slud és Thibaudeau [11], akik generalt
adatokon tesztelték a bemutatésra keriilg, nem hagyoményos szimulacios eljarast.

1.1. ALLiTAS. Slud és Thibaudeau azt tapasztaltdk, hogy rétegzett minték ese-
tén, a [6] és [15] altal leirt médszer eredményezi a valodi értékekhez leginkabb kézel
allé becsléseket.

A kisérletet generilt adatokon végezték. A moddszert ezen esettanulmanyban
egy valodi adatbazison alkalmazzuk a hozza tartozo technikai leirasok alapjan.

2. A megvalaszolandé kérdés, a probléma ismertetése

Az OECD PISA felmérés soran hosszas elemzések és gondos el6késziiletek utan
olyan valtozokat hoznak létre, melyek az orszagonként és teljes OECD viszony-
latban is j6 kozelitéssel normaélis eloszlasra vannak transzformaélva.
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Ez a teljesitményeket mérs valtozok esetén azt jelenti, hogy a teljes OECD
atlag a fokusz évében olyan normalis eloszlast valdszintiségi valtozdként kezelendd,
melynek varhaté értéke 500, szorasa 100.

Megjegyzés. Az egyéb indexeket, mint amilyen pl. az ESCS vagy a SES index is,
ugy transzformaljik, hogy az OECD orszagokra vonatkoztatva standard normélis
eloszlast kovessenek — igy a kiillonbo6z6 orszégok didkjai az OECD 4tlagaval Gssze-
hasonlithatoak lesznek ezen indexek mentén. (SES: szociokulturalis hattér index).

Ez egyben azt is jelenti, hogy a vendég — partner — orszagok szintén az OECD
szintjéhez vannak viszonyitva, de a standardizaldsban 6k nem vesznek részt, csak
ugyanazokat a teszteket irjak és a tSbbi orszaggal megegyezd szamitasi elvek alap-
jan hatarozzak meg a pontjaikat.

Egy egyszeri kérdést szeretnénk megvizsgalni, &m a valaszt harom kiilénb6z6
moédon fogjuk kiszamitani. A szamitasokhoz minden esetben az OECD PISA fel-
mérés soran elfogadhaténak itélt és alkalmazott SPSS programcsomagot fogjuk
hasznalni.

A kérdés tehat az, hogy Magyarorszagon a 4 kiilonb6z6 képzési tipusba jard
15 éves didkok &tlagos teljesitménye kozGtt van-e szignifikins kiilonbség. Ezt az
alabbi harom kiil6nb6z6 moédon szeretnénk megvizsgalni.

1.  El6szor az SPSS beépitett rutinjait fogjuk alkalmazni. Ertelemszerten a
fenti kérdés eldontésére egyszempontos ANOVA-elemzést fogunk bevetni.
Az els6 esetben az OECD PISA Aaltal hasznalt stlyozast alkalmazzuk.

2. Masodik esetben modositani fogjuk az OECD PISA felmérésben hasz-
nalt sulyozast és szintén az SPSS beépitett eljarasat alkalmazzuk a kérdés
eldontésére.

3.  Harmadik esetben a felmérésben alkalmazott szimulacids eljarast fogjuk
bevetni, ragaszkodva a [9]-ban megjelolt utmutatohoz.

Ahhoz, hogy a kiilonb6z6 modszerek kozotti kiilonbségeket értelmezni tudjuk,
illetve egyaltalan végre tudjuk hajtani az elemzéseinket, sziikségiink van arra, hogy
az adatbazisok felépitését megismerjiik, vagy legalabbis az elemzéshez sziikséges
paramétereket rogzitsik.

1. Minden didk esetén a fent méar emlitett matematika teljesitmény val-
tozd(ka)t fogjuk figyelemmel kisérni. Minden didk esetén tgynevezett
plauzibilis értékeket (PV) hataroztak meg, minden didkra 5 darabot.

Ezt Ggy kell értelmezni, mintha a didk egyetlen teljesitménye helyett 5
darab, azzal azonos eloszlast, egymastol fliggetlen véletlen valdszintiségi
valtozot tekintetnénk.
Azaz:

PVMjNV(Vo,Uo), jzl,...,5,
és 1y az adott didk becsiilt teljesitménye, mig oy az adott didk becsiilt
teljesitményének szérasa.
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Ezt talan ugy lehet legkdnnyebben interpretélni, hogy a tesztek sordn
tobb, kiilonb6z6 nehézségi kérdést kapnak a didkok (mindegyik kérdés
1-1 véletlen valtozonak tekinthets), a teljesitmény varhato értéke és szo-
rasa ezen véletlen valtozok egyiittesének figyelembevételével alakul ki [9].
A didkok teljesitményét Rasch-modell segitségével allitjék els, amely lehe-
t6vé teszi a plauzibilis értékek meghatarozasat [8]. E modell segitségével
minden didk esetén megmondhaté, hogy bizonyos nehézségi feladatokat
milyen valdszintséggel oldhat meg — igy a didk képessége egy valdszint-
ségi valtozd segitségével modellezhetd. A teljesitmény meghatarozasarol
[9], illetve [8]-ben talalhatunk informéaciokat.

2. Minden didkot egy adott sullyal is ellitnak annak megfelelGen, hogy az
orszag mely szempontok szerint végezte el a rétegzett mintavételt - és
a diadk milyen rétegnek megfelel részpopulaciét képvisel. Ennek segit-
ségével teszik a mintat reprezentativva az egész orszagra vonatkoztatva
(felstlyozassal). Itt gondolhatunk arra, hogy nemre, telepiiléstipusra,
iskola tipusara, méretére vonatkozo informéaciokra, vagy a sziilk iskolai
végzettségére (melyet elére nem tudhatunk) kell reprezentativva tenniink
a mintat.

Ez természetesen orszigonként eltérd, hiszen vannak orszdgonként spe-
cifikus tényez6k is, melyeket figyelembe kivannak venni az adott orszag
felmérésében résztvevs kutatdcsoportok.

Ez a felsulyozés azt jelenti, hogy bar csak 4-5000 diak irja meg Magyaror-
szagon a tesztet, mégis Ggy kezeljiik a silyozas segitségével, mintha mind
a nagyjabol 100000 didk megirta volna a tesztet. (Természetesen ilyenkor
csak a reprezentativitas van helyreéllitva, a mintankban rejlé informacio
csak ilyen szempontbol modosul).

Megjegyzés. A felstlyozast a késGbbiekben jol megvalasztott sulyokkal pro-
baljak ellensilyozni. Ezért tesziink probat arra, hogy a felsulyozas helyett
a mintan beliil allitsuk helyre az aranyokat anélkiil, hogy az esetszamot a
sokszorosara novelnénk.

3. Az el6z6 pontban bemutatott silyozast a masodik modszerhez tgy transz-
formaljuk, hogy az aranyokat a mintin beliil allitjuk helyre, igy nem fog-
juk a minta nagysagat mesterségésen a sokszorosara novelni — ezaltal nem
csokkentjiik mesterségesen a standard hibat.

Szerencsére ez a struktira a kezdeti felmérésektsl kotott, igy nem okoz gondot
ugyanazon programok alkalmazasa a felmérések kiilonbozd idépontjaiban.

Megjegyzés. Az is vilagos, hogy az igy felvett minta nem kezelhets egyszert,
véletlen mintaként. Igy barmilyen nagy is a szamunkra rendelkezésre allo adat-
halmaz, annak rétegzett tulajdonsagait mindenképpen figyelembe kell venniink az
elemzés soran.
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3. A részpopulacidk atlagainak 6sszehasonlitasa, hagyomanyos eljaras

Vilagos, hogy a fenti kérdés megvalaszolasa nem més, mint kiilénb6z6 csoportok
esetén az atlagok meghatarozasa, majd azok Osszehasonlitésa.

Ezt hagyoméanyos ANOVA-eljaras keretei kozott lehet vizsgalni. Ehhez nincs
masra sziikség — hagyomanyos esetben, — mint a részmintak atlagara és szorasara,
illetve azok elemszamara [12].

Hagyoményos esetben elsd fazisban csak azt tudjuk megmondani, hogy a képzés
tipusanak van-e valamilyen hatésa a vizsgalt valtozonk csoportonkénti varhato érté-
kére. Minket azonban az is érdekel, hogy ha van hatéas, akkor az miben nyilvanul
meg. Valojaban — leginkabb — erre a méasodik kérdésre keressiik a valaszt.

Ebben az esetben az ANOVA-elemzés egyik utdelemzésére lesz sziikségiink —
nevezetesen, valamely paronként is alkalmazhaté Osszehasonlitasra. Ismert tény,
hogy pl. paronkénti t-probéak alkalmazéisa nem megfelels az elséfaju hibak kontroll-
janak elvesztése miatt.

Ezért paronkénti Osszehasonlitdsra pl. a Tukey, vagy annak altalanositésa-
ként felfoghato, robusztus Tukey—Kramer-eljarasra van sziikségiink (ezen utobbi
a mintaelemszamok eltérs volta esetén is alkalmazhato). Ezek minden tovabbi nél-
kiil alkalmazhatoak a fenti esetekre attol fiiggGen — az elméleti szorasok inhomogén
volta esetén szabadsagfok korrekciot végrehajtva. [2], [3]. Ezen modositott eljaras
a Games—Howell-féle robusztus eljaras.

A vizsgalt valtoz6ink normalitasa részcsoportonként is biztositott, igy a hagyo-
ményos eljarasok kivalasztdsa sordn csak a szordsok egyezésére kell tekintettel
lenniink [12].

A valodi gond azonban az, hogy a mintavételi eljarasnak készonhetGen az egye-
dek egyéltalan nem tekinthetSek fiiggetlennek. Gondoljunk csak arra, hogy az egy
iskolaban (egy osztalyban) tanulo didkok a hasonl6 (vagy azonos) tantervvel, tané-
rokkal tanulnak, kézépiskolas korban persze eltéré érdeklédéssel — bar gyakran
nagyon hasonlé otthoni hattérrel.

Raadasul azonos hatasok érik ket iskolai szinten, pl. az iskola felszereltsége,
iskolai kozérzet, a tobbi didk viselkedése, tanarokkal valo viszony stb.

Ahhoz, hogy ennek hatésat a paronkénti Osszehasonlitasok esetén vizsgalni
tudjuk, meg kell vizsgalnunk az eljards szamitasi lépéseit — itt részint a
Tukey—Kramer, részint a szérdshomogenitisra robusztus Games—Howell-tesztet is
vizsgalni fogjuk, mert a szérasok homogenitisa nem feltétleniil biztosithat6. Rész-
letezettebb leirast lasd pl. [14].

1. Jelolések: Legyenek

n; az i-edik minta elemszdma, i =1,...,k

Ti 5 az i-edik minta j-edik eleme

T; az t-edik minta atlaga

s; | az i-edik minta korrigdlt tapasztalati szorasa

Alkalmazott Matematikai Lapok (2010)



162

TAKACS SZABOLCS

Megjegyzés. Ezen fenti jelolések a mi példdnkon az alabbiak szerint értel-
mezhetdek:

n; | az i-edik iskolatipusba jaré didkok létszama, ¢ =1,...,4
T4 5 az i-edik iskolatipus j-edik didkja

T; az t-edik iskolatipus atlaga

Si az i-edik iskolatipus korrigalt tapasztalati szoérasa

Szamitsuk ki az aldbbi mennyiségeket:
k
N=> m
i=1
T; = ZIIH = T= szi,jy
]:

j=1
k
G
G:;T‘m = X = N?
Qi: Lij — L
=
Legyen most
k
QB :ZQM
i=1
b =\ 2
Qx = n; (7 — X)
i=1

Legyenek tovabba
fe=k-1, fB=N—k,

rendre a Qi és () p mennyiségekhez tartozo szabadsagfokok.

Végs6 lépésként kiszamitjuk az

Qx
I’

52 = 52 =

s
[B
mennyiségeket.

2

Megjegyzés. Az s2- és s% mennyiségeket kiilsG és bels§ variancia néven
szokas nevezni.
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3.1. KOVETKEZMENY. Amennyiben a részcsoportok varhato értéke megegyezik

(és az el6zetesen feltett feltételek is teljesiilnek), gy az

.2
F=2K

sh
statisztika fx, fp szabadsagfoki F-eloszlast kovet.

Ezzel még csak azt hataroztuk meg, hogy van-e az iskola tipusdnak valami
hatasa a didk teljesitményének szintjére. Azt azonban, hogy mely iskolatipusok
teljesitenek esetleg jobban vagy rosszabbul, még nem tudjuk. FErre valé pl. a
Scheffé-teszt, vagy a mar emlitett Tukey—Kramer-proba, melynek feltétele a valto-
z0k normalitasan til a részpopulaciokban mért szérasok egyezése [16], [22]. A sz6-
résok inhomogenitasa esetén pedig a Games-Howell-teszt alkalmazandé.

A péaros Osszehasonlitasok metodikija a kovetkezs:

1. Legyenek T, és T, a két vizsgalt részpopulacié atlaga, ahol 1 < p,r < k.

2. Szamitsuk ki (a fenti jel6lések hasznalataval) az alabbi statisztikat:

(fp _ET)Q
Fpq= 1 1\
(k—1)s% [ —+ —
B L

3. A normalitési és szorashomogenitési feltétel mellett, a részpopuléciok var-
haté értékének egyezése esetén a fenti F), , statisztika fxr = kK — 1 és
fB = N — k szabadsagfoku F' eloszlast kovet.

Megjegyzés. [22] szerint az eljarasok egyik fontos feltétele az egyszert, véletlen
mintavételezés. Ez azt jelenti, hogy csak akkor alkalmazhatjuk ezeket az eljara-
sokat, ha ezen szempont szerint kellGen robusztusak. Azonban, ahogy [5]-ben is
lathatjuk, az eljaras csak a szoérasok egyezésének sériilésére robusztus, a tobbi fel-
tételt nekiink kell garantalni.

A Tukey—Kramer-médszer nem sokban kiilonbézik a fent ismeretett Scheffé-féle
eljarastol.
1. Legyen tovabbra is T, és T, a két vizsgélt részcsoport atlaga.

2. A fenti jelolések mellett szamitsuk ki a

% (1 1
D,,=qu| 2 —+—
pr = 4 9 <np + nr>

mennyiséget, ahol q, az o szignifikancia-szinttél és k, illetve N —k szabad-
sagfoktol fiiggs, Tukey-tablazatban megtalalhaté érték, lasd pl. [13].

3. Ha barmely p és r sorszdmi minta atlagara teljesiil, hogy

|fp _Er‘ Z Dp,T7
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illetve ezzel ekvivalensen:

|fp _ET‘

s (1 1
=
2 \np, n,

ugy azt mondhatjuk, hogy a Hy : p, = p, nullhipotézis elutasithato.

Z Qav

4. A Games—Howell-eljarast a kovetkezGképpen nyerjiik: a Tukey—Kramer-
eljarasban hasznalt D, , mennyiséget a szérashomogenitasi feltétel sérii-
lése esetén modositsuk az alabbi médon: g, helyett ¢f érték hasznalando,
ahol f nem mas, mint az N — k szabadsagfok mddositasa az alabbi képlet

szerint, lasd pl. [3]:

Tp
Ny
jo_ lax b)?
a? b?
ny —1 + n, —1
Ez esetén kiszamitando:
Tpr = M
a+b
2
Akkor tekintjiik a két varhaté értéket kiilonbozének, ha
Tpr| > d

Megjegyzés. A szabadsigfok kiszamitasanak analogidja taldlhaté pl. a kétmin-
tas t-proba és annak Welch-féle robusztus valtozataban is [12].

Megjegyzés. Az SPSS programcsomag tobbfajta szérdshomogenitisra nézve
robusztus paronkénti Gsszehasonlitast tartalmaz, melyek mindegyike a kiilénbség
standard hib4janak egyfajta fentihez hasonlé, szabadsigfok korrekcidjan alapul
[21]. Ezek az eljarasok nem mutattak érdemi kiilonbségeket a hibabecslés konfidencia-
intervalluman.

4. Nem hagyomanyos eljaras ismertetése

A nem hagyomanyos eljaras soran olyan szimulaciés technikat alkalmaztunk,
mely egyfajta hizasitdsa a jackknife és a bootstrap algoritmusnak. E két médszer
altaldban jol ismert eljarasok, réluk bévebben lasd pl. [6, 4, 7].

Alkalmazott Matematikai Lapok (2010)



EGY NEM HAGYOMANYOS STATISZTIKAI ELJARAS BEMUTATASA AZ OECD PISA
ADATBAZISON 165

5. A jackknife eljaras

A jackknife modszer alkalmazasanak feltétele mindGsszesen az, hogy a min-
tank fiiggetlen, azonos eloszlasi valdszintiségi véltozokbol alljon, illetve a kdzos
eloszlasukhoz véges szorasnégyzet tartozzon. (Ez a centralis hatareloszlas tételben
foglaltak teljestiléséhez sziikséges).

Azt is feltételezziik, hogy a statisztikink a megfigyeléseinkben (a valoszintiségi
valtozoinkban) szimmetrikus, tehat az argumentumok sorrendje nem befolyésolja
a statisztika értékét.

Tegyiik fel, hogy adott egy n elemd minta: Xi,..., X, ~ F.

Megjegyzés. Olyan 9 statisztikdkat vizsgalunk, melyek barmely n-nél kisebb
elemszam esetén is értelmezettek (sziikséges feltétel a kiszamithatosag érdekében).

Barmely altalanos, 6 paramétert becsls 0 statisztika esetén a jackknife mod-
szerbdl szarmazo becslés az alabbi alakot 6lti. Jelolje 0 = 0 (X7, ..., X,)-et.
Tekintsiik a kovetkezé n darab pszeudo-statisztikat:

iy =0 (X1y o Xit, Xig1s ey Xn) -
Ekkor
~ 1 <~
Oe) = 529(1')»
i=1

a keresett statisztika becslése, mig a becslés hibajanak jackknife becslése:

5 (7) = | =13 (0 0

i=1

6. A bootstrap eljaras

A bootstrap algoritmus alapjat képezé approximéacio konvergencidjahoz elég-
séges feltétel a mintankat alkot6 valoszintségi valtozok véges szorasnégyzete (kozbs
eloszlast tételezziink fel itt is az X; valtozokra nézve). Ez a feltétel a centralis
hatareloszlas tétel feltételeinek teljesiilése miatt sziikséges is.

(1) 5(1’1, ..., Ty) a statisztika értéke. (Egy adott X7 = x1,..., X, = z, realizicio
mellett).

Ekkor o(F) = /Varp (Xi,...,X,) a statisztika valodi hib4ja.

Ezt tobbnyire nehézkes zart formaban felirni.

(2) Miutén az F eloszlast nem ismerjik, ezért F -pal, a tapasztalati eloszlasfiigg-
vénnyel becsiiljiik. Ekkor persze o = o(ﬁ) becsiili o(F)-et. (Mint azt majd
az alabbiakban latni fogjuk).
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Itt csak approximaciérdl van szé, hiszen ezt sem tudjuk zart alakban felirni.

Igy tehat egy approximécios eljarast kell végrehajtanunk, mely a kovetkezd
lépésekbal all.

(i)
(i)

(iii)
(iv)

F meghatarozasa.

F-bol fiiggetlen mintavétel segitségével X7, ..., X tgynevezett boot-
strap minta létrehozasa. Itt be kell tartanunk, hogy

) X 1

Vi: P(X] =gx;) = —

(Minden mintaelem ugyanolyan valdszintséggel veheti fel a realiza-
cibban szerepld kiilonbozé értékeket).

o~

0* =60 (X7,..., X)) bootstrap masolatbol szarmazo statisztika kisza-
mitasa.
az (if) és (iii) lépések B szamt ismétlése. Igy eléallitunk egy 67, . .., 0%

fiiggetlen boostrap méasolatbdl szarmaz6, a becslés értékére vonat-
koz6 mintat.

op approximécio kiszamitasa az alabbi formula segitségével:

(tapasztalati szoras), ahol

1 E
9f:§Z(9;).
b=1

Megjegyzés. Ekkor, ha B — oo, ugy a op kozeliti o (F)-et. B optimalis
megvéalasztasarol nincsenek kiiléndsebb vitdk: dltalaban elegendd 100 és 500 kozotti
bootstrap minta kiszamitasa.

Megjegyzés. Az eljarasokbol szarmazo, adott szintii konfidencia-intervallum
kénnyen meghatarozhatd a pszeudd-statisztikikbodl szamitott, becsiilt paraméterek
sorbarendezésébdl és megfelel méretd trimmelésébdl.

Mis filozofia alapjan folytathato addig az (ii)—(v) lépések egymasutanja, amed-

dig a lépésenként kiszamitott és korrigalt 87 valamilyen, el6re meghatarozott, ming-
séget el6ird korlatnal kevesebbet valtozik 1 1épés alatt.

Fontos megjegyezni, hogy az approximécié konvergencidjahoz elégséges feltétel
a véges szorasnégyzet (kozos eloszlast tételezziink fel itt is az X; valtozokra nézve),
mely a centrélis hatareloszlas tétel feltételeinek teljesiilése miatt sziikséges.
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7. Fay eljarasa és a BRR-eljaras

A jackknife eljaras szisztematikussiga mellett a bootstrap eljards véletlensze-
riiségét is szimulalod eljaras elméleti hatterérdl [4]-ban vagy [6]-ben olvashatunk
bévebben. Generalt (tehat nem egy éles felmérésben végzett) adatokon végzett
szamitasokrol, azok eredményeirdl [11]-ben t4jékozodhatunk. Az eltérést az itt
leirtaktol az adja, hogy a mi esetlinkben két helyen is véletlenités szerepel. Részint
a szimulacios technika is magaban hordoz egyfajta véletlenitést, részint pedig a
vizsgalt egyedekhez sem egyetlen mért érték tartozik, hanem 5, egymastol fiig-
getlen, azonos paraméterekkel rendelkezs, normalis eloszlasbdl szarmazo véletlen
valészintiségi valtozo.

A felmérés adatbazisaban alkalmazott és rogzitett valtozok megalkotasarol
részint [10] ad képet, részint pedig [23] ad tajékozodasi pontokat.

Vazlatosan ismertetem a plauzibilis értékek altal generalt atlagok kozotti kiilonb-
ségek standard hibajat szamito algoritmust, [10] és [11] alapjan.

A jol ismert jackknife médszer interpretalhato ugy is, hogy az eredeti megfi-
gyeléseket sulyozzuk: minden 1épésben az egyik mintaelem sulyat 0-ra médositjuk,
a tobbi mintaelem sulyat valtozatlanul hagyjuk [15].

Fay eredeti eljarasa egyik valtoztatasként azt mondja, hogy vegyiink egy minta-
elemet %, mig egy bizonyos masik mintaelemet % stllyal. Igy annyi térténik, hogy
egy mintaelemet kevésbé, mig helyette egy masik mintaelemet jobban vesziink figye-
lembe az egyes pszeudo-statisztikdkban [6].

Az igazi kiilonbség azonban abban rejlik, hogy bizonyos egyedek helyett csak
meghatarozott mas egyedek léphetnek be a pszeudo-statisztikdkba. Ezen csopor-
tokat a mintavétel soran feltételezett Osszefiiggések hatarozzak meg (az altalunk
vizsgalt felmérésben ezek a szempontok azok, amelyek alapjan reprezentativ min-
tat készitettek az adott orszagok).

Az alapmodszert egy olyan példan ismertetem, amikor minden csoportban 2-2
egyed szerepel. Az altalanossag megszoritasa nélkiil tehetiink ilyen egyszeriisitést.
Igy a jackknife modszernek egy olyan modositasat/altalanositasat nyerjiik, mely
ardnyosan rétegzett mintavétel esetén is hasznalhato. (Az OECD PISA felmé-
résben ezeket a rétegeket és ardnyokat a mérést koordindlé kutaték adjak meg
minden orszagra az adott sajatossagokhoz alkalmazkodva a mérést szervez6 OECD
kézpontnak).

Az alabb ismertetésre keriilg leirds esetén a legfontosabb szempont — mely a
hagyoményos modszerek alkalmazésat kizarja — a mintaba keriils egyedek fiigget-
lenségének hidnya.

Legyen adott H darab stratum vagy réteg. (Pl. H = 10 iskola). Ekkor az
egy rétegbe tartozd valtozok helyére csak a nekik megfelels réteghdl valaszthatunk
Jhelyettesitd” valtozot. (Azaz, csak az adott iskoldk didkjai helyettesithetSek egy-

massal).
Az egyszertiség kedvéért tegyiik tehat fel, hogy minden rétegbe 2-2 egyed tar-
tozik. Ekkor a silyok w vektora: w = (w11, w12,...,WH1, WH2) -
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7.1. Példa. Ha a fenti 10 iskola mindegyikébe jar 20 fia és 30 lany, akkor
w = (20,30, ...,20,30), vagy a nekik megfelels fin-lany létszam.

Megjegyzés. Ez még modosulhat, ha valamely oknal fogva nem vesziink valakit
figyelembe (pl. a tanulési teljesitmény mérésénél a Sajatos Nevelési Igényd didkokat
kihagyjuk). A végs6 sulyokat az egyes stratumokban ezek meghatarozdsa utan
nyerjiik [10].

Igy jelélje a h-adik stratum i-edik esetének végss w stlyat wypn; = fri(w).

8. A replikansok silyainak meghatarozasa

A BRR-eljaras ezen annyiban modosit, hogy ezt az eljarést tobbszor, egymas
utan végrehajtja, mind az ismétlések miatt, mind pedig a plauzibilisek miatt [15].
Az ismétléses eljaras soran a t-edik replikans (ismételt minta) silyait jelolje

wgzn = fni (w®), ahol

w® = ((1+dp)wir, (1 — d)wiz, ..., (1+ de)wp, (1 — der)wia)
és itt dy, egy csupa 1-bél és —1-bél all6 D maétrix t-edik sordnak és h-adik oszlo-
panak eleme, ahol a méatrix sorai és oszlopai is ortogonalisak egymaésra.

Megjegyzés. Az itt emlitésre keriils, tgynevezett Hadamard-matrix meghata-
rozasara [15], vagy egy program, [23] ad bGvebb instrukcioét. Az ortogonalitas biz-
tositja a mintak fiiggetlenségét, a £1 szorzok pedig megadjak, hogy mely egyedek
mely egyedek helyett keriilhetnek a replikansokba.

Fay modositott eljarasanak [6] sulyai egy korrigalé konstans szorzoban kiilon-
boznek ett6l, nevezetesen:

w® = ((L+du(l = k))wir, (1 - da (1 - k))wi,
(L4 dea (1= k))wm, (1 — deu (1 — k))wha).
Itt k € [0,1). Lathato, hogy a BRR-eljaras a modositott Fay-eljaras specialis
esete k = 0 esetén.

Megjegyzés. Igy egyes egyedek nem kikeriilnek vagy bekeriilnek egy-egy repli-
kansba, hanem kisebb vagy nagyobb sullyal vesznek részt a paraméterek becslé-
sében.

Amennyiben a 6(wy,x) statisztikira vagyunk kivancsiak, akkor a variancidk

becslése:
1¢ 2
UBRR = E [ (wv, )—e(wvaﬂ?)} )

t:l

(UFAY)2= a=r 22[ (wvv )—9(wv79«”)r7

t=1

ahol T' a replikansok (ismétlések) szama.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2010)



EGY NEM HAGYOMANYOS STATISZTIKAI ELJARAS BEMUTATASA AZ OECD PISA
ADATBAZISON 169

Megjegyzés. Hagyoméanyos esetben a varhaté érték becslésének standard hibaja
egyszerid véletlen mintavételezést alkalmazunk).

Az esetleges Osszefiiggések kikiiszobolésére alkalmazhatd a bootstrap és a jack-
knife eljaras, melyek sordn a standard hiba lényegében a replikinsokbdl szamitott

PR

Ha minden egyed esetén még plauzibilis értékeket is szamitunk, ugy a réteg-
zés mellett még az egyes egyedeken mért variancia is hozzidadddik a paraméter
becslésének hibajahoz, igy a teljes populaciora vett becslés végsé hibaja hirom
részbdl tevidik Ossze: egyik oldalrdl a rétegek egymaéashoz viszonyitott kiilonbsé-
geibdl, masik oldalrél a replikdlansok sordn szamitott paraméterek variancidjabol,
harmadrészt pedig az egyedeken 1évs plauzibilisek variancidjanak mértékébdl.

9. A hagyomanyos eljaras alkalmazasa

A matematika teljesitmény atlaganak Gsszehasonlitasa két eltérd
stilyozasra a kiilonb6zd képzési tipusok esetén

A hagyomanyos eljaras mellett szamitott értékek, kétfajta silyozas mellett az
alabbiak szerint alakultak:
Teljes populaciora valé felsilyozés esetén:

Képzési tipus Esetszam | Atlag | Atlag hibaja | Széréas | Széras hibaja
1 - Altalanos iskola 6510 391,911 0,93 74,93 NA

2 - Gimnazium 21027 | 551,907 0,37 72,86 NA
3 - Szakkozépiskola | 41668 | 491,541 0,33 66, 59 NA

4 - Szakiskola 37837 | 405,981 0,43 62,91 NA

A mintan beliil helyreallitott aranyokat alkalmazoé salyozas esetén:

Képzési tipus Esetszam | Atlag | Atlag hibaja | Széras | Széras hibaja

1 - Altalanos iskola | 394 [ 391,911 3,75 75,06 NA
2 - Gimnazium 1618 | 551,907 1,80 72,88 NA
3 - Szakkézépiskola | 1852 | 491,541 1,54 66, 60 NA
4 - Szakiskola 901 | 405,981 2,09 62,95 NA

Megjegyzés. Megallapithat6, hogy az atlagon 1évé standard hiba - természe-
tesen a teljes elemszam megvaltozdsa miatt - drasztikusan megndvekedett a maso-
dik sulyozas alkalmazésakor.
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Megjegyzés. Az SPSS 15 nem tartalmaz olyan rutint, mely pl. a széras konfi-
dencia-intervallumat meghatarozna.

Az atlagét az ismert % képlet segitségével szamitott standard hib&val meg-
hatarozhatjuk, mig a leird statisztikdk meniipontban opcionélisan a ferdeség és
csucsossag paraméterek mellett azok standard hibajat is kiszamitja.

Az is megfigyelhets, hogy a masodik silyozas esetén a szoris néhany tizeddel
elters értéket vett fel (ez teljesen elfogadhatd, ha figyelembe vessziik a korrigalt
tapasztalati szoras szamitasat).

Ezek utan vizsgaljuk meg, hogy a hagyomanyos eljarés, illetve annak szoras-
homogenitast nem igényls, robusztus, paronkénti 6sszehasonlitast elvégzd szamita-
sal mit eredményeztek a kétféle silyozas esetén. Azért a robusztus eljarast alkal-
mazzuk, mert a Levene-proba alapjan sériil a szérasok egyenléségét igényls szoras-
homogenitasi feltételiink.

El6szor ismételten a felsulyozott, majd az ardnyaiban helyreéllitott sulyozas
eredményeit ismertetem.

Eredmények felstlyozas esetén:

Képzési Atlagok Kiilonbség | Konf. iv. | Konf. iv.
tipus kiilénbsége hibaja alja teteje
1-2 —159, 996 1,00 —162,56 | —157,42
1-3 —99,63 0,98 —-102,16 -97,1
1-4 —14,071 1,03 16,7 | —11,44
2-3 60, 366 0,50 59,09 61,64
2-4 145,926 0,57 144,45 147.4
3-4 85,56 0,54 84,16 86,95

Eredmények aranyositott,

masodik szamn silyozas esetén:

Képzési Atlagok Kiilénbség | Konf. iv. | Konf. iv.
tipus kiilénbsége hibaja alja teteje
1-2 —159,996 4,75 —172,26 | —147,73
1-3 —99,63 4,67 —-111,69 | —87,57
1-4 —14,071 4,87 —26,62 -1,52
2-3 60, 366 2,35 54,31 66,42
2-4 145,926 2,72 138,94 152,91
3-4 85,56 2,57 78,94 92,18

Jol lathato, hogy mindkét esetben, 95%-os szignifikancia-szint mellett a kiilonb-
ségek mindenhol eltérnek 0-t6l, azaz a vizsgalt varhaté értékek egyenlsége elvet-
hets. Még a leginkabb kozel 1évé, altalanos iskola és szakiskola esetén is szignifikans
kiilonbség adddott.
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10. A nem hagyomanyos eljaras alkalmazasa

A matematika teljesitmény atlaganak 6sszehasonlitasa a kiilonb6zd
képzési tipusok esetén

Ebben az esetben is a 4 kiilonb6z6 képzési tipusban vizsgaltuk meg a mate-
matika teljesitmény atlagat és szorasit. Az atlag esetén képes az SPSS hibat szami-
tani — ezt fel is tiintetjiik — azonban egy lényeges kiilonbség rogton lathatd lesz.
Az el6z6ekkel ellentétben a teljesitmény szorasa esetén az SPSS nem képes standard
hibat meghatarozni (vagy akar konfidencia-intervallumot). A szimulacios eljarasok
ebben (is) segitségiinkre lehetnek, hiszen a szimulacios technikikkal az eloszlas
barmely paraméterének standard hibaja becsiilhet6, illetve barmely paraméterre
konfidencia-intervallum illeszthetd.

Az atlagok esetén itt is paronkénti Osszehasonlitast alkalmazé ANOVA-elemzést
alkalmaztunk. Igy megallapithatjuk, hogy a kiilonboz6 képzési tipusok esetén valo-
ban vannak-e teljesitménybeli eltérések.

A Fay-féle médositott BRR~szimulacios eljarassal szamitott értékek az aldbbiak
lettek (a sulyozas készitésekor figyelembe veszik tehat azt, hogy az egy iskoldban
tanulo didkok nem tekinthetGek egymastol fliggetlennek):

Képzési tipus Esetszam | Atlag | Atlag hibaja | Széras | Szoras hibdja
1 - Altalanos iskola 6510 391,911 7,16 82,67 4,54

2 - Gimnazium 21027 | 551,907 5,00 77,19 1,91
3 - Szakkozépiskola | 41668 | 491,541 4,61 71,18 1,95

4 - Szakiskola 37837 | 405,981 6,41 68, 50 2,2

Megjegyzés. A csoportonkénti szérdsok nem egyeznek meg azzal, amit a hagyo-
ményos eljardsokkal, a plauzibilis értékek helyett azok Aatlagaval szamitottunk.
Ez abbol fakad, hogy a didkonkénti atlagot (elvart teljesitményt) még tudtuk garan-
talni, azonban a plauzibilis értékek atlaganak alkalmazasaval az egy didkon 1évs
bizonytalansagot megsziintettiik — igy ezt a varianciabdl is eltiintettiik.

A csoportok kozotti kiilonbségek és azok standard hibaja, illetve az ezekbdl
szamitott 95%-os konfidencia-intervallumok az alabbi tablazatban lathatoak. A ko-
dokat az el6zé tablazatokban mar ismertettiik.

Képzési Atlagok Kiilonbség | Konf. iv. | Konf. iv.
tipus kiilénbsége hibaja alja teteje
1-2 | —159,996 8,39 —176,44 | —143,55
1-3 -99,63 8,45 —116,2 —83,06
1-4 —14,071 9,58 —32,86 4,71
2-3 60, 366 6,84 46,95 73,78
2.4 145,926 8,17 129,91 | 161,94
3-4 85,56 7,8 70,28 100, 84
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Megfigyelheté a kiilonbség a hagyomanyos eljards és a nem hagyomanyos,
szimulacids eljaras eredményei kozott.

Mig a hagyomanyos esetben, szérdshomogenitast nem igénylé robusztusabb
valtozata esetén is, mindkét stulyozéasra azt az eredményt kaptuk, hogy a kiilonb6z6
iskolatipusok esetén a matematika teljesitmény varhato értéke szignifikinsan eltér,
addig a szimulécios technika azt mutatja, hogy bar vannak szignifikins eltérések,
de kivétel mégis akad.

A 15 éves didkok koziil azok, akik szakiskoldkba vagy altalanos iskoldkba jar-
nak, a szimuléaciés modszer alapjan nem kiilonboztek szignifikdns moédon az atla-
gos teljesitményiiket tekintve. Megallapithatd, hogy a gimnazistdk messze a tobbi
iskolatipus felett teljesitettek, mig a szakkozépiskolasok a két teljesitmény kozott
helyezkednek el, valamivel az OECD orszagok atlaga alatt.

11. Osszegés: a kiilonb6z6 eljarasok eredényeinek Osszehasonlitasa

Az altalanos formulaban hasznélt két eljaras (az egyik az eredeti sulyozéssal,
felfajt minta esetén, a masik az eredeti stlyozas mértékét megtartva, eredeti minta-
nagyséagon beliil dolgozva) alul becsiili azt a hibat, amit szimulaciés eljaras segit-
ségével nyeriink.

Ez olyan szempontbol mindenképpen eltér6 eredményre vezet, hogy a kisebb
standard hiba kévetkeztében a kiilonbségek hamarabb valnak szignifikAnssa.

A szimulacios eljaras [11] alapjan elméletileg bizonyitottan jobb becslést nyujt
szdmunkra a valés standard hibat illet&en rétegzett mintavételezés esetén, hiszen
figyelembe veszi azt, hogy a mintidnk korantsem rendelkezik azzal a fiiggetlenséggel,
mely a megszokott, % standard hiba képletének alkalmazasdhoz sziikséges.

Bar e modositott eljardasok némiképpen szamitésigényesebbek, még ekkora
mintak esetén sem okoznak érdemi szamitésid§ névekedést. Az alkalmazasukbol
szarmazo6 esetlegesen pontosabb informécié mindenképpen megéri a raforditott
id6t. Azonban csak valdsziniisiteni tudjuk azt, hogy a szimulalt eredmények megbiz-
hatébbak erre a felmérésre, mint a hagyomanyos eljarasok szamitéasai.

Mindenképpen meg kell azonban fogalmazni legalabb egy kritikat is ezzel a
modszerrel kapcsolatban: az alkalmazasban taldlhatéo BRR-technika hivatott kikii-
sz0bo6lni a mintéba keriils egyedek kozotti Osszefiiggéseket, melyek az egy stratumba
valé tartozds miatt fellépnek. Nem vilagos, hogy az adatbazisban talalhaté BRR-
technika hogyan tudja kikiiszobdlni azt a problémat, hogy az egy stratumba keriils
egyedek kozotti osszefiiggések valtozénként eltéréek — az eljarasban azonban, valto-
z6t0l fiiggetleniil mindig ugyanazokat replikins variacidkat alkalmazzuk.

Egyszertsitési okokbol nem a bootstrap eljarast alkalmazzék ebben az elem-
zésben, az azonban nem latszik tisztazottnak, hogy milyen moédon lehet vissza-
nyerni ebben a médszerben a bootstrap algoritmus empirikus eloszlast alkalmazo
erGsségét, mely stratumonként, minden valtozéra mas és més. Kisebb elemszam
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mellett a bootstrap algoritmus alkalmazhatatlan lenne, azonban az OECD PISA
adatbazis kell§ elemszammal rendelkezik ahhoz, hogy ez a probléma ne meriiljon
fel. [1]-ben a jackknife algoritmus kiilonb6z§ varidnsaival osszehasonlitjak, azonban
a jackknife algoritmus semmilyen médon nem veszi figyelembe a vizsgalt valtozok
empirikus eloszlésat.
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(3]
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A NON-TRADITIONAL STATISTICAL METHOD IN THE OECD PISA DATABASE
CASE-STUDY

SzaBoLcs TAKACS

When we haven’t got a simple random sample the original simulation technics, like the
bootstrap and the jackknife method are usable only with changes . In the following article we
show a case when we compare the results of the traditional method and the result of a simulation
algorithm.

One of the jackknife’s modification [6] is used for some hypothesis in the OECD PISA survey.
The theorems of the applied method are introduced in [6], [11]. Now we would like to show these
algorithms in a large sample survey and we show the difference between the empirical results of
the traditional and the simulation method.

Because we don’t use generated database we don’t know the truth. Without this information
we would like to understand the different results of the algorithms.

We put some questions and critics to these algorithms which are relevant and we can’t find
reassuring answers in the connected bibliography of the survey.
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