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A KVADRATIKUS SZIMPLEX ALGORITMUS VEGESSEGE
INDEXVALASZTASI SZABALYOK ALKALMAZASA ESETEN

ILLES TIBOR, NAGY ADRIENN

Dolgozatunkban bebizonyitjuk a kvadratikus primél szimplex mddszer
végességét, a linedris feltételes, konvex kvadratikus optimalizalési feladatra,
ciklizalas elleni indexvélasztasi szabdlyok alkalmazasdval. Az eredeti kvad-
ratikus primél szimplex médszert Wolfe, illetve van de Panne és Whinston
dolgozték ki, és tobb cikkben publikdltdk az 1960-as években. Az emlitett
szerz6k, a kvadratikus primal szimplex médszer végességét az Uin. perturba-
ciés eljarasra alapozva igazoltdk.

Megmutatjuk, hogy a kvadratikus szimplex mddszer ciklizaldsdhoz sziik-
séges, hogy a feladat degeneralt legyen (degeneralt feladat olyan, amelyben
minden bézisbeli, a hdnyadosteszt részét képezd primal valtozé értéke nulla),
tovédbbd a feladathoz tartozé Karush—Kuhn—Tucker-rendszerben a transz-
formalt oszlopokban a kvadratikus célfiiggvénynek megfelelé komponensek
nullak.

Gondolatmenetiinkbdl koévetkezik, hogy a kvadratikus primél szimplex
médszer véges mindazon indexvalasztdsi szabalyok esetén, melyek kizard-
lag a transzformalt jobboldal és redukélt koltségek eldjelére hagyatkoznak,
és melyek alkalmazdsa esetén a linedris programozasi feladatra kidolgozott,
hagyomaényos primél szimplex algoritmus véges.

1. Bevezetd

Az 1950-es évek kezdetétél, tobbszor az érdeklédés kozéppontjaba keriilt, a
kovetkez6 linedris feltételes, kvadratikus optimalizdldsi feladat (LKOF)

1
min 3 x7Qx + c'x
Ax<b, x>0,

ahol Q € R™*"™ és A € R™*™ matrixok, illetve ¢ € R™ és b € R™ vektorok, x € R
az ismeretlenek vektora. A megenegedett megolddsok halmaza

P={xeR":A4x<b, x>0} CR"
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2 ILLES TIBOR ES NAGY ADRIENN

egy konvex poliéder, és a célfiiggvény f : P — R kvadratikus fiiggvény, amelyet

1
f(x) = 5 xTQx +c'x
alakban adunk meg. Valamely x* € P megengedett megoldast optimdlis megol-
désnak neveziink, ha

f(x*) < f(x) teljesiil, bArmely x € P

esetén. Most mar bevezethetjitkk az optimadlis megolddsok halmazat az alabbi for-
maban:
Pr={x"eP: f(x*) < f(x) teljesiil, birmely x € P}.

A kutatdsok homlokterébe mér az 1960-as években, a linedris feltételes, kvad-
ratikus optimalizdlési feladat (hatékony) megoldhatésdgénak, illetve alkalmazasi
teriiletének a vizsgalata keriilt. A jo6l megoldhaté részosztdlyok beazonositdsa és
leirdsa gyorsan megtortént, hiszen, ha @ pozitiv szemidefinit méatrix, akkor a fenti
feladat konvex programozasi feladat.

A linedris feltételes, kvadratikus optimalizalasi feladat megolddsara mar az
1950-es évek végén, az 1960-as évek elején altaldnositottdk a szimplex médszert.
A hagyomanyos kvadratikus szimplex algoritmus témakorében szamos publikécié
jelent meg [28, 29, 30, 31, 36]!.

A linearis feltételes, kvadratikus optimalizalasi feladatokbdl kiindulva kénnyen
felirhatok az an. dltaldnos linedris komplementaritdsi feladatok, amelyek igen szé-
les alkalmazasi teriilettel rendelkeznek, ezért a kezdetektOl népszertiek voltak a
kutatok korében. Linearis komplementaritasi feladatok megoldéasara is pivot algo-
ritmusokat dolgoztak ki el6szor. Ezek koziil a legismertebb a Lemke- [26] és a
criss—cross algoritmus [21]. Terlaky algoritmusa [32] nem igényli a pivot tébla
megnagyobbitasat.

A linedris komplementaritédsi feladatok megoldhatdsdganak kérdése dsszefiigg
a feladat matrixdnak tulajdonsigaval. Az egyik érdekes kutatdsi irdny a linedris
komplementaritasi feladatok esetén az volt, hogy a criss—cross algoritmus altala-
nositdsanak segitségével milyen tulajdonsaggal kell, hogy rendelkezzen a feladat
matrixa annak érdekében, hogy a feladat véges 1épésben megoldhaté legyen. Ezen
a teriileten az els6 eredményeket, az in. biszimmetrikus matrixokkal adott linedris
komplementaritasi feladatok esetén érték el a kutatok, igazolva, hogy a criss-cross
algoritmus megfelel$ varidnsa, ciklizalas ellenes indexvalasztési szabalyok alkalma-
zéséval, véges [1, 21, 34].

Az igazi elméleti kérdés az volt, hogy milyen tulajdonsagokkal kell rendel-
keznie a matrixnak ahhoz, hogy a linearis komplementaritasi feladat a konvex
optimalizélasi feladatok kozé tartozzon és a pivot algoritmusok véges sok 1épésben

1 Ezeknek kozos jellemzdje, hogy az algoritmus végességének a bizonyitdsira az tn. perturbd-
ci0s modszert alkalmazzak.
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A KVADRATIKUS SZIMPLEX ALGORITMUS VEGESSEGE 3

megoldjék a feladatot. Mint kés6bb kideriilt, a Cottle és tarsszerzéi [4] ltal beve-
zetett elégséges matrizok osztélya biztositja ezt [12]. Természetes médon mertilt
fel az a kérdés, hogy mi torténik, ha a linedris komplementaritasi feladat matrixa-
nak tulajdonsdgairdl nincsen informéacionk. Erre az esetre dolgoztak ki Fukuda és
tarsszerzdi egy olyan minimdl indexes criss-cross algoritmus véltozatot [10], ame-
lyik elégséges matrixok esetén ugyanigy miikédik, mint a kordbbi véltozat [12],
mig nem elégséges matrixok esetén vagy véges sok 1épésben megoldja a feladatot,
vagy bizonyitékot szolgaltat arra, hogy a matrix nem elégséges matrix. Csizmadia
és Illés [6] megmutattdk, hogy az ismert ciklizdlas ellenes index valasztdsi szabé-
lyok mindegyike alkalmas arra, hogy a criss-cross algoritmus végességét biztosit-
sdk, altalanos linearis komplementaritdsi feladat megoldasakor, a Fukudaék altal
bevezetett értelemben. A kozelmultban Csizmadia és tarsszerz6i egy egész, 1j cik-
lizélas ellenes index vélasztési szabdly osztdlyt definidltak, az in. s-monoton index
valasztasi szabalyokat, és ezekre igazoltak, hogy a legaltalanosabb criss-cross algo-
ritmus is véges az 0sszes s-monoton index valasztdsi szabdly alkalmazdsa mellett
[9]. A linedris komplementaritdsi feladat és a criss-cross algoritmus kapcsolatardl
57016 érdekes eredmények nagyrészét jol foglalja ossze Csizmadia doktori (PhD)
disszertacidja [7].

Annak ellenére, hogy a jelen dolgozatnak nem targya a linedris feltételes, kvad-
ratikus optimalizalasi feladat specidlis osztalyaira kifejlesztett bels6pontos megol-
déasi médszerek targyaldsa, mégis ugy gondoljuk, hogy a teljesség igénye nélkiil
néhany érdekesebb belsépontos algoritmust megemlitenénk. A belsépontos mdd-
szerek 1980-as évek mésodik felében valé megjelenése 6ta idérol-idore fellangol az
a vita, hogy milyen szempontok szerint célszerii, egy-egy feladatosztaly esetén, a
pivot- és bels6pontos algoritmusokat Osszehasonlitani. Linedris programozasi fel-
adatokra a t6bb szempont szerinti 6sszehasonlitdst I1lés és Terlaky [15] végezték el.
Hasonl6 osszefoglalé cikk, linearis feltételes, kvadratikus optimalizalédsi feladatok
megoldé algoritmusairdl — legjobb tudomasunk szerint — még nem késziilt.

A belsépontos médszerek kozott eléggé elterjedtek a primal-dudl tipusi algo-
ritmusok. Primal-dudl belsépontos moddszerekkel a linedris feltételes, kvadratikus
optimalizdlasi feladatok megoldasét, az optimalitasi feltételekbdl — dltaldnos line-
aris komplementaritdsi feladatokbdl — nyerhetd centrélis ut feladat sorozat iterativ
megoldédsaval &llitjak eld. A centralis it feladatok, iterdciérdl-iteraciéra, egyre
kisebb centralitdsi paraméterhez tartoznak. A primél-dudl belsépontos médszerek
megallasi kritériuma az, hogy a dualitds rés egy elére megadott ¢ > 0 paramé-
ter ald keriil. Ekkor azt mondjuk, hogy a belsépontos algoritmus egy e-optimalis
megoldast allitott eld.

A centralis 1t létezése és egyértelmiisége [25] alapvetden fontos a primal-dudl
belsépontos algoritmusok miikodése szempontjabdl. Az operaciékutatdk egy jelen-
tGs részében él az a tévhit, hogy a bels6pontos algoritmusokkal nem lehet pontos
megoldast eléallitani. Ezt a tévhitet cafolta meg elégséges linedris komplementa-
ritdsi feladatok esetén Illés és tarsszerzdinek a cikke [14].
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A pivot algoritmusokkal sszehasonlitva a primal-dudl belsépontos algoritmu-
sokat, az az elvarasunk, hogy a legfontosabb matrix osztdlyok (pozitiv szemidefinit,
illetve elégséges méatrixok) esetén a raciondlis mdtrixokkal és vektorokkal adott
linearis komplementaritdsi feladatokat elméletileg hatékonyan oldjak meg, azaz az
algoritmus iterdciéinak szdmara polinomidalis iteraciészam korlat létezzen.

A pozitiv szemidefinit méatrixszal adott linedris feltételes, kvadratikus opti-
malizalasi feladatbdl szarmaztatott linedris komplementaritasi feladat megolda-
sara Kojima és tarsszerzoi, egy kordbbi linedris programozasi feladatra megfogal-
mazott, kis lépéses, primdl-dudl belsépontos algoritmusuk [23] altaldnositdsdval
adtak meg olyan bels6pontos algoritmust, amelyre polinomidlis iteraciészam kor-
latot igazoltak [24]. A biszimmetrikus métrixszal megfogalmazott linedris komp-
lementaritasi feladat esetén, Kojimaék primél-duédl bels6pontos algoritmusanak
a polinomidlis iteraciészamét, egy — a célfiiggvényben szereplé matrix pozitiv
szemidefinit tulajdonsdgabdl szarmaztatott — egyenlGtlenség segitségével igazol-
tak. Természetesen meriilt fel a kérdés, hogy milyen tulajdonsiagu matrixok esetén
lehet hasonld, a komplexitas bizonyitds szempontjabdl hasznédlhatd egyenlGtlen-
séget levezetni. Kojima és tdrsszerz6i [25] a P*(k)-métrixok osztélydnak beve-
zetésével adtak meg a valaszt erre a kérdésre, ahol x > 0 valds, meghatarozott
paraméter. A P*(k)-métrixok a pozitiv szemidefinit matrixok egy lehetséges dlta-
lanositdsai, amelyek rendelkeznek még azzal a fontos tulajdonsaggal is, hogy a
linearis komplementaritdsi feladathoz tartozé centrélis it feladatnak létezik egy-
értelmit megoldasa barmely p > 0 centralitdsi paraméter esetén.

A P*(k)-métrixok és az elégséges matrixok kapcsolatdt teremti meg a P*-
matrixok osztdlydnak definidldsa, amely a P*(x)-métrixosztalyok uniéja, amikor a
Kk paraméter befutja a nemnegativ valds szamok halmazat. Viliaho megmutatta,
hogy a P*-mdtrixok, elégséges métrixok [35]. A mdsik irdnyt tartalmazds igazoldsa
Cottle és Guu [11, 5], illetve Kojima és tarsszerzéi [25] eredménye.

Az elégséges matrixokkal adott linedris komplementaritési feladatok témako-
rében még napjainkban is jelennek meg 1j belsépontos algoritmusok, illetve régi
algoritmusok 1j elemzései. Ezek koziil mi két cikkre [13, 16] hivnénk fel a figyel-
met, amelyek szerepet jatszottak a linedris komplementaritasi feladatok megold-
hatésaganak kiterjesztésében. Az egyik érdekes kérdés az volt, hogy Fukudaék
[10] eredményéhez hasonléan, készithets-e olyan bels6pontos algoritmus, amelyik
elégséges matrixok esetén ugyanugy miikodik, mint a korabbi belsdpontos algorit-
musok [13, 16], mig nem elégséges matrixok esetén polinomidlis Iépésben megoldja
a feladatot, vagy bizonyitékot szolgaltat arra, hogy a matrix nem elégséges matrix
[18, 17]. Az ilyen tipusi algoritmusok elsé, részletes és kimeritd térgyaldsat Nagy
Marianna adja meg doktori (PhD) disszertéciéjdban [27].

Visszatérve a linedris feltételes, kvadratikus optimalizalasi feladatok pivot
algoritmusokkal valé megoldasanak kérdésére, elmondhatjuk, hogy a késébbiekben
megjelent pivotaldsi algoritmusok jellemz8en (dltaldnos) linedris komplementari-
tasi feladatok megoldédsara felirt algoritmusok voltak.
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Dolgozatunkban megmutatjuk, hogy a hagyomanyos, linearis feltételes, kvad-
ratikus programozasi feladat, linearis komplementaritési feladatara felirt kvadra-
tikus primal szimplex algoritmus is véges, azon hagyoményos, ciklizdlas ellenes
indexvalasztasi szabdlyok alkalmazasa esetén, melyek kizardlag a redukalt koltsé-
gek és dudl valtozok elbjelén, illetve a valtozdk indexein alapulnak. Azaz a lined-
ris feltételes, kvadratikus programozasi feladat megolddsara altalanositott primél
szimplex algoritmus végességének bizonyitdshoz nincsen sziikség a perturbacids
eljaras hasznélatara.

A ciklizalas ellenes indexvélasztédsi szabdlyok a minimdl index, a last-in-first-
out, és a leggyakrabban valasztott valtozé elvét hasznialé szabalyok. A criss-cross
algoritmus esetén linedris feltételes, kvadratikus programozasi feladatra, az algo-
ritmus végességét a felsorolt indexvalasztasi szabalyok hasznalata mellett Illés és
tarsszerzéi igazolték [1]. A témakorben, pivot algoritmusok végességével kapcsolat-
ban az eddigi legaltaldanosabb eredményeket Csizmadia és tarsszerzéi publikaltdk
[9] az in. s-monoton szabélyok esetében.

1.1. Jelolések

Cikkiinkben a matrixokat délt nagy betilikkel, a vektorokat vastag betilikkel
jeloljiik. A skalarok normal kisbetiik, az index halmazok pedig kaligrafikus nagy-
betiikk. Egy matrix oszlopat alséindexszel, mig a sorokat felséindexszel jeloljiik a
tovdabbiakban. Jelolje A € R™*™ a linedris feltételes, kvadratikus optimalizalasi
feladat métrixszat, b € R™ a jobboldalt; az altaldnossag korlatozasa nélkiil felte-
hetjiik, hogy rank(A) = m. A célfiiggvény linedris részét ¢ € R™, a kvadratikus
részét @ € R™ ™ jeloli. A linedris feltételes, kvadratikus programozashoz tartozo,
linedris komplementaritési feladat matrixat M € RE*K jelsli, ahol K = n + m.
A kovetkezd részben bevezetett linearis komplementdritasi feladat jobboldal vek-
torat q € R*™ jelsli.

Legyen Z = {1,2,...,2K} a véltozék indexhalmazai, és Zp jelolje a bézis
indexhalmazait. Zp = I U Z%, ahol 7k a primdl bézis viltozok indexhalmaza,
mig Z¢ a dudl bézis véltozék indexhalmaza. Hasonléan megadhaté az T és Ty
indexhalmazok felbontésa is, azaz T = IP UZ% és Iy = N u Ij'f,.

Egy B bézishoz tartozé rovid pivot téablit T := BN jeloli, ahol N € REXK
a [-M,I] € REX2K a4 matrix nem bdzis részmatrixa. A transzformdlt jobboldalt
pedig q := B~'q képlettel szdmolhatjuk ki. Az egyes egyiitthaték a rovid pivot
tablaban legyenek a ¢;;-egytiitthatékkal jelolve.

1.2. A linearis feltételes kvadratikus programozasi feladat

Ha @ pozitiv szemidefinit métrix, akkor az (LKOF) konvex programozasi fel-
adat [22].

Alkalmazott Matematikai Lapok (20183)



6 ILLES TIBOR ES NAGY ADRIENN

A feladathoz rendelt Lagrange-fiiggvény [22] a kovetkezd:
L:RET" R
L(x,y,2) = f(z) +y" (Ax —b) —z"x (1)
A konvex Karush—-Kuhn—Tucker-tételt alkalmazva x* akkor és csak akkor pri-

mal optimadlis megoldas, ha Jy* € R, z* € Ry tgy, hogy (y*,z*) # 0 és
(x*,y*,z*) kielégiti a

Qx+c+ ATy —z=0 (2)
Ax—-b <0 (3)

y7(Ax —b) =0 (4)
z'x =0 (5)

x,y,z>0 (6)

rendszert.
Bevezetve az s € R} valtozét, a fenti rendszer a konvex (LKOF) optimalitasi
kritériumait adja meg:

—Qx—Aly+z=c (7)
Ax+s=Db (8)
yls=0 9)

z'x =0 (10)

X,s,y,z >0 (11)

Ugyanez martix alakban kifejezve, a biszimmetrikus, linearis komplementari-
tasi feladatra (BLCP) vezet:

<2>‘<Sf£><§>=<ﬁ) (12

yls=0 (13)
z'x =0 (14)
x,8,y,z2>0 (15)

A linedris feltételes, konvex kvadratikus programozési feladat tehat ekviva-
lens a kovetkez6 linedris komplementaritasi feladattal: keressiink olyan vektorokat,
amelyek kielégitik a

—Mu+v=q (16)
u'v=0 (17)
u,v>0 (18)
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rendszert, ahol

Mz( Q AT),q:<C> és v:<z>7 illetve u:<X>.
—A 0 b s y

Valamint (18) miatt (17) nyilvanvaléan vju; =0, (j = 1,... ,m+n). Az M métrix
definiciéjaban az egyszeriibb felirasi forma kedvéért a sorokat az eredeti felirdshoz
képest felcseréltiik.

A linearis feltételes konvex kvadratikus programozasi feladatbol szarmazo line-
aris komplementaritasi feladat matrixat biszimmetrikus matrixnak nevezziik, mely-
nek szdmos hasznos tulajdonsdga ismert [33].

A linearis feltételes konvex kvadratikus programozési feladat gyenge és erds
dualitas tételeirol, optimalitasi kritériumarol, megoldasi moédszereirdl a de Klerk
és szerzGtarsai altal irt jegyzetben [22] olvashatunk.

1.3. A kvadratikus primal szimplex algorimus

Dolgozatunkban a Wolfe-féle kvadratikus primdl szimplex algoritmust [36]
vizsgdljuk, melynek egy j6 dsszefoglaldsat taldljuk a [30] dolgozatban is.

A [—M, I] métrix barmely reguldris K x K részmétrixat bdzisnak nevezziik.
A linedris komplementaritasi (16)-(18) feladat egy bazisat komplementdrisnak
nevezziik, ha teljesiilnek a komplementaritasi feltételek, azaz xz = 0 és sy = 0.
Az 1j valtozokkal uv = 0 alakban is kifejezhetjiik a komplementaritast.

A kvadratikus primél szimplex algoritmus egy komplementdaris, primal meg-
engedett bazisbdl indul. Ilyen bazis el6allithaté az eredeti primal megengedett-
ségi feladat egy megengedett bézisat kiegészitve a linedris komplementaris feladat
bézisava a dudl feltételek eltérésvaltozdinak, a z vektornak béazishoz vételével.
Az eredeti primdal megengedettségi feladat egy megengedett bazisat eléallithatjuk
az MBU-szimplex algoritmus, illetve a criss-cross algoritmus megfelel6 variansai-
nak felhaszndldsdval is [2, 7, 21].

1.1. Definicio. Legyen adott egy (BLCP) feladat. A linedris komplemen-
taritdsi feladat egy bazisat majdnem komplementdrisnak nevezziik, ha egyetlen
indexpar kivételével teljesiilnek a komplementaritasi feltételek, vagyis létezik olyan
i €{l...2n}, hogy ujv; = 0 minden j € {1...2n} — {i} esetén.

Két komplementaris bazis kozott a kvadratikus primél szimplex algoritmus
tetszOleges szami majdnem komplementaris bazist generdlhat.

1.2. Definicio. Legyen adott egy (BLC P) feladat. A kvadratikus priméal szimp-
lex algorimus altal végzett, két komplementaris béazis kozotti majdnem komple-
mentaris baziscserék sorozatat huroknak fogjuk nevezni.

A kvadratikus primal szimplex algoritmus egy ciklusa egy tetszOleges primal
megengedett, komplementaris bazissal indul. Egy ilyen béazis esetén, ha minden
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dual valtozd is megengedett, ugy az algoritmus a Karush—Kuhn—Tucker-tétel értel-
mében megtalilta az eredeti feladat egy optimalis megolddsat. Amennyiben léte-
zik nem megengedett dual valtozod, gy a kvadratikus primal szimplex algorimtus
valaszt egy tetszéleges nem megengedett, dudl bézis valtozot. A kvadratikus pri-
mal szimplex algoritmus végességét ciklizalas ellenes indexvalasztési szabalyokkal
biztositjuk.

1.8. Definicio. A kvadratikus primdl szimpex algoritmus sordn a komplemen-
taris tablan vélasztott dudl valtozot dudl vezérvdltozénak, vagy egyszerlien vezér-
valtozonak nevezziik.

A dudl vezérvaltozd kivédlasztdsa utdn az algoritmus egy hurok soran addig
végez baziscseréket, mig a vélasztott dudl valtozé ki nem keriil a bazisbdl, vagy az
algoritmus egy végtelen javité irdnyt nem taldl.

A duél vezérvaltozé vélasztdsa utdn — tehat komplementéris bazisbdl indulva,
— a belép6 valtozd a vezérvaltozd primdl parja. Ezen valtozd egy javitd irdnyt
hatdroz meg [29]. A primdl megengedettség fenntartdsa érdekében az algoritmus
a transzformalt oszlopon a primal bazis valtozékon hédnyadostesztet végez,

0 = min {tqs|s € Ip, s primél véltozd melyre t,; > 0} . (19)
8]
Ez az az érték, amellyel a valasztott primal valtozot novelni lehet, miel6tt a 1épés
egy korlatozé feltételbe iitkozne.

Az algoritmus kiszamit egy 6; hanyadost is, ami a hanyadosteszt értéke a
vezérvaltozo sordban, 0, := %; illetve #; = oo akkor, ha a vezérvaltozo és a hozza
tartozé primal valtozd taldlkozasdnal nulla szerepel. A 6, érték képviseli azt a
1épéshosszt, ahol a kvadratikus célfiiggvény elGjelet valt a belépd valtozd novelése
soram.

Abban az esetben, ha 61 = 65 = 400, akkor a feladat nem korldtos [29)].

Amennyiben 6; < 65, Ggy az algoritmus a dudl vezérvaltozd sordban végez
béziscserét, a bazisban levd primal valtozdk szdma eggyel novekszik, az Gj bazis
tovabbra is megengedett, igy az algoritmus egy 1 hosszi hurokkal lezarja a ciklust,
a célfiiggvény javul.

Amennyiben 0y < 61 gy az algoritmus a primal hanyadosteszt altal minimé-
lisnak talalt hanyados sordban végez baziscserét. Ha a hanyadosteszt nem jeloli ki
egyértelmiien a pivot poziciét, akkor alkalmazzunk ciklizalds ellenes indexvalasz-
tasi szabdlyt. Az igy keletkezett bazis majdnem komplementéris.

Egy majdnem megengedett bézis esetén az algoritmus bejové valtozénak a
bézison kiviil levé nem komplementaris par dudl valtozdjat vilasztja, majd ugyan-
azon moédon valaszt sort, mint a komplementaris bazis esetén: a primal részen
végzett hanyadostesztet hasonlitja a vezérvaltozd sordnak hanyadosteszt értéké-
vel. Amennyiben a béaziscsere a vezérvaltozé soraban végezhetd, gy a kapott
bézis ismét komplementéris lesz, és a hurok lezdrul [29].

Alkalmazott Matematikai Lapok (2013)
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: .
B primal megengedett bazis

T komplementdris bazis

|

I_:={keIp|lq <0}
- meghatdrozdsa

igaz hamis
legyen v € T_ vezér véltozd
legyen j € Ty a v parja
_ S S j

hamis igaz

veDB 3

. o

<]

6y := min{|s € Ip, t,; > 0}
> ’

¥
igaz hamis
n 1

legyen 2 € Ip : f: =0,

Ao

legyen j a bézison kiviili

kompl. par dudl valtozéjanak indexe

1. dbra. Az algoritmus folyamatabréja.
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A (BLCP) feladatra megfogalmazott kvadratikus, primél szimplex algoritmus
folyamatdbraja az 1. abran, mig pszeuddokddja a 1.1. dbran talalhato.

1.1. Algoritmus. Az algoritmus pszeuddkédja.

bemend adatok:
A B primél megengedett bazishoz tartozé T" komplementéaris bazis

begin
1 I = {k € I%|qx < 0} a negativ dudl véltozék indexe a bazisban;
». while (Z_ #0) do

3. legyen v € Z_ tetszoOleges vezérvaltozo;

4. legyen j € ZX, a v komplementdris parja (primal, bazison kiviili);
5. while (v a bézisban van) do

6. if (t,; =0)

7. then 6, := o0

8. else 0, := t%

0. endif

10, 0y = mm{f—ﬂs € I, s primél valtozé melyre ty; > 0}

1. if (min(6;,62) = co) then STOP: nem korldtos feladat endif
12, if (0, <6s)

13, then pivotdlas a t,; elemen

14, else

15. legyen z € I%, gy hogy f:j =0,

16. pivotdlds a t,; elemen

17, a bazison kiviil pontosan egy komplementaris par van

18. legyen j ezen par dual valtozdjanak indexe, az ij belépo valtozd
19. endif

20. endwhile

o I_:={keTd|g <0}

22. endwhile

23. optimalis megoldasnal vagyunk;

end
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1.4. Egy példa

Az algoritmus Osszetettsége indokoltta tesz egy példat. A példa segitségével
szeretnénk egy masik tulajdonségra is felhivni a figyelmet: nevezetesen, hogy leg-
aldbbis bazistdblan szamolva egy feladatot, az els6 fazis technikailag nem egyszert,
hiszen elkeriilend6 a kiegészitett bazistabla invertalas utjan vald kiszamitasat, mar
a primdl szimplex elsé fazisat is a KKT-rendszeren végezziik el.

Tekintsiik tehdt a kovetkezd egyszeri feladatot:

min 2% + 23 — 2z, 23
xr1 — Ty + Tr3 = 1
x1+ 10 =2
A KKT-rendszerhez vezessiik be a kovetkez6 valtézo parokat: x primél valtozéd
parja a z redukalt koltséget jelolo valtozd, mely egyben a dudl sorok eltérésvalto-
z0ja, s eltérésvaltozo parja az y dudl valtozdk.
A kezdeti (roévid) pivot tdbla az eltérésvéltozokbdl allé bazisbdl indulva:

1. Ty Ty T3 Y1 Y2

s7 1 -1 1 0 01
55 1 1 0 0 01| 2
z1 | —1 0 1| -1 —-110
22 0 0 0 1 —-110
Z3 1 0 -1 -1 01y 0

Az elsé baziscserét a primal szimplex modszer els6 fazis célfiigvényét kovetve
az x3 oszlopaban végezziik. Ekkor a hanyadostesztet csupan az els6 két sor szerint
hajtjuk végre, azonban a tabla komplementaritdsat megérzendé a komplementaris
poziciéban is végrehajtunk egy baziscserét. Vegyiik észre, hogy ezen ,mésodik”
béziscserék a primdal megengedettséget nem befolyasoljék, hiszen mindaddig, amig
nem végziink baziscserét a tabla dual soraiban és a primal valtozéinak metszeténél,
addig dudl oszlopok primél sor részében egy azonosan nulla matrix all. Az elsd
két baziscsere tehat az z3 és s, illetve az y; és z3 parbdl 4ll.

2. | x1 x2S Y1 Yo 3. 1 2 8] Z3 Y

T3 1 -1 1 0 0 1 T3 1 -1 1] 0 0 1
55 1 1 0 0 0 2 55 1 1 0| 0 0 2
z1 | —2 1 -1 -1 -1} -1 z1 | —4 2 =2 | -1 -1/ -2
22 0 0 0 1 -1 22 2 -1 1 1 -1 1
Z3 2 -1 1{-1 0 1 y1| —2 1 -1(-1 0] -1

Tovabbra is az els6 fazist kovetve, a kovetkezd baziscsere par az xo és s

béziscsere, illetve az ys és zo béaziscsere.

Alkalmazott Matematikai Lapok (20183)
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4.1 1 s5 s8] Y1 Y2 5. | =1 85 8] Y1 2a
T3 2 1 1 0 0 3 T3 2 1 1 0 0 3
T2 1 1 0 0 0 2 T2 1 1 0 0 0 2
27| -6 -2 -2 | -1 —-11| —6 21 -9 -3 =3| -2 —-11{ -9
) 3 0 1 1 -1 3 | -3 -1 —-1| -1 -1/ -3
z3| -3 -1 —-1]| —1 01 —3 1] -3 -1 —-1] -1 01 —3

Az 5. tdbla méar primédl megengedett. Mindhdrom dudl sor dudl nem meg-
engedett, vagyis mindhdarom béazison kiviili primal valtozé javité irdnyt hataroz
meg. Mivel azonban s} és s5 mesterséges eltérésvaltozok, igy azok nem térhetnek
vissza a bézisba (ezeket el lehetne hagyni a tabldbol). Igy a bejove véltozé az x;.
A kiegészitett hdnyadosteszt alapjan diagonélis baziscserét végziink z; soraban.

6. z1 85 ST | Y1 2
o] 33 3[4 -3
w| 4 F |- 4
al=b 3 4 2 41
|-t 0 of-d =
wl-t o ol-b

A tabla megengedett és optimadlis. Az optimalis megoldds az azonosan 1, azaz
r=y=z=1.

2. A kvadratikus primadl szimplex algoritmus végessége

Az 1. dbrén és 1.1. algoritmusban bemutatott kvadratikus szimplex algorit-
musrdl szdmos cikk irédott az 1960-as évek elején [26, 28, 29, 30, 31, 36]. Az al-
goritmus végességét eredetileg a perturbacids médszerrel igazoltdk. Ebben a feje-
zetben a kvadratikus szimplex algoritmus 1j bizonyitasat adjuk ciklizélas ellenes
indexvalasztasi szabdly segitségével.

Felidézziik az dgynevezett s-monoton index valasztasi szabdlyokat [2]:

2.1. Definicio. Legyen adott egy index vélasztason alapuld pivotalasi szabaly,
egy s € Ni vektor, amelynek a koordinatdit a feladat valtozéihoz rendeltiik, és az
algoritmus iteracidi soran a pivotdlasi szabalytdl fiiggéen médosulhatnak. A pivo-
talasi szabalytdl fiiggd s vektor sorozatra az aldbbi elvarasokat fogalmazzuk meg:

1. Az s vektor értékei a béziscserék sordn nem csckkennek, illetve kizdrdlag
a mozgd valtozok értéke valtozhat. Az index vélasztasi szabdly, valasztasi
lehetGség esetén, az s vektor szerinti maximalis értékl elemei koziil valaszt.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2013)
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2. A algoritmus sordn barmikor mozgé (vagyis bézisbdl kilépd vagy belépd) val-
tozokra megszoritva, van olyan B* bazis, amikor az s vektor szerinti legkisebb
értékili bazison kiviili valtozé egyértelmii. Legyen ez az x; valtozd.

3. Ha a B* bézis utan az x; valtozd belép a bazisba, akkor a legk6zelebbi belépés
utéan, egészen addig, amig esetleg az x; valtozd Ujra tavozik a béazisbdl, igaz,
hogy azon valtozdk s értéke, amelyek mozogtak az x; valtozo bazisba belépése
Ota, nagyobbak, mint az x; valtozo s vektor szerinti értéke.

Azokat a pivotalasi szabélyokat, amelyekhez tartozo s vektorokra az 1-3. feltételek
teljesiilnek s-monoton pivotédlasi szabalyoknak nevezziik.

Az s-monoton indexvélasztdsi szabalyok alkalmazéasra keriiltek kvadratikus
criss-cross algoritmus végességének igazoldsakor [1, 7, 9].

Dolgozatunk szempontjabdl a {6 észrevétel, hogy az s-monoton indexvalasztési
szabalyok nem egyértelmii valasztds esetén egy, az adott pillanatban jél definialt
preferencia vektor szerint vélasztanak, nem haszndlva a béazistabla elemeinek a
konkrét értékeit.

Bizonyitasunk az algoritmus és a linedris feltételes konvex kvadratikus prog-
ramozasi feladat pivot tablajanak tulajdonsigainak vizsgalatan alapul. Altaldnos
esetben, sajnos a biszimmetrikus tulajdonsag nem 6rz6dik meg kozvetlen médon,
de egy kis kiegészitéssel hasonl tulajdonsig bizonyithaté.

2.1. LEMMA. [33] Egy kvadratikus programozdshoz tartozé biszimmetrikus
matrix esetén tetszoleges bazis transzformaciéval nyert, komplementaris bazis ese-
tén a bazistabla tovabbra is biszimmetrikus azzal a kivétellel, hogy az eredeti pri-
mal feltételek és a dual valtozok metszetében levs nulla matrix helyén egy pozitiv
szemidefinit matrix all.

A fenti eredmény kivétel része elkeriilhetd, ha a kvadratikus feladat egy szim-
metrikus felirdsat alkalmazzuk [21].

A végesség bizonyitasit visszavezetéssel végezziik. Bizonyitjuk, hogy egy cik-
lizalé példa esetén a primal megoldés sziikségszertien nem véltozik, vagyis minden
béziscsere primél degeneralt. Szemléletes médon, ez azt jelenti hogy az adott meg-
oldashoz tartozo linearizalt feladat valtozatlan marad. Megmutatjuk, hogy ilyen
esetben az algoritmus altal végzett baziscserék pontosan megfelelnek egy megfelel6
linedris programozési feladatra nézve a primal szimplex algoritmus béaziscseréinek,
mely indexvalasztasi szabaly alkalmazasa esetén véges: sziikségképpen, a kvadra-
tikus szimplex algoritmus is véges mindazon ciklizalds elleni indexvalasztasi sza-
balyok esetén, melyre a primal szimplex az, amennyiben a ciklizalas elleni index-
valasztasi szabély kizardlag a redukalt koltségek elbjelére és a valtozok indexével
kapcsolatos vélasztasi preferencidkra hivatkozik [9]. A lexikografikus szabélyra a
bizonyitdsunk nem alkalmazhaté kozvetlen médon. Legjobb tudomésunk szerint,
a lexikografikus rendezés alkalmazasdval a kvadratikus szimplex algoritmus véges-
ségét igazold eredmény nem ismert.
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Tegyiik fel tehat, hogy az algoritmus nem véges, és tekintsiink egy ciklizald
ellenpéldat. Mivel a bizonyitds visszavezetésen alapszik, a ciklizdlé ellenpélda
méretének minimalitdsa nem sziikséges, és nem is egyszertsitené lényegesen a gon-
dolatmenetet.

El6szor megmutatjuk, hogy egy ciklizdlé ellenpéldan az algoritmus kizardlag
egyfajta, mégpedig kett6 hosszu hurkokat allit eld.

2.2. LEMMA. Tekintsiik a konvex (LKOF) feladatot a hozzd tartozé (BLCP)
formaban. A kvadratikus szimplex algoritmus végrehajtasa soran, egy ciklizalé
példa esetén, legfeljebb véges sokszor fordulhat el6 olyan baziscsere, amelyik egy
hosszi hurkot végez.

Bizonyitds. A kvadratikus szimplex algoritmus megfogalmazasdbdl adédik,
hogy egy 1 hosszt hurok egyetlen, a dual vezérvaltozd soraban végzett baziscseré-
bol 4ll; ez a 0 < 61 < 05 esetnek felel meg. Mivel a dudl vezérvaltozot tgy valasz-
tottuk, hogy a hozzatartozo jobboldal negativ, igy ez a baziscsere nem degeneralt.
Ilyen esetben a belep6 primdl véltozd oszlopa egy javito irdny és a célfiiggvény
értéke javul [29]. Mivel az egy hosszi hurkok esetén a célfiiggvény javul, ezért a
korabbi bazisok egyike sem térhet vissza, hiszen a kvadratikus szimplex algoritmus
célfiiggvénye monoton csokken. Figyelembe véve, hogy véges sok bazis van, egy
hossz hurok véges sokszor fordulhat el6. a

Most vizsgaljuk meg a ketténél hosszabb hurkok lehetséges szamat.

2.3. LEMMA. Tekintsiik a konvex (LKOF) feladatot a hozzd tartozé (BLCP)
formdaban. A kvadratikus szimplex algoritmus végrehajtasa soran, egy ciklizalé
példa esetén legfeljebb véges sok nem 2 hosszisdagiu hurok lehetséges.

Bizonyitds. A 2.2. lemma alapjan legfeljebb véges sok 1 hosszu hurok lehet-
séges. Figyeljiikk meg, hogy a bazisban levé primdl valtozdk szdama legfeljebb az
1 hosszi hurkok esetén novekedhet. Nem 1 hosszi hurok esetén, az elsé bazis-
cserét kovetOen, egészen addig, amig nem a dudl vezérvaltozd sordban végziink
béaziscserét, addig a baziscserék soran a bejov6 dudl valtozd egy primél valtozot
cserél ki a bazisban. Vagyis amennyiben a hurok 3, vagy anndl hosszabb, tgy a
bézisban levé dudl valtozdk szdma monoton novekedik. Mivel csokkenni csak 1
hosszi hurkok soran tud, melyek szama véges, igy sziikségképpen a 3, vagy annél
hosszabb hurkok szama is véges. ad

Osszefoglalva megéllapithatjuk, hogy egy ciklizdlé példa esetén az algoritmus
véges sok béziscsere utan 2 hosszi hurkok végtelen sorozatat végzi.

Felvet6dik a kérdés hogy nem lenne-e célszerli a bizonyitast a criss-cross algo-
ritmus végességére visszavezetni, hiszen a 2 hosszi hurkok megfelelnek egy-egy
felcserélés béziscserének [21, 1, 7]. A nehézséget az okozza, hogy a béziscsere
soranak kivéalasztasa utan az oszlopvalasztas a kvadratikus szimplex algoritmus
soran kotott, igy a criss-cross algoritmus méasodik index valasztéasi 1épése elmarad.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2013)



A KVADRATIKUS SZIMPLEX ALGORITMUS VEGESSEGE 15

2.4. LEMMA. Tekintsiik a konvex (LKOF) feladatot a hozzd tartozé (BLC P)
formdban. A kvadratikus szimplex algoritmus végrehajtasa soran, egy ciklizalé
példa esetén legfeljebb véges sok baziscsere utan a bazismegoldds primal része
nem valtozik.

Bizonyitds. Tételezziik fel, hogy az ciklizal6 példa soran mar kizardlag 2 hosszi
hurkokat végez az algoritmus a 2.2. és 2.3. lemmék alapjan.

Egy 2 hosszu hurok elsé béziscseréje soran egy nem degeneralt béziscsere ja-
vitand a célfiiggény értékét [29].

A mésodik baziscsere esetén ennél tobb is mondhaté. [33] alapjdn ilyen esetben
a belépd dudl valtozo és az el6z6 iteracidoban a bazisbdl kilépett primél valtozé talal-
kozésénal a bazistabla t;; értéke nem-pozitiv, és amennyiben szigorian negativ,
gy a baziscsere javit a célfiiggvényértéken — mely esetiinkben azt jelenti, ez az eset
csak véges sokszor fordulhat el§ — illetve amennyiben nulla, Ggy a bazistabla ezen
oszlopaban minden bézisban levé primal valtozéhoz tartozd érték nulla, vagyis a
pivot tdbla primal része mar nem transzformalédik. ad

A fenti bizonyitdsban szerepld [33] eredményének felhasznédldsaval a kovetkezd
er6sebb lemmat is bizonyithatjuk:

2.5. LEMMA. Tekintsiik a konvex (LKOF) feladatot a hozzd tartozé (BLCP)
formdban. A kvadratikus szimplex algoritmus végrehajtasa soran, egy ciklizalé
példa esetén legfeljebb véges sok baziscsere utan az algoritmus csupa 2 hosszu
hurkot végez, melyekre a kovetkezo igaz:

— A hurok elsé baziscseréje egy degeneralt baziscsere, mely soran egy primél
valtozo belép, és egy primal valtozo kilép a bazisbol.

— A hurok mdsodik (és utolsé) bdziscseréje sordn a megelézé iterdciéban be-
Iépett primal valtozé dual parja kilép, mig a megel6zo iteracioban kilépett
primal valtozé dual parja belép a bazisba.

— A hurok mdsodik bdziscseréje soran a beléps dudl valtozo transformalt osz-
lopaban minden primal valtozohoz tartozé sorban nulla érték szerepel.

Bizonyitds. Kovetkezik a 2.1. - 2.5. lemmd&kbdl, a 2.5. lemma bizonyitdsdhoz
hasonlé mddon [33] eredményébdl. O

Hasonl6 tulajdonsadg mondhaté a hurkok els6 baziscseréjének dudl részére is.

2.6. LEMMA. Tekintsiik a konvex (LKOF) feladatot a hozzd tartozé (BLCP)
formaban. A kvadratikus szimplex algoritmus végrehajtasa soran, egy ciklizdlé
példa esetén legfeljebb véges sok bazis csere utan a komplementaris bazisbél indulé
baziscserék esetén a belépé primal valtozé transzformalt oszlopaban a kiinduldsi
bazistablan a dual valtozokhoz tartozo sorokban nulla értékek szerepelnek.
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Bizonyitds. Felhaszndlva a 2.1. lemmat, mivel a vélasztott dudl vezérvaltozo
sordnak és a hozza tartozo belép6 primal valtozé ennek a szemidefinit matrixnak
egy diagondlis eleme, mely nulla, igy sziikséges, hogy ennek a szemidefinit mat-
rixnak ezen oszlopa (és sora) azonosan nulla legyen, hiszen ellenkez6 esetben nem
volna pozitiv szemidefinit, hiszen egy tetszéleges nemnulla érték és a diagonalis
pozici6 altal alkotott 2 x 2-es atld menti részmatrix determinansa negativ lenne.
O

A kordbbi lemmakkal méar bizonyitottuk, hogy a ciklizalé ellenpélda esetén
a mozgs valtozok transzformalt oszlopaiban nulla értékek szerepelnek a 2 hosszi
hurkok els6 béziscseréje esetén a dual véltozdk soraiban, mig a mésodik baziscserék
esetén a primdl valtozok soraiban. A két bazistdbla szerkezetét a 2. 4bra mutatja.
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2. abra. Egy ciklizal6é példa esetén a ciklizalds bedllta utdn a 2 hosszi hurkok
elsé, illetve masodik baziscseréjéhez tartozéd bazistabla szerkezete.

Tekintsiink egy ciklizald példat, és tegyiik fel a 2.2. és 2.3. lemmék alapjéan,
hogy az algoritmus mar csupa 2 hosszi, degeneralt hurkokat végez. Egy tetszbleges
komplementdris bézis esetén, Z% és Ijé rendre jelolje a bézisban levé primél-,
illetve dudl valtozdk index halmazét, mig az 7%, és T¢ pedig a nem bézis valtozok
megfelel6 indexhalmazait, ahogyan azt korabban bevezettiik.

Legyen G = MIE v az T és I} indexhalmazok dltal meghatdrozott rész-
matrix, d = qr, a 7%, halmaz elemeihez tartozé jobboldal, mig f = Azg a Té
halmaz elemeihez tartozd jobboldal.
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Ekkor a 2.1. lemma alapjan G = MIEIK = —MI%I%. Lathatd, hogy az M
transzformalt bazis tdbla megegyezik a

min fTx

(LPs)
Gx<d

pecidlis linedris programozési feladatra (LP;) felirt Karush—-Kuhn—Tucker-feltéte-
lekkel, amennyiben a feladat azon részétol, mely nem jatszik szerepet a ciklizalas-
ban, eltekintiink.

Felhasznalva a 2.6., 2.5. és 2.1. lemmakat, lathatd, hogy a béazistabla ugyan-
olyan médon transzformdlddik a 2 hosszi hurkok soran, mint ahogy az el6z6 line-
aris programozasi feladat bézistabldja. Tovabba a dudl vezérvéaltozd valasztdsa
megfelel a célfiiggvény soraban levé oszlopvalasztasnak, majd a primél valtozok
feletti hanyadosteszt megfelel a linearis programozasi feladatra megfogalmazott
primdl szimplex mdédszer hanyadostesztjének a kisebb méretii linedris programo-
zési feladat esetén.

N M o
0
P G d
10
o
D el £
0]

3. abra. A kvadratikus programozasi feladat béazis tdblajanak szerkezete a cikli-
zal6 valtozokra nézve.

Tehét a (BLCP) feladatra megfogalmazott kvadratikus primal szimplex mdd-
szer pontosan akkor ciklizalhat, ha a linearis programozasi feladtra megfogalmazott
primdl szimplex algoritmus ciklizdl az (LPs) linedris programozasi feladaton.

Figyelembe véve, hogy a linedris programozasi feladatra megfogalmazott pri-
mal szimplex algoritmus nem ciklizalhat, ha olyan index valasztasi szabdalyt hasz-
nalunk a végesség biztositasira, amelyik az tin. s-monoton indexvalasztasi szabé-
lyok (pl. minimdl index szabdly, LIFO- vagy a leggyakrabban vélasztott valtozoé
szabélya) kozé tartozik [9)].

A (BLCP) feladatra megfogalmazott kvadratikus primal szimplex mddszert
el kell latnunk ciklizélas ellenes indexvalasztasi szaballyal, amely biztositja az al-
goritmus végességét. Osszefoglalva, kimondhatjuk a kovetkezd tételt:

2.1. TETEL. A (BLCP) feladatra megfogalmazott kvadratikus primal szimp-
lex médszer, s-monoton indexvalasztasi szabalyok hasznalata esetén véges.
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Megmutattuk, hogy a kvadratikus primal szimplex algoritmus véges az s-

monoton indexvalasztdsi szabdlyok alkalmazédsa esetén. Eredményiink kozvetlen
atiiltethet6 a kvadratikus dudl szimplex algoritmusra is.
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FINITENESS OF THE QUADRATIC SIMPLEX METHOD
WITH THE APPLICATION OF INDEX SELECTION RULES

TIBOR ILLES, ADRIENN NAGY

We provide a new proof for the finiteness of the primal simplex method for linearly const-

rained convex quadratic programming problems when using index selection rules. The original
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quadratic simplex algorithm was developed by Wolfe and van de Panne and Whintson, and
have been published in a series of papers in the 1960s, using perturbation techniques to ensure
finiteness.

We show that for the method to cycle, the pivots and the problem needs to be degenerate;
i.e. the value of all the variables -in the corresponding pivot tableau of the Karush-Kuhn-Tucker
system- taking part of the primal ratio test needs to be zero, but moreover, the the value of
the entries in the transformed pivot columns that correspond to the quadratic objective must be
Z€ero.

It follows that the quadratic primal simplex method is finite for any index selection rule that
only relies on the sign structure of the transformed right hand side and of the reduced costs, and
for which the corresponding traditional primal simplex method is finite for linear programming
problems.
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