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A KLASSZIKUS MATEMATIKA EGY LEHETSEGES ALTALANOSITASA!

RAZGA TAMAS

Dolgozatunk elsédleges célja, hogy bevezessiik a redlisan ellentmondds-
mentes matematikai elméletek fogalmat, és matematikai-logikai alapon meg-
mutassuk, hogy ezek ismeretelméletileg egyenértékiiek a klasszikus értelem-
ben vett ellentmonddsmentes elméletekkel, igy képesek arra, hogy természetle-
frdsunk teljes értékii alapjit képezzék. Ismertetjiik Q(k)-t mint a természetes
szdmok és R(v)-t mint a valds analizis egy javasolt 1j, altaldnos elméletét.
Megmutatjuk, hogy Q(k) és R(y) egyardnt redlisan ellentmonddsmentes,
valamint hogy egyfeldl redlis esély van a v dllandé értékének kisérleti méd-
szerekkel (azaz numerikus szdmitdsok eredményeként) valé meghatdrozdséra,
mésfelél arra, hogy « értékének megfeleld valasztasival a fizikai természet-
leirdshoz egy, a maindl jobban alkalmazkodni képes matematikai elmélethez
juthassunk.

1. Bevezetés

A mult szazad kozepére tehetd, amikor a matematika alapjainak kutatoéi olyan
kérdésekkel kezdtek foglalkozni, hogy (1) természetes szdmnak tekinthetjiik-e a
1010" jelsorozattal definidlt absztrakt szdmot; hogy (2) megadhaté-e olyan defi-
nicié, mely egzakt moédon tesz kiilonbséget a véges és a végtelen szdamok kozott;
hogy (3) egy konkrét matematikai 4llitast tekinthetiink-e egy adott axiémarendszer
kovetkezményének, ha annak (formalis) levezetése tobb, mint 101990 szimbélum-jel
alkalmazdsat igényli; és végiil hogy (4) mit kezdhetiink a természetes szdmok arit-
metikdjdnak egy olyan rendszerével, mely redlisan ellentmondds-mentes (ha pl. a
redlis bizonyitdsok hosszat 1019%0-re korldtozzuk), ugyanakkor a klasszikus logika
(mely a bizonyitdsok hosszat nem korldtozza) szempontjabdl ellentmonddsos.

Az elébbi négy kérdés koziil az els6 kettét Van Dantziggal [1], mig az utébbi
kett6t Rohit Parikh-hal [2] hozhatjuk kapcsolatba. A felvetett problémakér meg-
lehet6sen komoly, miivel6inek koére nem csak e két szerzore korlatozodik, hanem

1Az Alkalmazott Matematikai Lapok szerkeszt&sége nem azonositja magéit az id6 kézben el-
hunyt szerzé filozéfiai kovetkeztetéseivel, azonban a gondolat- és szdlasszabadsig jegyében a dol-
gozatot nem kivanta megcsonkitani.
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egy 1j matematikai-logikai iskola, az ugynevezett ultrafinitizmus megalapitasahoz
vezetett [3].

Dolgozatunk szempontjdbél az a lényeg (ezt ragadjuk meg), hogy ezen qj
matematikai-logikai iskola szerint az aritmetikaban jogosan kérddjelezhetjiik meg,
hogy mindaz, ami érvényes a kis, a kozepes és a nagy szamok korére, az min-
den tovabbi nélkiil kiterjesztheté az olyan nagyon-kicsi és az olyan nagyon-nagy
szdmokra is, amelyek eléallitdsa meghaladja (nemcsak technikai adottsdgainkbdl,
hanem fizikai korlatainkbdl is kvetkez6) realitdsunkat, és igy csak a képzeletiinkben
lehetséges.

Dolgozatunkban a redlis bizonyitdsok hosszat a k jellel korlatozzuk, de k tény-
leges értékét mindvégig nyitva hagyjuk, erre vonatkozéan csak néhany el6zetes
utalast tesziink.

Ugyanakkor szildrdan meg vagyunk gy6zodve arrdl, hogy ha x értékét helyesen
vélasztjuk, igy (ismeretelméletileg) nem tehetd kiilonbség a ,csak” redlisan ellent-
monddsmentes és a klasszikus értelemben vett ténylegesen ellentmonddsmentes
aritmetikai elméletek kozott.

E hivatkozasok és bevezeté gondolatok utan dolgozatunk programja a kovet-
kez6:

a) Vizsgdlataink alapjdul a természetes szdmok aritmetikdjdnak Raphael

M. Robinsonrdl elnevezett legegyszeribb axiomarendszerét, az ugyneve-
zett Q-aritmetikat valasztjuk.

A 2. fejezetben megmutatjuk, hogy: (1) habdr a Q-aritmetika a Peano-
aritmetika leggyengébb alrendszerét képezi, mégis alkalmas arra, hogy
benne a szamelmélet j6 néhany kozismert tétele legyen megfogalmazhato
és bizonyithatd; (2) a Q-aritmetika keretein beliil kénnyen definidlhaté az
y = exp(a, z) hatvdnyfiiggvény a szokdsos tulajdonsdgokkal (kivéve azt,
hogy minden a-hoz és x-hez tartozik y); (3) minden ¢ értékhez van olyan
k = k(c) természetes szam, melynél egyetlen y természetes szdmra sincs az
y = exp(2, k(c)) egyenléségnek c -nél révidebb bizonyitdsi hosszi bizonyi-
tésa; (4) kovetkezésképpen Q-aritmetika kiegészithetd a (Q9) axiéméval
(ami az el6bb emlitett koriilményt fejezi ki kellden nagy ¢ = & esetére)
ugy, hogy az ered Q(k)-aritmetika (a bizonyitdsi hosszak ,nagyon-nagy”
k-ra korldtozasaval) redlisan ellentmonddsmentes.

b) A 3. fejezetben becsléseket tesziink k(c) értékére, valamint roviden kitériink
arra, hogy amennyiben az 6sszeadds és szorzas miiveleti fiiggvényeit logikai
fiiggvényekkel helyettesitjiik, akkor az igy kapott (még gyengébb) Q* (k™)
aritmetikdban k(c) > k*(c).

Ez utébbi koriilményre is tekintettel megmutatjuk, hogy « megfeleléen
nagy értékiire valasztdsa esetén nem tehetiink kiilonbséget a ,,csak” redli-
san ellentmonddsmentes és a klasszikus értelemben ténylegesen ellentmon-
ddsmentes aritmetikai rendszerek kozott, igy a természetes szamok arit-
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metikdjanak lehetséges (kivdnatos) dltaldnositdsaként a Q(k) és Q (k")
aritmetikak egyarant szamitdsba jonnek.

A 4. fejezetben felvazoljuk a valds szdmok Q(k)-aritmetikdval kompatibilis
1j elméletét, megmutatjuk, hogy pusztan ennek keretein beliil nem lehet-
séges a hatdrozott integrdl értelmezése, mert ehhez kiilon axiémara van
szitkség, valamint ravilagitunk arra, hogy a valds szamok egyértelmiien a
mikro- és makro-szdmok kategéridjaba sorolhatok.

Az 5. fejezetben vézlatosan targyaljuk a valds analizis dltaldnositdsdhoz (és
ezen beliil a hatdrozott integrdl értelmezéséhez) sziikséges kiilon axiémaé-
kat, és megmutatjuk, hogy az ezekkel kiegészitett elmélet redlisan ellent-
monddsmentes.

Befejezésiil a 6. fejezetben Osszegezziik vizsgalataink alabbi f6bb tanulséa-
gait:

(i) mivel az 1j elmélet (k kellben nagy értékiire vélasztdsa esetén) bizonyi-
tottan redlisan ellentmonddsmentes, ezért nincs okunk arra, hogy azt ne
tekintsiik (a klasszikus értelemben vett) ténylegesen ellentmondds-mentes
elméletnek;

(ii) az 1] elmélet ~ allandéja (elvileg) ugyantgy tapasztalati iton hataroz-
haté meg (példaul szamitégéppel tdmogatott nagypontossdgi numerikus
szémitdsok eredményeként), mint ahogy a Bolyai-geometria ¢ 4llandéja
is megkaphaté nagyprecizitdsi foldmérések (illetve fizikai megfigyelések)
eredményeként;

(iii) végiil felvdzolunk néhany gondolatot arrdl, hogy miként lehet az 1j,
altaldnos elméletet felhasznalni arra, hogy &altala a fizikai természetleira-
sunkhoz egy, a maindl jobban alkalmazkodni képes matematikai hdattér-
elmélethez juthassunk.

2. Q és Q(k) aritmetikai rendszerek

Ismeretes (ldsd pl. [4]), hogy a természetes szdmok (amik Gsszességét a kialakult

gyakorlat szerint a tovédbbiakban egyszeriien csak N-nel jeloljiik) legdltaldnosabb
elméletét a Raphael M. Robinson altal bevezetett Q-aritmetika adja. Fzt az elméle-
tet valasztjuk tovabbi vizsgalataink kiindulé alapjaul, mint ahogy ezt valasztottuk
e dolgozat el6futarat képezd forrasmi [5] alapjdul is. (Hivatkozott dolgozatunkban
még nem ismertiik e témakor kiterjedt irodalmat, és ezért Q-aritmetika helyett
egyszeriien csak RA-rendszerrdl beszéltiink).

I. Részben e kiterjedt irodalomra (aminek tovabbi részletei pl. [6]-ban és [7]-ben

talalhatdok), részben a mar idézet forrdsmunkara [5] hivatkozassal az aldbbiakban
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roviden Osszefoglaljuk a Q-aritmetika dolgozatunk szempontjabdl leglényegesebb
adottsagait.

a)

b)

A Q-aritmetika formaélis rendszere a ,,0” konstans jelet, az ,S”, a ,,+" ésa ,-”
miveleti jeleket, az ,=" egyenléség jelet, valamint valtozdjeleket hasznal.

A Q-aritmetika els6 hét axioméja azonos a Peano-aritmetika els6 hét axio-
majaval.

A Peano-aritmetika teljes indukcids axiomasémdjdat a Q-aritmetikdban az
aldbbi (1ényegesen , gyengébb”) axiéma helyettesiti:

(Q8) a = 0, vagy van olyan b, hogy a = Sb (ahol a és b véltozdjelek).

A Q-aritmetikdban precizen definidlhaté a hatvdnyozds y = exp(a, ) miive-
lete (a szokdasos f&bb tulajdonsagokkal), ahol is x, y és a természetes szam-
valtozdk.

Parikh tétele értelmében [2, Theorem 4.3.] Q-aritmetikdban ugyanak-
kor nem bizonyithaté a hatvanyozas miiveleti fiiggvényének totélis volta,
vagyis hogy az a és x valtozok minden konkrét a és x értékéhez taldlhatd
legyen olyan y, hogy y = exp(a, z) fennéll.

Q-aritmetikan beliill megadhaté a természetes szamoknak egy olyan Ny
osszessége (nevezziik ezeket a tovdbbiakban egyszertien csak Ng-szamoknak),

hogy:
(i) az Ny-szdmok kore az ,,S”, a ,+” és a ,,-” miiveletekkel szemben zért;

(ii) tetszbleges a és x Ny-szdmokhoz van olyan N-beli y szdm, hogy
y = exp(a, z);

(iii) az Ng-szdmok korében szdmsorozatokat és fiigguénysorozatokat definidl-
hatunk az ezekre vonatkozéan ismert Gsszefiiggések szinte érintetlen fenn-
tartasa mellett;

(iv) az Ng-szamok korében a Q-aritmetika olyan alapvetd tételek bizonyitéd-
sara képes, mint a legnagyobb kozos osztd és a legkisebb kézos t6bbszorss
létezése; a kinai maradéktétel; vagy mint pl. Gauss alaptétele a természetes
szamok primszam-szorzatra torténd felbontasarol.

Felteheté tovabba [8], hogy az Ng-szdmok koérében a Q-aritmetika a szam-
elmélet olyan legismertebb tételeinek a bizonyitasara is elegend6, mint pél-
daul a ,nagy” Fermat-tétel, valamint hogy egy természetes szam és annak
kétszerese kozott mindig van primszam, és igy tovabb.

Megjegyzés. (1) és (ii) igazoldsdhoz leginkdbb a [2]-ben, [4]-ben és [6]-ban
taldlhaté hattérismeretekre hivatkozunk, mig (iii) és (iv) aldtdmasztdsandl [8]-ra
hagyatkozunk.
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A Q-aritmetikédn beliil valamely m természetes szdmnak a (Q-aritmetika
formélis nyelvén keresztiil torténé) formadlis kifejezésére az aldbbi két médon van
lehet6ség:

m = SSS...S0 azaz ,m” darab ,,S”-jel valamint egy darab ,,0"-jel; (1)

vagy
0=0; 2-m=SS0-m 2-m+1=2-m-+S0 (2)

ahol is m jeloli az m természetes szam Q-aritmetikan beliili formalis valtozatat.

Az (1) szam-kifejezés a megszokottabb (Godel is ezt haszndlta), a (2) kifejezés
viszont ,, gazdaségosabb”, ugyanis példaul az m = 2% természetes szdm formélis
kifejezésére (1) szerint 2% + 1, mig (2) esetén minddsszesen 6 - k formélis jelre van
sziikség.

Dolgozatunkban — amikor csak megtehetjiik — mi mindvégig a (2) szam-kifejezést
hasznéljuk.

Tegyiik fel, hogy valamilyen okbdl (pl. Univerzumunk fizikai térvényeibél kifo-
ly6lag) formadlis logikai miiveleteink hosszédban korlatozva vagyunk, és igy pl. egy
kifejezést (ezen belill egy szdm-kifejezést is), egy formuldt, vagy egy bizonyitdst
csak akkor &ll médunkban redlisan (hitelt érdemléen) elfogadni, ha azok jelsorozat-
hossztsaga kisebb valamely x szdmnél.

Dolgozatunkban feltételezziik, hogy Univerzumunk (az aritmetika vonatkoza-
sédban is) ilyen tulajdonsdgu, és abban létezik ilyen x szdm is, bar annak konkrét
értékét nyitva hagyjuk.

Megjegyzés. A fizika mai &lldsa szerint Univerzumunk véges, a benne foglalt
atomok szama mintegy 10%°-ra becsiilhetd, és igy a x ~ 1089 érték is egy ilyen
szoba-johetd korlatot képvisel.

2.1. Definicid. Valamely kifejezésrdl (szdm-kifejezésrdl is), formuldrdl vagy
bizonyitasrol akkor mondjuk, hogy az redlis (azaz tényszerli, megvaldsithatd, tehét
nem képzeletbeli), ha annak Q-aritmetikén beliili kifejezéséhez k-ndl kevesebb for-
mélis jelre van sziikség;

2.2. Definicio. Egy elméletrél akkor mondjuk, hogy redlisan ellentmondds-
mentes, ha abban egyik axiéma tagadasanak sincs redlis bizonyitdsa.

A mondottak értelmében a Q-aritmetikdn beliil (2) szerint kifejezheté leg-
nagyobb szam:
Nmax ~ 2H/4- (3)

”

Ha viszont (2) nem alkalmazhaté (mert pl. a Q-aritmetikdn belil a ,+7 és -
miiveleti fiiggvényeket logikai fiiggvényekkel helyettesitjiik — ldsd késobb, a 3. feje-
zetben), akkor:

Nmax ~ K. (4)
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2.1. TETEL. ¢ minden értékéhez taldlhaté olyan k = k(c) természetes szdm,
hogy az y = exp(2,k(c)) egyenléségnek egyetlen y természetes szdm esetén sincs
c-nél rovidebb bizonyitasa.

A tételre szigort, formdlis bizonyitds is adhatd, melynek ismertetésétdl (annak
terjedelme és matematikai-logikai mélységei okén) itt most eltekintiink, és helyette
megelégsziink egy informalis bizonyitasi valtozat ismertetésével.

De miel6tt allitdasunk ezen informalis igazolasaba kezdenénk, el6szor is ponto-
sitjuk a haszndlt legfébb fogalmakat, valamint az azokkal kapcsolatos jelolésmaddot.

Valamely ,A” allitds bizonyitdsi hosszan az annak formédlis bizonyitdsdban
szerepl6 szimbolikus jelek Osszes szamat, illetve a bizonyitdsi lépés-szamdn az ugyan-
ezen bizonyitasban alkalmazott Gsszes kovetkeztetések szamdat értjiikk (ez utébbi
vonatkozasban valamely konkrét axiéma alkalmazdsa is kovetkeztetésnek szamit).

Q- A-val jelsljiik azt, hogy Q-aritmetikdn beliil az ,,A” 4llitdsnak van ¢, vagy
rovidebb bizonyitdsi hosszi bizonyitasa, mig Q|/,. A-val ennek az ellenkezdjét.

Hasonléan: Q[-() A-val jeldljiik azt, hogy Q-aritmetikdn beliil az , A" 4llitds-
nak van c, vagy révidebb bizonyitdsi lépés-hosszi bizonyitasa, mig Q|/(.) A-val az
ellenkezdjét.

Mindezek alapjdn a 2.1. tétel azt allitja, hogy van olyan k = k(c) természetes
szam, hogy:

Yy{Ql.y = exp(2,k(c))} ()
Bizonyitds.
A tétel bizonyitdsdhoz egyfeldl felhasznéljuk azt a trivialitdst, hogy
[Q|7c A] — [Q'f(c) AL (6)

masfel6l G. Kreisel Q-aritmetikdra (mint véges szamu axiéméra épiilt elméletre)
bizonyitott sejtését (bizonyitdsat lasd pl. [9]-ben), amit az aldbbi segédtételben
fogalmazunk meg:

2.1. SEGASDTASTEL. Ha valamely B(z) allitdshoz taldlhaté olyan ¢ természe-
tes szdm, hogy az aldbbi dsszefiiggés minden k természetes szamra (kiilén-kiilén)
fennall:

Ql—) B(k),

akkor egytittal
Q|-VxB(z).

A 2.1. segédtétel alapjan még egy segédtételt fogalmazunk meg és bizonyitunk
be.

2.2. SEGASDTASTEL. Q-aritmetikdn beliil adott c-hez mindig van olyan d ter-
mészetes szam, hogy:

VyV (z > d) {Ql~c)y = exp(2,z)} (7)
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E segédtétel igazolasdhoz két trivialitast vesziink figyelembe. El6szor is azt,
hogy minden ¢ természetes szdmhoz van olyan ¢*(> ¢), hogy:

[Q|7(0) Y= eXp(27 d)] - V(CE < d) [Q‘f(c*) Y= eXp(27 l‘)]

masodszor pedig azt a koriilményt (ldsd a 2.e) pontndl), hogy:

QlfVaVz Iy [y = exp(a, z)]

Tételezziik marmost fel, hogy valamely adott ¢ mellett (7) nem 4ll fenn, azaz:

delyzl(x > d) {Q|7(c) y= eXp(2vx)} :

Ez esetben (a figyelembe vett elsé trivialitds miatt) egyuttal:

VdY(z < d) Iy {Ql-()y = exp(2,2)}

kovetkezésképpen (a 2.1. segédtétel miatt) Q|-Va Jy[y = exp(2,z)] eredményre
jutunk, ami ellentmondvén a mésodik trivialitdsnak, végiil is igazolja (7)-t.
Mindezen el6zmények utén visszatériink a 2.1. tétel, azaz (5) igazolasdhoz.
El6szor is észrevesszilk, hogy (6)-bol, valamint |/, és |/(.) definiciéjabdl kovet-
kez6en:

[Ql%(c) A] - [Q‘%c A] )

és igy a 2.2. segédtétel a bizonyitdsi lépés-szamrol kozvetleniil kiterjesztheto a
bizonyitdsi hosszra is, azaz minden c-hez mindig van olyan k természetes szam,
hogy:

VyV(z = k) {Ql-cy = exp(2,7)} . (8)

Legyen kmin & (8) szerinti k szdmok koziil a legkisebb és definidljuk k(c)-t
k(c) = kmin-ként. Nyilvanvald, hogy k(c) elébbi definicidja esetére a 2.1. tétel
bizonyitast nyert. O

I1. Q(k)-aritmetikét gy kapjuk meg Q-aritmetikdbdl, hogy ez utébbi dsszesen
8 axiéméajit (azaz a Q1 ..., Q8 axiémékat) az aldbbi 9. axiéméaval egészitjiik ki:
(Q9) az exp(2, k) kifejezés egyetlen természetes szdmmal sem megegyezd, azaz:

Yy [exp(2, k) # v,

ahol k valamely (aritmetikailag formélisan kifejezhetd) fix, természetes
szam-kifejezés.
Aldbb megmutatjuk, hogy ha k értékét megfeleléen valasztjuk, dgy Q(k)-
aritmetika redlisan ellentmonddsmentes, és igy szilard alapjat képezheti az dlta-
lanos matematikdnak.
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2.2. TETEL. Ha ,k” egy tetszbleges olyan szdm-kifejezés, amire fennall, hogy
k> k(k), 9)

akkor a Q(k)-aritmetika redlisan ellentmonddsmentes.

Megjegyzés. 1tt k(c) a 2.1. tétel bizonyitasa sordn definidlt szdm-fiigguény, mig k
pedig a redlis szdm-dbrdzolds és a redlis bizonyitds 2.2.a) definicidval
bevezetett korlatja.

Bizonyitds. A k szdm-kifejezés (9) szerinti vilasztdsa esetén itt elegend6 csak
azt igazolnunk, hogy a Q9 axiéma tagadasat jelento alabbi kifejezésnek:

exp(2,k(r)) =y (10)

Q-aritmetikan beliil egyetlen y érték mellett sincs redlis bizonyitdsa.

Mivel a 2.1. tétel alapjén tudjuk, hogy a Q-aritmetikén beliil (10)-nek egyetlen
y érték esetén sincs k-ndl rovidebb bizonyitdsa, igy — a redlis bizonyithatdsdg 2.2. b)
definiciéjat figyelembe véve — a 2.2. tétel értelemszeriien fennall.

A XKlasszikus logika szerint Q(k) ellentmonddsos, mert a Q-aritmetikdn beliil
minden lehetséges k értékre a (10) dsszefiiggés kiilon-kiilon bizonyithato.

Ez a koriilmény azonban két okbdl sem &arnyékolhatja be a 2.1. tétel érvé-
nyességét, sem pedig az aritmetika altalanositasat célzé, jelen dolgozatban kifejtett
torekvéseinket:

(i)  a klasszikus logika nem szab semminemil korldtot a bizonyitdsok
hosszédnak, megengedi a 10%0-n4l is hosszabb, és igy csak gondola-
tilag kivitelezhet6 bizonyitdsi konstrukcidkat is;

(i) a 10%°-ndl nagyobb szamok korében maguknak az axiéméknak az
érvénye is kérdéses. O

3. Megfontolasok, becslések, kévetkeztetések

Dolgozatunk egyik legfébb &llitasa és egyik legf6bb mondanivaldja az, hogy a
redlis ellentmondds-mentesség korantsem egy mesterkélt kitaldcio, hanem inkabb a
klasszikus matematikai gondolkodés egyik gyenge pontjara ramutaté olyan fogalom,
ami alapjat képezheti a matematika (ezen beliil elsésorban az aritmetika és analizis)
altalanositasanak.

Mindezzel kapcsolatban az el6z6 pontban matematikai-logikai mddszerekkel
mutattuk meg, hogy léteznek olyan k és k(k) természetes szdmok, melyek
mellett a redlis ellentmondds-mentesség fogalma nemcsak filozdfiailag, de mate-
matikailag is értelmezheto.
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Az elézéekben mind k, mind pedig a 2.1. tétel bizonyitdsa sordn definidlt k(c)
szam-fiigguény értékeinek a kérdését nyitva hagytuk, megelégedtiink ezek puszta
létezésével.

Mivel a dolgozatunk targyat képezd 0j aritmetikai és valds fliggvénytani rend-
szer-modellt nem pusztan gondolati konstrukciéonak szantuk, hanem annak koz-
vetlen gyakorlati alkalmazédsara is gondoltunk, ezért a most kovetkezo fejezetben
becslésekbe bocsatkozunk k széba-johetd értékeit, és a k(c) szdmfiiggvény egy
valészintisithet6 fels6 korlatjat illetGen.

Hangsulyozzuk, hogy itt fleg sejtéseken alapulé becslésekrdl és nem bizonyi-
tasokrdl lesz sz6.

Becslésekrol, melyek segitenek eligazodni eredményeink alkalmazhatésagaban,
és amikkel kapcsolatos esetleges tévedések alapvetd célunkat és mondanivalonkat
nem befolyésoljak.

3.1. k értékének elbzetes becslése

Elsé témakorként  értékére tesziink becsléseket.
Ugy gondoljuk, hogy az aldbbi nagy-szamok eléggé kozismertek és sokat mon-
ddak:
(i)  Foldiink atomjainak a szdma a2 105,
(ii) Galaxisunk atomjainak a szdma ~ 107°.
(iii) Univerzumunk atomjainak a szdma = 10%0.

A fenti szamokra hivatkozéssal alig hiheto, hogy egy redlis bizonyitds hossza
nagyobb lehessen, mint 10°°, az viszont teljességgel kizdrhaté, hogy ez a bizonyitdsi
hossz elérhesse a 1030 értéket. Kovetkezésképpen nem sokat tévedhetiink, ha a
tovéabbiakban k értékére:

Kk = 10%° (11)
becslést tessziik.
3.2. Egy lehetséges becslés k(c) fiiggvény fels6 korlatjara

Miésodik témaként definidljuk a u(c) figgvényt, mely — sejtésiink szerint —
egy felsé korlatjat képezi a k(c) szdmfiiggvénynek. Vagy pontosabban, defini-
alni fogunk valamely p(c) fiiggvényt, melyrdl azt sejtjiik, hogy (legaldbb is) a
kE=2" (m=0,1,2,...) szamok korében:

k(c) < p(c).

Jeloljiik A(k)-val azt a formélisan kifejezhetd allitdst, hogy = = k mellett van
olyan y, melynél az exp(2,z) = y egyenl6ség fenndll, és jelsljiik A(k)-val ennek a

formélis bizonyitdsi hosszdt.
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Tudjuk, hogy I. d) szerint ,Q|-A(z) — A(2- )", igy A (2™!) kénnyen kife-
jezhet6 A (2™)-bol:
AR =X2™) +a-m+ B, (12)

amibél viszont kénnyen megkapjuk A(2™) értékét:

A2™) =a/2-m* 4+ (B —a/2)-m (13)

Megjegyzés.

(i)  (12) szérmaztatdsdndl figyelembe vettiik, hogy a bizonyitds sordn
A(z) = A(2-x) dsszefiiggésbe x helyére be kell helyettesiteniink a k =
2™ szédmkifejezést, ami (2) értelmében (és  minden el6forduldsanél)
4m formalis jel felhaszndlasat jelenti.

(il)  « és B természetes szamok, és (i)-bdl kovetkezben: a > 12.

(iii) Konnyen ellenérizhetd, hogy (13)-hoz hasonld osszefiiggésre jutunk
akkor is, ha A(k)-t nem az I. d) szerinti A(z) — A(2 - z) Ossze-
fiiggés, hanem az I. d) (ii)-ben jelzett azon kériilmény alapjan kivén-
juk bizonyitani, hogy az Ny-szdmok korében A(k) mér eleve teljesiil.
(Ez utébbi esetben nyilvanvaléan azt kell bizonyitanunk, hogy k Ny-
szam.)

A mondottak (és a 2.1. tételben szereplé k(c) szémfiiggvény definicidja)
értelmében egyértelmiien valészintisithetd, hogy a

ple) =2v°
fiiggvény egy felsd korldtjat képezi a k(c) szamfiiggvénynek, azaz
k(c) < 2V,
Mindebbdl, valamint (9)-bol kivetkezéen azt mondhatjuk, hogy ha
k> 2V, (14)
akkor Q(k) (nagy valdsziniiséggel) redlisan ellentmonddsmentes.
3.3. Q"—(k) aritmetika és egy becslés k*(c) fiiggvény fels6 korlatjara

Q(k)-aritmetikdnak egy érdekes alternativéjshoz (nevezziik ezt Q(k)-aritme-
tikdnak) jutunk, ha Q-aritmetikdban az dsszeadds és szorzds miiveleti fiiggvényeit
logikai fiiggvényekkel helyettesitjiik (az 6tlet R. Parikhtdl szérmazik, 14sd pl. [10]).
Ebben, a Q-aritmetikdndl lényegesen ,, gyengébb” elméletben a (3) szdmdbrazolds
nem lehetséges, a természetes szamok formalis kifejezésénél csak (4)-re hagyatkoz-
hatunk.
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Q*(k)-aritmetikdban k(c) fiiggvény helyett k*(c) fiiggvény szerepel, aminek
fels6 korlatjara
E*(c) <e¢

fliggvényt valdszintisitjiik, és azt varjuk, hogy ha
k* > ¢, (15)

akkor Q* (k) (nagy valdsziniiséggel) redlisan ellentmonddsmentes.

3.4. Egy ismeretelméleti konklizié

Be kell latnunk, hogy ha x és k értékeit (11), illetve (14) alapjan véalasztjuk,
ugy Q(k)-aritmetika (illetve Q*(k)-aritmetika mér akar (15) vdlasztdsa esetén is)
redlisan ellentmonddsmentes.

Be kell ldtnunk tovabbd, hogy nem 4ll médunkban kiilonbséget tenni a (klasszi-
kus logika szerinti) ,tényleges” és a (dolgozatunk szerinti) redlisan ellentmondds-
mentes elméletek kozott, igy (ismeretelméletileg) ez utébbiakat is kénytelenek
vagyunk teljes értéki elméleteknek tekinteni.

4. A valés szamok altalanos elméletének alapjai

A wvalds szamokat (amik osszességét R-rel jelsljiik) nem a természetes szdmok-
bdl szérmaztatjuk (meglehetdsen nehézkes és vitathaté gondolatmenet eredménye-
ként), hanem olyan éndlld fogalomként kezeljiik, melynek a természetes szamokkal
valé vitathatatlanul szoros kapcsolatat a tovabbiakban is valtozatlanul fenn kivén-
juk tartani.

A walds szdmokhoz (mint t6liink fiiggetleniil objektiven létezd entitdsokhoz) az
aldbbi axiémakkal kifejezett tulajdonsidgokat rendeljiik:

4.1. Azxioma.
A. Test axiémaék:

(i) A valds szdmok R halmaza testet alkot, melyben az aldbbiak keriilnek
definialasra:

e két konstans (nevezetesen a ,,0” és az ,,1”7 elem), valamint

o két miivelet (nevezetesen a ,+” Gsszeadds és a ,,-” szorzds).

(ii) E két konstansra és két miiveletre R-ben érvényes axiémdk az alab-
biak:

e mindkét miivelet kommutativ, azaz:

Va,b € R esetén a + b = b+ a, valamint a-b =15 a;
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e mindkét miivelet asszociativ, azaz:

Va,b,c € R esetén a+(b+c¢) = (a+b)+c¢, valamint a-(b-c) = (a-b)-¢;
e ¢ két muvelet egylittesen disztributiv, azaz:

Va,b,c € Reseténa- (b+c)=a-b+a-c

e a 07 elem additiv, az ,1” elem pedig multiplikativ egységet képez,
azaz:

Va € R esetén a + 0 = a, valamint a - 1 = a;

e R-ben minden elemnek létezik additiv inverze, azaz:

Va € R esetén van olyan z € R, hogy a + x = 0;

e R-ben minden a # 0 elemnek 1étezik multiplikativ inverze, azaz:

Va € R és a # 0 esetén van olyan x € R, hogy a-x = 1.

Megjeqyzés. Az utébbi két inverzt x = —a , illetve x = a~! értékként is jelsljiik.

B. Rendezési axiéomak:

(1)
(i)

A valds szamok R halmaza rendezett testet alkot, melynek egyetlen
rendezési relaciéja van, amit ,,<”-vel jeloliink.

E rendezési relaciéra R-ben az aldbbi axiomék érvényesek:
o0 <1
e Va, b, c € R esetén ha a < b, akkor egyuttal a +c < b+ ¢;

o Va,b,c e R és 0 < cesetén ha a < b, akkor egyuttal a-c < b-c.

C. Kozbenséérték axiémas:

Ha egy polinom egy zdrt intervallum egyik végén pozitiv, masik végén negativ
értéket vesz fel, ugy az intervallumnak van olyan belsé pontja, ahol a polinom
értéke pont zérus.

D. Kapcsolat a természetes szamokkal:

(1)

(i)

Létezik olyan fy_gr(z) fiiggvény, mely a természetes szdimokat egy-
értelmiien leképzi a valds szamok korébe gy, hogy:

e fuor(0) =0;
* fnor(S0) = 1;
o fnor(Sm) = fuor(m) + 1.

Archimedesi axiéma:
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(iii)

e minden a € R-hez van olyan m € N, hogy
fN—ﬂR(m) < |a‘ < fN—)R(Sm).

Rekurziven definidlt valds fiigguények axiéméja:

e ha f polinom, akkor g = f rekurziv fiigguény;

e ha g és go rekurziv fligguények, akkor g = g1 + g2, valamint g =
g1 - g2 ugyancsak rekurziv fiigguények;

e ha gi(x) rekurziv figgvény, m pedig szdmuvdltozs, akkor
g1 = g [fnor(m)] szintén rekurziv fiigguvény (az m természetes szadm-
mal, mint paraméterrel);

e ha go és g1 (m, x) rekurziv figguények, és m egy No-beli szdmudltozd,
akkor az alabbi osszefiiggéssel definidlt g(m) ugyancsak rekurziv figg-
veéNY:

9(0) = go;

g9(Sm) = g1 [m, g(m)].

A teljes indukcid elvének Rp-beli alkalmazhatdsiga:

Ha g(x) egy (az elébbi pont szerint definidlt) rekurziv figgvény, m
pedig egy Ng-beli szamudltozo, amelyre az alabbi Osszefiiggések fenn-
allnak:

g(0) =0; valamint

V(m € No){[g(m) = 0] = [9(Sm) = 0]}; (16)

akkor egyuttal az alabbi Osszefiiggés is fennall:

V(m € No) [g(m) = 0]. (17)

Megjegyzés.

Axiémarendszeriinkben keriiltiink minden halmazelméleti alapot, mivel
Q(k)-aritmetika inkompatibilis a valds szdmok axiomatizdldsdhoz alapul
vélasztott Zermelo—Fraenkel-axiémarendszerrel (16tezik Q(k)-aritmetikdval
kompatibilis dltaldnositott halmazelmélet is, ennek felvazolasara azonban
jelen dolgozat keretein beliil nem véllalkozhattunk).

Ha a walds szdmokat (a jelen dolgozatban alkalmazott gyakorlattél
eltéréen) halmazelméleti alapon axiomatizéljuk, tgy a C. és D. axiémak
helyett elegendd az egyediili ,teljességi azxiomdra” hagyatkozni, mely
szerint ,,a valos szdmok minden nem iires, feliilr6l korlatos részhalmaza-
nak van R-beli legkisebb fels6 hatara”.
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A C. axiomaban szerepl6 polinomokat az alabbiak szerint definialjuk:

e ha a valds szam, gy f = a egy polinom,;

e ha x egy wvaldsszdam-vdltozo, akkor f = x egy polinom;

e ha f1 és fo polinomok, akkor f = fi + fo is egy polinom,;
e ha f; és fo polinomok, akkor f = fy - fo is egy polinom.

A D. axiéma hivatott arra, hogy (halmazelméleti alapok hidnydban) meg-
teremtse a kapcsolatot a wvalos szamok és a természetes szamok kozott, és
(egyebek mellett) lehetévé tegye (a 2. fejezet L. f) (ii) pontjaban mondot-
tak értelmében azonban csakis az Ny-szdmok korében) a rekurziven defini-
alt fiiggvények fogalmanak bevezetését, valamint a teljes indukcio elvének
Rop-beli alkalmazhatosagat is.

Mivel — a D. 1. axiéma értelmében — minden m természetes szamnak van
m = fyor(m) valds szambeli megfeleléje, ezért nem okozhat félreértést,
ha a tovabbiakban m-nek az m wvalds szam-megfelelGjét egyszeriien csak
m-mel jeloljiik.

Most pedig kovetkezzék néhany definicié, hogy azutdn majd ratérhessiink a
valds szamok dolgozatunkban javasolt 1j dltaldnos elméletének néhény fliggvény-
tani vonatkozaséara.

4.1. Definiciok.

)

b)

Valamely a valds szdamot akkor, és csakis akkor neveziink Rg-szamnak, ha
van olyan m és n Ny-beli természetes szdm, hogy |a| = m/n.

A valés szamok korében értelmezett fiigguények (beleértve a folytonos és az
adott intervallumon beliil egyenletesen folytonos fiiggvényeket is) fogalma
és definiciéja az 1j, altalanos matematikai rendszerben is megegyezik a
klasszikus elméletben megszokottal.

Az aldbbi médon képzett f(x) valds fiigguényeket tekintjiik alapfiiggvény-
nek:

e ha fi(x) egy rekurziv figgvény, akkor f(x) = fi(x) egy alapfiggvény;

e ha fi(z) és fol(z) alapfigguények, akkor f(z)= fi(z)+ fo(x),
f(x) = fi(z) — f2(x), f(z) = f1(z) - f2(x), illetve (feltéve, ha van olyan z,
hogy f(z)2 # 0) f(z) = fi(x)/fa(x) ugyancsak alapfiiggvények.

Az Of (z) fiiggvényrél akkor mondjuk, hogy az az f(z) fiiggvény Ro-repre-
zentdcidja, ha:
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o Of(2) egy alapfiiggvény, valamint ha

e minden Ry-beli a valds szamra: f(a) = ©f(a).

e) AzI{f(&),xo,z} fiiggvényrdl azt mondjuk, hogy az az f(&) fiiggvény [zo, x]
intervallumra vonatkozo hatdrozott integrdlja, ha az kielégiti az alabbi kri-
tériumokat:

(1) (&) 0,20} =0;
(i) o I{f(&), zo, 2} +B-I{g(£), w0, 2} = H{a f(£), w0, 2} +1{B-9(), 0, 2 };
(it) H{f(€), 21,2} + I{f(§), 22,23} ={f(£), 21, 23};
() BM)Em){(v2)(1 < 2 < 22) = (M > f(z) > m)] -
= [M (22 —x1) 2 {f(§), 21,22} = m - (22 —21)]},
ahol a, 8, m és M wvalds szamok.

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy a 4.1. definiciék e) pontja értelmében
(valamint a klasszikus matematika gyakorlata szerint) definidlt I{f(), zo, 2} nem
képez valds fiigguényt.

4.1. TETEL. Ha m és n tetszéleges No-szdmok, xq és x pedig tetszéleges valds

szdmok, § = *=F valamint x; = xo + i - 6, akkor mindig fenndll, hogy:
xm-i—l _ x6n+1 n . .
T>;(5£B2)>I{IIJ ,1’0,$}>
n—1 (l‘ _ 6)m+1 _ (I _ 6)m+1 (18)
>N (62 > 0
;0( z}") —
Bizonyitds.

Koénnyen ellenérizheté, hogy az aldbbi 0Osszefiiggés minden i-re
(i=0,1,...,n— 1) fennéll:

i+ 0 mtl _ pmel
(@ ) AR (i +0)™ 0 >Ha™, xy, 2541} >

m+1
(19)
m x?LJrl — (‘rl - 6)m+1
>zt 6>
m+1
Osszegezve (19)-et i = 0-t6l egészen n — 1-ig, kozvetleniil kapjuk (18)-at. O

Eszre kell venniink, hogy a 4.1. tételben n értéke Nyp-szdm, amihez két meg-
jegyzés kivankozik:

— Csak akkor van médunk (D. 3. és D. 4. értelmében) I{f(&),xg, z}-t defi-
nidlni és (18)-at levezetni, ha felvéllaljuk az n értékére (hogy az Ny-szdm)
tett jelentos megkotést.
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—  Q(k)-aritmetika Q9 axiém&jdbdl egyértelmiien kovetkezik, hogy n < k,
igy a klasszikus matematikaban megszokott n — oo hatdratmenet itt tehat
most nem alkalmazhaté.

Ebbél kvetkezéen n minden lehetséges értékénél az 1{ax™, xq, z} fiiggvény alsd
és felsd korlatjanak — (18) jobb, illetve baloldaldnak — a kiilonbsége nagyobb egy jol
definidlt (xg, x és k értékeivel kifejezhetd) pozitiv valds szamndl, és igy I{x™, xo,x}
nem képez valds fiigguényt.

5. Az analizis altaldnos elméletének alapjai

A wvalds szamok 4.1. pont szerinti axiomai onmagukban nem elegendéek a fligg-
vények (klasszikus analizisben megszokott elvardsok szerinti) integrdljinak a szér-
maztatdsara, igy az analizis dltaldnos elméletének megalapozdsdhoz még tovabbi
axiémakra van sziikségiink.

Ezen kiegészito axiémak megfogalmazasdndl figyelembe kell venniink a wvalds
szdmok tulajdonsagainak R és Ry szerinti kiilonboz6ségét, illetve sajatos kettos-
ségét.

Azt mondhatjuk, hogy R képviseli a valds szdmok (minden ,finom” részletre
is kiterjedd) ,mikro-struktirdjat”, és Ry pedig annak (a részleteket ,elnagyold”)
makro-struktirdjdt.

5.1. Azidma.
E. Az integralfiiggvény axiémai:

(i) A walds szdmok korében értelmezett minden egyes egyenletesen foly-
tonos f(&) fiiggvényhez és [xg, x| zart intervallumhoz egyértelmiien
tartozik az I{ f(§), xo, x} integrdlfiggvény, mégpedig oly médon, hogy
az kielégiti a 4.1. definicidk e) pontban régzitett mind a négy integral-
kritériumot. Az I{f(£),xo,x} integrdlfiggvényt (a klasszikus integ-
raltdl valé megkiilonboztetés céljabdl) a tovabbiakban gyakran csak

{f(&), 0,2} = [, f(&)A&-vel jeldljik.

(i) Az f(§) = &™ fiiggvény integrdlfigguényének Ro-reprezentdcidjdra az
aldbbi osszefiiggés all fenn:

m+1 m—+1

O1{e™, zp, 2} = (x;z_)l - (xon;z)l

)

ahol is xg és x Ry-szdmok, v pedig egy (kelléen kis) valds szdm, ami
az analizis 14j dltaldnos elméletének alapveto allandéjat képezi.

(ili) Ha az egyenletesen folytonos f1(€) és f2(€) valds figgvények Ro-repre-
zentdcior megegyeznek, azaz:
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Of1(6) = ©fa(e),

akkor minden z(-ra és x-re egyuttal az alabbi Gsszefiiggés is fenndll:
C()[{fl(g)ﬂ Zo, LL'} :© I{f2(€)7 Zo, LE}

F. Az analizis altaldnos elméletének tovabbi kiegészité axidémai:

(i) Ha a g(x) valds fiigguénynek 1étezik a ©g(x) Ro-reprezentdcidja, ak-
kor g(z)-hez mindig tartozik egy (és csakis egy) f(z) fliggvény oly
médon, hogy minden zg és x valds szamok mellett az alabbi Gssze-
fliggés fennall:

CL{£(&), w0, 2} =© g(z) ~©g(x0). (20)
Az ily médon definidlt f(x) fiiggvényt g(x) derivdltjdnak nevezziik, és
a klasszikus derivalttol valé megkiilonboztetés céljdbol f(x) = 24

vel jeloljiik.

(ii) Ha g(z) = Lz)(= 1); g(x) = x; vagy g(z) = u(z) - v(z) (ahol is
u(zx) és v(x) derivdlhatd fiigguények), akkor az aldbbi Osszefiiggések

fennallnak: )
Al(z ., Az
w 0% &b
OA (u(x)-v(z)) ©Au(z) © Av(x)
dz B dz (@) Fu@+)- dz

(iii) Ha n(z) és (x) derivdlhatd figguények, melyekre az o < € < x
intervallumon beliil az y = n[y(§)] fiiggvényérték mindeniitt értel-
mezett, h(x)-t pedig gy definidljuk, hogy

© Ay(z
M) =il (@) e,

akkor:
Hn(&), ¥ (wo), ¥ ()} = {h(E), zo, }. (21)
Az aldbbiakban egy rovid attekintést adunk az analizis dltaldnos elmélete
5.1. pontban Gsszefoglalt axiomainak néhany fontosabb kovetkezményérol.

E kovetkezmények tobbnyire egyszer(i, (mondhatni trividlis) bizonyitdsétol itt
most eltekintiink, ezek igazolasat az olvaséra bizzuk.

5.1. KOVETKEZMENY. Ha f(x) és g(z) derivdlhaté fiiggvények, o és 3 pedig
tetszbleges valds szamok, gy az aldbbi dsszefiiggések (mint 5.1. axiomék kézvetlen
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kévetkezményei) fenndllnak:

OA(a-f@)+8-g() ©OAf(x) © Ag(x)

Au B R v (22)
S ) (23)

© 1 ©hg)
g(x) - Az (24)

Ar e tr)

Ag(z) _ dg(z+7)

Az de (25)
Ha pedig f(x) egy polinom, gy fenndll:
© = x

[ rene= [ e -ae. (26)

Megjegyzés.

— Ha a g(z) valds figgvénynek létezik a (20) szerinti f(z) derivdlt-figg-
vénye, akkor g(z) figgvényt derivdlhatd figgvénynek tekintjiik (illetve
nevezziik).

— (25) és (26) ugyanazon fiiggvények klasszikus és az 4j dltaldnos elmé-
let szerint képzett derivdltjai és integrdljai kozotti szoros Osszefiiggést
tarjak fel.

— A (22)—(26) osszefiiggésekben szerepld v (mint 14tni fogjuk) kellden kis
valds  szam, ami az analizis dj  dltaldnos  elméletének
alapvetd dllanddjdt képezi, és amelyrdl azt gondoljuk, hogy (a Bo-
lyai geometria ¢ dllanddjahoz hasonléan) tapasztalati iton hatdrozhatd
meg.

E fejezet tovdbbi részében megmutatjuk, hogy ha 0 < v < 1/k (ahol k a Q9
axiémdban szerepld természetes szam), Ugy a valds analizis 4.1. és 5.1. axiémacso-
porttal meghatarozott 4j dltaldnos elmélete redlisan ellentmonddsmentes.

5.1. TETEL. Ha k > k (k), és 0 < v < 1/k, akkor a valds analizis 4.1. és
5.1. axiémacsoporttal meghatdarozott uj dltaldnos elmélete redlisan ellentmondds-
mentes.

Bizonyitdas. Az 5.1. tétel bizonyitdsdhoz négy koriilményt vizsgdlunk meg, és
ezen beliil két felmeriil6 ellentmondés-gyanurél mutatjuk meg, hogy azok teljesség-
gel alaptalanok.
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Mindenekel6tt megallapitjuk, hogy a 4.1. axiémacsoport A., B., C. és
D. axiémadi a valos szamok klasszikus axiémarendszerének olyan részét ké-
pezik, melyek k-tdl és y-tol teljes mértékben fliggetlenek, igy — a klasszi-
kus elméletbdl kovetkezoen — 6nmagukban egy ellentmondasmentes rend-
szert képeznek. Itt kell ugyanakkor megemliteniink, hogy ha elfogadnank
a halmazelmélet Zermelo-Fraenkel-féle (ZFC) elsbrendii axiémarendszerét
mint kiindulé alapot (mint ahogy azt a 4.1. D. axiémédkkal kapcsolatos
els6 megjegyzés értelmében nem tessziik), igy mindezen axiémdk a ZFC
kovetkezményeként volnanak szarmaztathatok.

Az 5.1. E. axiéméakkal kapcsolatban pusztian egyetlen tennivalénk van,
nevezetesen annak igazoldsa, hogy ha a Q(k) aritmetika redlisan ellentmon-
ddsmentes (mint ahogy azt a 2.2. tételként méar bizonyitottuk),
tovabbd 0 < v < 1/k (= 1/k(k)) fenndll, dgy az 5.1. E. ii) axiéma
nem mond ellent a 4.1. definiciék e) pontban megfogalmazott integral-
kritériumoknak, és ezen beliil kiilonosen a (iv) kritériumnak. Figyelembe
véve, hogy (az 5.1. E. ii) axiéma értelmében) xo és = (> xp) Ro-szdmok,
valamint az 5.1. tétel feltevése értelmében 0 < v < 1/k, az aldbbi 6ssze-
fliggés fennall:

és (2o + 7)™t — (@ — )"

> 2- 0 2.
xr>x0+ 27y 1 > xg Y
Ebbdl rogton kovetkezik, hogy:
m—+1 m—+1
m+1 (xfpy) 7(‘%077) m+1
o (2 — x0) > ] >z (2 — 20),

azaz a Q(k) aritmetikdban az 5.1. D. ii) axiéma kielégiti a ,4.1. e) (iv)”
integréal-kritériumot.

Az 5.1. F. axiémacsoport elsé két axioméja biztosan nem vezet ellentmon-

désra:

— Az i) axiémdval nem lehet gondunk, hiszen az semmi mést nem mond
ki, mint azt, hogy (a klasszikus elmélettel megegyezéen) a derivdlt az
integradl inverze.

— Hasonléan problémamentes a ii) axiéma is, mely (a klasszikus elmélet-
tel egyezOen) azt mondja ki, hogy a derivdlt-operdtor Ro-reprezentdci-
dja a valds figguények Osszeadédsaval és szorzasdval szemben zart.

Az 5.1. F. iil) axiéméval kapcsolatban mér bonyolultabb a helyzetiink,
allitasunk igazolasdhoz egy latszolagos ellentmondast kell feloldanunk.

— Legyenek n,,(x) és 1, (z) m-ed, illetve n-ed rangi polinomok és legyen
tovabba ¢p,+1(x) az ny, (z) figgvény integralfiggvénye. Ekkor nly(x)]
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m - n-ed fokd polinomot képez, melyre — (16) és (17) alkalmazasaval —
a kovetkezd Osszefliggést kapjuk:

Cj =/ {imluno 2 ac -
© «
- [ e e e

_ /w d¢m+1[¢n(§ - 7) + FY] d§ _

dg
§=zo

= [mt+1(Pn(€ =) +7)e=a, -

Ugyanakkor (27) baloldalat az 5.1. F. iii) axiéma segitségével (min-
denféle levezetés nélkiil) kozvetleniil is megkaphatjuk, ami viszont az
alabbi Osszefiiggést eredményezi:

] {1 258} ac

§=xo

¥(x)
_ / D (T)AT = [brr (W ()],
T=1)(x0)

— (27) és (28) osszevetése egy ldtszdlagos ellentmonddsra utal, mely az
alabbi gondolatmenet alapjan azonban kénnyen feloldhatd.

Emlékezziink vissza, hogy az 5.1. E. ii) axiéma pusztédn csak az Ro-
szamok korében rendel konkrét értéket valamely polinom integrdlfiigg-
vényéhez, kovetkezésképpen ¢m(z) polinom is csak az Rp-szdmok
korében tolti be az integrdlfiiggvény szerepét. Mindebbol az kovet-
kezik, hogy (27) és (28) akkor, és csakis akkor mond ellent egymdsnak,
ha van olyan & Rg-szam, hogy a ¥,(§) és ¥,(§ — ) + v egyarént
Ro-szdmot ad fiiggvényértékiil. Marpedig konnyen belathaté, hogy ha
¥, (€) egy polinom (ahogy azt feltételeztiik), gy 1, (§) és ¥, (E—7)+7
nem eredményezhet egyarant Ry-szamot, és igy az emlitett ellentmon-
das valoban csak latszélagos.

e) Mindezzel 5.1. tételiinket igazoltuk, azaz a valds analizis felvézolt dltaldnos
elmélete redlisan ellentmonddsmentes, és igy nem lehet okunk kételkedni
annak helyességében. 0
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6. Az altalanos elmélet néhany varhaté kévetkezménye
E fejezetben az analizis dltaldnos elméletének néhdny varhaté kovetkezményét

ismertetjiik.

I. Egv lehetdség v értékének numerikus szamitasokkal valé meghatdrozdsara
Vizsgélataink el6futdrat képezd [5] dolgozatban azt allitottuk, hogy az aldbbi
0sszeg:

n

By =S L s 8 4 8
*Z 166 \8i+1 8i+2 8i+3 B8i+4
i=0 (29)

2 2 n 1
8+5 8 +6 8 +6
nagypontossdgi kiszdmoldsaval (és a klasszikus elmélet szerinti lim B(n) = 0
n—oo
hatdrérték képzésével) eldonthetd, hogy matematikai rendszeriink PA-konform-e,

vagy sem.
Hivatkozott allitasunk megerositésére az aldbbiakban megmutatjuk, hogy

lim B(n) = 54,57, (30)
HA)OONO
azaz (29) értékének nagypontossigu kiszdmitdsdval egytttal megkaphatjuk ~ érté-
két is.
Megjegyzés. A (30)-ban alkalmazott ooy, jellel azt kivdntuk érzékeltetni, hogy
itt a hatarérték-képzésnél mindvégig az Ny-szamok korében maradunk.

6.1. KOVETKEZMENY. Ha ,B(n)”t (29)-cel definidljuk és §-val jeloljiik az aldbbi
hatarérték-kifejezést:
0= lim B(n),

n—00 N

gy o értékére az alabbi Osszefiiggés all fenn:

0~ 54,5 7. (31)
Bizonyitds. Vezessiik be a kovetkezo fiiggvényeket:
1
n(z) = 1——;
Ui(z) = V2 -z — 2%
Ya(x) = 2%
OAY, (z
M) = (@) - ),
OAYs(x
ha(a) = iv(a)] - 2,
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Mivel 4 (0)
kapjuk:

= 12(0) és ¥1(1/V2)

1 hi(2),0,1/v2}

=1 {n(x),wl(o)ﬂm (1/\/5)}

= 1p5(1/+/2), ezért az 5.1. F. iii) axiéma alapjén

= 1{n(@). v2(0). %2 (1/v2) } = 1{ha().0,1/v2}.

Ugyanakkor viszont (22)-bél, majd (21)-bél kovetkezden kapjuk:

hi(z) =
ha(x) =
© 1/v2
/ f;m—mA
V2 -z + 12

-

f—?x—2’y

1—V2 -z +a?

22z + 2y

1—22’

©1/v2
2z + 2

1— 22

Ax

=0

Hosszabb szamitassal konnyen ellenérizhetd, hogy ebbdl az alabbi Gsszefiiggésre

juthatunk:

1/v2

/\f 20 — 222 — 42° — /22% — 225 +\f:ﬂ

1— 28

1/V2

2
Vi (32)

1 1
— 2v- ——dx — 2v- dsc—O
7 / 1—vV2 2+ 22 " / 1—z

z=0

z=0

Ha kiindulunk az 5.1. E. 11) axiomabol és figyelembe vessziik, hogy v > 1, dgy a

1/\/§ 1

(32)-ben szereplé [

Alkalmazott Matematikai Lapok (2013)

Aac tagokra az aldbbi Osszefiiggést kapjuk:



A KLASSZIKUS MATEMATIKA EGY LEHETSEGES ALTALANOSITASA 103

1/vV2 1/vV2
xk=1 S = 1/16° 16/15
/ s hT= z;x A%z;%ﬂ-(swk)_7'2<k—1>/2'
=0 =0 = =

Mindezen részeredmények felhasznélaséval és egy hosszadalmas (de mindvégig egy-
szer(l, elemi 1épésekbdl 8ll6) levezetés eredményeként végiil az aldbbi eredményt
kapjuk:

o0

5_Zi' 8 8 4 8
_i:016i 8i+1 8 +2 8 +3 8i+4
2 2 1

T 815 8i+6 816

)%547577

ami egyuttal bizonyitja a 6.1. kovetkezményben &llitott (31) Ssszefiiggést. O

Virakozasunk szerint v < 1072%, kivetkezésképpen § meghatirozasahoz leg-
alabb 10%° tizedes-jegy (vagy inkabb hexadecimalis jegy) pontossagu szdmitdsokra
van sziikség.

Mai tapasztalataink szerint ilyen pontossagu szamitasok elvégzésére csak a
BBP-féle szamjegy-kinyeréses médszer [11] ad esélyt, mely a szdmitdsokat nem
a teljes szamsorra, hanem csak a kérdéses szamjegyekre (a mi esetiinkben pl. a
10%°. poziciétdl kezd6dd szdmjegy-sorra) vonatkozéan végzi el.

IT1. Gondolatok eredményeink fizikdban tortén6 alkalmazhatésdgardl

Az elébb lattuk, hogy (legaldbbis elvben) redlis esélyiink van v értékének
(szdmit6géppel tdmogatott) nagypontossdgi numerikus szdmitdsokon alapulé meg-
hatarozasara.

Az aldbbiakban néhdny gondolatot vetiink fel, illetve lehetOséget vazolunk fel
arrdl, hogy (a) miként lehet dolgozatunk eredményeinek fizikdban toérténd alkalma-
zdsdval is eljutni v értékének reménybeli meghatdrozdsdhoz; tovabba hogy (b) az
altaldnos analizis miként kinalhat esélyt a kvantumelektrodinamika renormalizéci-
Oval és regularizdciéval kapcsolatos anomaélidinak a felolddsara.

a) Ha a modern fizikdnak a klasszikus analizisre épiilé mai elméletét az dlta-
ldnos analizisre adaptéljuk, tgy (ez utébbiban szerepld dGjabb ~ édllandé
révén) a természetlefrdsnak egy, a valdsdghoz a jelenleginél jobban alkal-
mazkodni képes 1j véltozatdhoz juthatunk el. Ennek a lehetdségnek a
puszta illusztraldsara az aldbbiakban réviden felvazoljuk, hogy az anali-
zis daltaldnos elméletében miként is fog ,kinézni” a kvantummechanika jol
ismert Schrodinger-egyenlete pl. egy szabad részecske staciondris allapo-

tara.
A Klasszikus analizis szerint ez a sajdtérték-fiiggvény az alabbi format veszi
fel:

—h? d*¥(x)

. =FE-U 33
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mig ugyanezen sajatérték-fiiggvény az analizis dltaldnos elméletében az
aldbbi lesz:

—h? [d*¥(x A3V (x
i dx(2 ) 27 - d:c(?’ ) =F ¥(x). (34)
Itt mindenekelétt azt kell megemliteniink, hogy (34) szarmaztatdsindl
egyfeldl felhasznaltuk a (25) sszefiiggést, valamint azt, hogy (34) értelem-
szerfien csak az Ro-szdmok korére 4ll fenn. (Ez a megkotés a fizikdban nem
jelenthet érdemi korlatozast, hiszen a ,mérhet6” fizikai mennyiségek kore
sem lépheti til az Ro-szdmok tartoményat). A klasszikus és az dltaldnos
analizishez tartozo (33) és (34) dsszehasonlitdasabdl jol 14tszik azok markéns
eltérése; ebbdl kovetkezden a (33) és (34) képlethez tartozd sajatenergia-
értékek is eltéréek. Ezek a (felteheten mérhetd) eltérések kifejezhetdk a
(rendkiviil kicsi) v dllandé fiiggvényeként, és igy ezaltal is lehetdség adddik
v meghatarozasara.

b) A kvantumelektrodinamikdban komoly gondot jelentenek a (perturbécids)
szamitasok soran Ohatatlanul fellépé divergencidk, melyek ugyan a regu-
larizdcid és a renormalizdlds moédszereivel (a gyakorlatban) elég jol ke-
zelhet6ek, melyeknek azonban mindméig nem létezik kell6 matematikai
egzaktsaggal alatamasztott elméleti alapja.

All&ispontunk szerint az analizis altaldnos elmélete esélyt ad arra, hogy
keretein beliil e divergencidk kezelhetOek és feloldhatéak legyenek.

A regularizdacié médszere azon alapszik, hogy a kvantumelektrodinamika
divergens integraljait egy bizonyos energiaszintnél ,levagjak”, igy téve
,Végessé” az egyébként divergens integralt.

Ijgy tlinik, hogy az analizis dltaldnos elméletében ennek a moédszernek az
alkalmazhatésaga — az alabbi okfejtés alapjan — elméletileg is megalapoz-
haté:

— Mint ahogy azt mar kordbban lattuk, az 1j elmélet keretein beliil az
integralok viselkedését csak az Rgy-szamok korében tudjuk aritmetika-
ilag is nyomon kovetni.

— Az el6z6 pontban mondottak alapjan hasonléan tudjuk, hogy a fizikai
mennyiségek mérhetd értékei sem léphetik sohasem til az Ry-szamok
korét.

— Kovetkezésképpen logikusnak latszik, hogy az integralokbdl az Rg-sza-
mok korét meghalado részt egyszertien elhagyjuk, és igy a ,levégést”
kell6 matematikai szigorusaggal megalapozva elméletileg is igazoljuk.

Ezen érdekes téma tovabbi kifejtésére itt most terjedelmi okokbdl nem vallal-
kozhattunk.
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ITI. Végezetiil dolgozatunk f6bb allitasainak és kovetkeztetéseinek az Osszeg-

zése

Dolgozatunk legfébb kévetkeztetései és megallapitasai az alabbiak szerint 6ssze-
gezhetok:

a)

b)

Létezik olyan (kelléen nagy) k természetes szdm, hogy a Q-aritmetika Q(k)
kiterjesztése végiil is redlisan ellentmonddsmentes elméletet eredményez.

Nincs érzékelhetd kiilonbség az ellentmonddsmentes és a redlisan ellent-
monddsmentes elméletek kozott, ezeket ismeretelméleti szempontbdl egyen-
ranginak kell tekinteniink.

Az analizis javasolt ij, dltaldnos elméletében:

— az integral- és derivalt-operatorokhoz csak a valds szamok Ry-tarto-
ményaban van médunk valds szdmot képviseld (egyértelmii) fiiggvény-
értéket rendelni;

— az integral és derivalt ezen fliggvény-értékei egytuttal fiiggvényei
~v-nak is, azaz az analizis dltalanos elmélete alapveto allandéjanak;

— ez a vy-dllandé osszefiiggésben van a Q(k)-aritmetika k konstanséval:
0 <~1/k.

Az analizis javasolt dltaldnos elmélete j6 esélyt ad arra, hogy ~ &allan-
ddjanak az értékét (szamitégéppel tdmogatott nagypontossidgi numerikus
szémitdsok eredményeként) magdbdl a rendszerbdl hatdrozhassuk meg.

Dolgozatunkban arra a kévetkeztetésre jutottunk, hogy az Euklideszi geo-
metridhoz hasonléan (amelyikrdl kideriilt, hogy szdmos &ltaldnositisa
lehetséges, pl. a Bolyai-geometria) az analizis klasszikus elméletének is
kell, hogy legyen dltaldnositdsa, ami a fizikusok szaméra hatékony eszkozt
nytjthat ahhoz, hogy elméleteiket a maindl taldn még jobban kozelithessék
a fizikai valésaghoz.

A dolgozatunkban bemutatott 1j elmélet pusztan csak egy lehetséges mod-
jat adja az analizis dltaldnositdsdnak, és nem kivanja kizarni, hogy maés
modszerekkel taldn még hatékonyabb dltaldnos matematikai elméletekhez
juthassunk el.
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A POTENTIAL GENERALIZATION OF THE CLASSICAL MATHEMATICS

TAMAS RAzGA

The notion of realisticly contradiction-free mathematical theory is introduced. It is shown
that it is equivalent to the classical notion of contradiction-free theory in the sense of epistemology.
Potential new theories for the natural numbers and real analysis are suggested. They are realisticly
contradiction-free. These theories are more adjustable to the physical reality than the existing
ones.
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