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VODROK OPTIMALIS PAKOLASA RAKLAPOKRA

CSENDES TIBOR ES KOZMA ATTILA!

Egy nyomdaipari szallitasi problémabdl kiindulva a raklapra valé kérpa-
kolds feladatara olyan eljarast mutatunk be, amely képes redlis szamitasi
id6 felhaszndlasaval kozel optimalis megolddsokat adni. Megadjuk a talalt
pakolésokat a 80 x 120 aranyu téglalapba n = 1 — 50 korre, és attekintjiik
a kapott megoldasok tulajdonsagait. Targyaljuk az eredmények lehetséges
alkalmazasai feltételeit és eredményességét.

A feladat

A négyzetbe vald korpakolasi feladatok megolddsédban elért eredményeink [3, 4,
5,7, 8, 9] alapjan megkeresett benniinket egy nyomdai festékeket forgalmazé belga
cég a kovetkez6 problémaval. A festékeiket vodrokben aruljak, azokat raklapokra
(ldsd az 1. dbrdt), nyilvan dtlapolds nélkiil és a kilégést keriilve rakodtak. Mégis azt
tapasztaltdk, hogy a minimalis kilégas a kamionra val6 pakolds sordn azt eredmé-
nyezte, hogy a vodrok teteje felnyilt, és a festék egyrészt karba veszett, masrészt a
tisztitas miatt extra koltségek alltak el6. Toliink azt kérdezték, hogy adott méret
vodrokbdl mennyi helyezheto el a 80 x 120 centiméteres Euro-raklapra, illetve hogy
adott darabszamu vodrot eldirva raklaponként mi a maximalis atmérdje azoknak
a vodroknek, amivel azok még megfelel6en elhelyezhetok.

A probléma tehat az, hogy egy 80 x 120 oldalaranyu téglalap alaku teriileten
hogyan helyezziink el azonos méretii, adott szamu koroket tgy, hogy azok ne fedjék
at egymast, és ne is logjanak til a téglalap oldalain — és a korok altal lefedett teriilet
maximalis legyen.

Az algoritmus

A megoldashoz Eckard Specht négyzetbe valé korpakoldsra kifejlesztett prog-
ramjét [6, 10] igazitottuk 4t. Megjegyezziik, hogy a feltett kérdések megvéalaszo-
lasa még nem elegend6 az optimaélis rakoddshoz, mert a kapott optimélis elhelye-
zés a legtobb esetben nagyon szabalytalan. Emiatt azok rutinszeri kirakasa nem

1Koszonetnyilvédnitas: A kutatdst tdmogatta a Telemedicina fékuszi kut/at:isok Orvosi,
Matematikai és Informatikai tudomdnyteriileteken (TOMI) cimii palydzat: TAMOP-4.2.2.A-
11/1/KONV-2012-0073.
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varhaté el a rakodéktdél. Az optimélis elhelyezések megadasa mar segithet, de a
valédi megoldést valészintileg az un. racspakolasok jelentik, amelyek szabélyosséa-
guk miatt konnyen alkalmazhatok. Az eredményeink persze barmilyen kor alapu
aru esetén hasznalhatok.

Algoritmus. PDS-ALGORITMUS (PULSATING DISK SHAKING)

0. 1épés: Allitsunk el egy lehetséges megoldast random moédon. Legyen az
aktualis sugar r, epszilon pozitiv szam, egy kis konstans érték, tovabba
M := 0 az atfedés és a tilnyulas mértéke. k := 0.

1. 1épés: k:=k+1,r:=r+e Hak > MAXIT, vagy a pulzdlds amplitiddja
megfelel6en kicsi, akkor STOP.

2. 1épés: Réazzuk Ossze az aktudlis konfiguraciét. Ha az M &tfedés nem nétt az
el6z6 iteraciéhoz képest, akkor folytassuk az 1. lépéssel.

3. 1épés: r :=r — e. Folytassuk az 1. lépéssel.

1. dbra. Az EUR raklap.

Az algoritmus el6nye, hogy a futdsi id6 nagy részében lehetséges megoldasok
kozott valogat, igy a feltételeknek valé megfelelés megteremtése viszonylag kevés
id6t visz el - szemben mas eljarasokkal. Maga a program sztochasztikus jellegti,
tehat kozelité megoldas szolgaltatiasara képes. Emiatt bizonyitottan optimalis
elhelyezést pusztan erre tamaszkodva nem kaphatunk. Masrészt szdmos nehéz
problémara kaptuk mar meg ezzel az optimalis megoldast révid id6 alatt, amit
aztdn egy megbizhat6 szamitégépes eljarassal konnyebb volt verifikdlni, mint az
utébbival azt el is dllitani (v6. [9]).
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Az egyszerti algoritmusunk maér sikeresnek bizonyult szamos korpakolasi feladat
megolddsara. Megvizsgaltuk a feladatunkat Jozef Kallrath 4j, GAMS és Baron
alapi eljardsdval is [1, 2], de az azzal kapott eredmények egyrészt nem voltak
megbizhaték, masrészt szinte mindig gyengébb kozelitéseket kaptunk csak.

Eredmények

Az eljarast N = 1 — 50 darab korre futtattuk le. A kapott eredmények csak jé
lehetséges megoldasok, de ezek optimalitdsa mar nem garantalt. Persze az opti-
mumtol val6 kis eltérés a gyakorlati alkalmazdsban altalaban elfogadhato. Mas-
részt tényleges rakoddshoz csak az olyan konfiguraciék hasznalhaték, melyek vala-
milyen konnyen érvényesithet szabalyszeriiséget tartalmaznak. A kapott eredmé-
nyek egy részét a 2—4. dbrak mutatjak.

Nem szimmetrikus konfiguraciok tartoznak ezekbél az n = 7, 10, 14, 17, 19, 21,
22, 23, 26, 27, 29 értékekhez (30-ig, ldsd az 1. tdbldzatot). Erdekes, hogy viszony-
lag milyen sok szimmetrikus elhelyezést talaltunk, bar a nagyobb kérszamok ese-
tén egyre kevesebb van. Ez 6sszhangban van a sikon valé optimalis kérpakolédsra
vonatkoz6 elméleti eredménnyel.

N r szimmetria | racs | NV r szimmetria | racs
1 | 40.000 v 16 | 11.7294 v

2 | 30.718 v v 17 | 11.4808

3 | 24.0408 v v 18 | 11.3291 v v
4 | 22.005 v v 19 | 11.0779

5 | 20.3992 v v | 20 | 10.9677 v v
6 | 20.000 v v | 21 | 10.5439

7 | 17.1786 22 | 10.2746

8 | 16.3175 v v | 23| 10.1396

9 | 15.2646 v v | 24| 10.000 v v
10 | 14.8085 25 | 9.77135 v

11 | 14.721 v v | 26 | 9.45412

12 | 13.8538 v v | 27 | 9.29373

13 | 13.3348 v v |28 | 9.2196 v

14 | 12.806 29 | 9.06494

15 | 12.3107 v v’ | 30 | 9.02455 v

1. tablazat. Az N darab kor elhelyezésének adatai: a taldlt legnagyobb sugér,
és annak megjelolése, hogy az adott pakolas szimmetrikus-e, illetve racspakolas-e.
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A tébldzatban megadott kapott sugarértékek jol tiikrozik azokat a helyzeteket,
amikor varhaté megoldés sziiletett (mint példdul az n = 1, 6 és 24 kor esetén).
Megjegyzendo az is, hogy a 6 és 24 kor optimdlis pakoldsa egyben az ipari stan-
darddal is egyezik, ugyanis eszerint csomagoljak a kiilonféle italokat.

Az dbrékon az adott pontossdggal egymaéssal érintkez6 koroket szaggatott vona-
lak jelzik. Az egyes korok szine a kor tulajdonsdgat tiikrozi: a szabad korok (ame-
lyek mozgathatdk kicsit, és a pakolds slirlisége emiatt nem valtozik, az elsé példa
a 7 kor pakoldsidt mutaté rajzon lathaté a 2. dbrdn) a legsotétebbek. Az egyes
pakolasok feliratat a program maga generdlta, ezért azok angolul vannak. Az abra-
feliratok megadjék a korok sugardt (angolul radius), a pontpakoldsi feladat alakra
vonatkozdan a pontok tdvolsdgainak minimumadt (distance), a korpakolds s{irtiségét
(density), valamint az emlitett értelemben vett érintkezések, kapcsolatok szadmét
(contacts). A 45 kor esetén lathatdlag még elérhet6 siirtibb pakolds is.

A teljes sikon optimalis korpakoldsi minta, a méhsejt szerkezetii, hexagonalis
pakolas el6szor a 31 kornek a 80 x 120 aranyu téglalapba valé elhelyezése soran
jelentkezik. Ez Osszhangban van azzal az észrevétellel, amit a négyzetbe vald
pakolds sordn tettiink ([9]): a korszdm novekedésével a hexagondlis tablakbdl all6
részstruktirak uraljak el fokozatosan a véges tartomanyon vett pakolasokat, és
ezeket a tablakat egészitik ki ezekhez illeszked6 korok.

A kapott eredmények optimalitdsa nem igazolt, tehat ezt intervallum aritmeti-
kara épild eljarasokkal kell verifikalni, mint amilyen eljardsokat a négyzetbe vald
pakoldsok egyes egyszeriibb eseteiben meg tettiink (lasd [4, 5, 7, 8]). Ebbdl a
szempontbdl tanulsdgos, hogy a kiilonben elfogadott GAMS-Baron mddszertan
(amilyent az [1, 2] kozlemények alkalmaztak) milyen gyakran adott nem optimé-
lis, és az optimalitasi rést illetGen félrevezeté eredményt. A sugar értékek szigoruan
monoton médon csdkkennek a névekvé korszammal. Ez a tulajdonsag altaldban
természetesnek mondhatd, bar van ezen szabaly aldl kivétel, példaul a korbe kor-
pakolds n = 6 és 7 esetei azonos sugarral adjak az optimadlis elhelyezést. Ezzel
egyliitt ez utébbi jelenség kivételesnek szamit.

Alkalmazas

1. Megjegyzendd, hogy a gyakorlati alkalmazést tovabbi tényezok is befolyasol-
jak. fgy a hasonlé rakodas soran hasznalt zsugorfélia vagy pant a helyesen lerakott
elhelyezést elronthatja. Ezek a hatasok az adott szerkezetet nyilvanvaléan a korbe
irt pakoldsok irdnyaban torzitjak. Emiatt a helyesen elhelyezett vodrok vagy hor-
dék a raklaprol leloghatnak, és épp a megbizé altal kifogasolt jelenség jelentkezik,
az aru sériil, és ardanytalanul nagy koltségnovekedést okozhat. Az aldbb mutatott
optimdlis elhelyezések rogzitését gy kell megoldani, hogy az a fentieknek megfe-
lel6en ne torzuljon olyannd, ami megsérti a befoglal6 téglalap hatarat.

A talalt elényts pakoldsi mintak sokszor nehezen szerkesztheték, emiatt a pa-
kolés kialakitasa nehézséget jelenthet. Az altaldban nem raciondlis szammal adott
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3 circles in the 3x2 unit rectangle 4 circles in the 3x2 unit rectangle
radius = 0 density =0 Sre radius = 0. density =0 B
distance = 0.818813782153  comtacts = 7 distance = 0.709318582732  contacts = %

5 circles in the 3x2 unit rectangle 6 circles in the 3x2 unit rectangle
radius = 0 dansity = 0 754 8o radius =0 dansity = 0. O b
distance = 0.630851865533  contacts = 12 distance = 0,612372435636  contacts = 17

7 circles in the 3x2 unit rectangle 8 circles in the 3x2 unit rectangle

radius = 0.175328637763  density = 0.676010792872 Bha Tadius = 0.166539827660 denaity = 0.697063501158
distance = 0.491330276104  contacts = 13 distance = 0.45750085599%  contacts = 18

9 circles in the 3x2 unit rectangle 10 ErEal N R R le

radius = 0.155794161224 density = 0.686269561595 i radivs = 0.151139072491  demaity = 0.717634614097
distance = 0.417908846346 contacts = 19 distance = 0.401330039558  comtacts = 19

2. dbra. A raklap pakolasra kapott kozel optimélis megoldasok az n = 3 — 10
esetekre. A részdbrakon szerepel a sugar, a siiriiség, a pont pakolasi tavolsdg és az
érintések szama.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2014)



104 CSENDES TIBOR ES KOZMA ATTILA

11 circles in the 3x2 unit rectangle

cadivs = 0. density = 0. ] oL radius = 0.141394564451  density = 0.753696585Z74 €0
distance = 0398185139011  contacta = 24 distance = 0.367686632912  contacts = 28

13 circles in the 3x2 unit rectangle 14 circles in the 3x2 unit rectangle

E ™

radius = 0. 70 density = 0. 160 it radius = 0.130701097065  density = 0.751339764226 St
distance = 0.349975295253  contacta = 28 distance = 0.332333451209  contacts = 25

16 circles in the 3x2 unit rectangle

15 circles in the 3x2 unit rectangle

radius =0

density = 0. R radius = 0.119712509686  density = 0.720359381811  ©ii
eontacts = 13 distancs = 0.297603550506 contacts = 29 Z

18 circles in the 3x2 unit rectangle
2R

H

H

radius = 0117175677871 density = 0.7332840875327 € i radius = 0.115627305703 deasity = 0.756037243281  §0-o
distance = 0.289804012944  contacts = 35 distance = 0.285083720224  contacts = 37

3. dbra. A raklap pakolasra kapott kozel optimélis megoldasok az n = 11 — 18
esetekre.
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FNC
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e, YL passeferseiinen
byl S

.....

cadius = 0.107613206382  dansity = 0.764012229901 B b
. = 33 )

distance = 0.261112060871 contacts =

23 circles in the 3x2 unit rectangle

20 circles in the 3x2 unit rectangle

Eadius = 0.111933047385  density = 0.787305130842 e
distance = 0.ZTISSE0BSESI  contacts = 45

22 circles in the 3x2 unit rectangle

4. dbra. A raklap pakoldsra kapott kozel optimdlis megoldasok az n = 19 — 26

esetekre.
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koordinatak, valamint a tényleges elhelyezés technikai gondjai miatt a pakolasok
megvaldsitasara kiillon gondot kell forditani. E célbdl elére nyomott papirt vagy
vetitést lehet alkalmazni.

2. A gyakorlati hasznositds szempontjabdl kitiintetett jelentéségiiek az dgy
nevezett racspakoldsok [9], amelyekben a korok kozéppontjai egy a téglalapra fek-
tetett rdcs egyes szabalyosan elhelyezkedd rdcspontjai. A jelen kézleményben meg-
adottak nem mind ilyenek (jellemz6 ilyen példa az itt dltalunk megadott pakolds
a 11, illetve a 12 kérre). Amennyiben minden kérszamra ilyeneket akarunk meg-
adni, akkor az ennek megfelel§ tovabbi feltételeket be kell épiteni a matematikai
modellbe, és az optimalizaldst ennek megfelel6en végrehajtani. Ezt a most alkal-
mazott eljards nem tamogatja, de bizonyos szempontbdl egyszeriibb az optimalis
racspakoldsok meghatarozasa, mint az altalanos alaktaké.

A récspakoldsok lerakasa egyszerii: a vodroket vagy horddékat soronként lehet
elhelyezni, és az egymést kovetd sorokat szabad az érintkezésig elcstsztatni. Ez az
eljaras a pakolds szerkezete miatt nem okozhatja aztdn a taroléedények tullogasat
a raklap hatarain. Ennek ellenére az 1. pontban emlitett technikai segédeszk6zok
itt is segithetnek az optimélis pakolasnak megfelel6 elhelyezés megtalalasaban.

3. A bemutatott korpakoldsokkal elérhet$ megtakaritds onmagéaban nem feltét-
len jelentés, mindossze par szazalékos lehet. Ennek ellenére egyes esetekben ez azt
eredményezheti, hogy kevesebb szallitéeszkozzel lehet megoldani az adott aru meg-
rendel6hoz valé tovabbitasat. Mdésrészt ezek hasznalata nyilvan ésszerti, és kiilon
koltséget nem jelent, mig kozben megtakaritdst érhetiink el velitk. Emlitésre mélté
itt az a megjegyzés, ami hasonlé logisztikai feladatok megoldasaban altalanosan
elfogadott szakmai tervezési elv, miszerint sokszor érdemes a széllitéeszkozok mi-
nimalizdldsira torekedni az egyéb ésszerii szempontok helyett (a lehet6 legkisebb
személyi kiaddsok, minimalis koltség, legrovidebb teljes rakodési idStartam stb.).

4. Felmeriilhet, hogy az éltalunk is targyalt kor darabszamok til nagyok, ennyi
hengeres dobozt, vodrét vagy hordét nem szokas ebben a forméban csomagolni.
Ez jogos, kiilondsen nagy korszamra és abban az esetben, ha nincsenek olyan esz-
kozeink, amivel biztositani tudjuk, hogy a raklap hatarain ne cstsszanak kiviil a
taroléedények. Természetesen a téglalapba valé korpakolds mas alkalmazésai ese-
tén, amit a kovetkezd pontban targyalunk réviden, ezek az érvek kevésbé hatnak.

Az a gyartasi eljaras, amely a gépsorokrdl lejovd kor alapi csomagoldsu ter-
mékeket kis darabszamban a raklapnél lényegesen kisebb egységekbe csomagolja,
majd ezeket rendezi a raklapra, kozvetve szintén tdmaszkodik a téglalapba valé
korpakolasra. A raklapnal kisebb méretli csomagok kialakitdsa mellett szl az,
hogy ezek kézzel jobban rakodhatok. Természetesen ezek a kisebb méretii pakolasi
feladatok is megoldhatok az ismertetett mddszerrel, s6t adott esetben a téglalap
oldalai hossza aranyanak egyezése esetén az eredményeink kozvetleniil is haszndl-
hatdk erre az esetre is.

5. Maés alkalmazdsok is vannak a téglalapba valé korpakolds eredményeinek
hasznositasara. A pakolasi feladatoknak megfeleltethetOk a szabdsi feladatok, ame-
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lyek adott nyersanyagbdl a lehet6 legnagyobb méretli végtermékek kivégasat, vagy
ennek megfelelé médon adott téglalap alaki nyersanyagbdl a legtobb adott méreti
végtermék leszabdsat célozzak. Ertékes nyersanyag esetén az igy elérheté megta-
karitds tetemes lehet. A bemutatott moédszertan az altalunk targyalttdl eltéro
esetekben is alkalmazhato.

Bolyai Farkas is targyalta a korpakoldsi feladatok olyan alkalmazasat, amelyek
adott kétdimenzids alakzatba (négyzetbe, téglalapba vagy haromszégbe) egybe-
vago korok olyan nem atlapold elhelyezését kereste, hogy a korok sugara maximélis
legyen. O ezt egy tervezett erdészi dllas palyazatahoz vizsgédlta. A korok szerepét
az indokolja, hogy ezek adjak meg az egyes fak életterét. Az adott teriilet legjobb
kihasznalasat pedig épp az optimalis korpakolasi megoldas tudja biztositani.

A pakolasi feladatok mellett a lefedési problémék is ide kapcsolédnak. KEzek
bizonyos értelemben dudlisai a pakolasi feladatoknak. Elobbi esetén az a célkitiizés,
hogy adott korldtos tartomanyt (esetleg atlapoldssal) teljes mértékben lefedjiink
minimélis darabszamu egybevago adott alakzattal. Ebben az értelemben egy adott
teriilet, példaul egy orszag minimalis szamu telekommunikaciés adétoronnyal vald
lefedése (feltételezve, hogy adott megkovetelt térerd esetén az adétorony hatdkore
kor alaki), korokkel valo lefedési feladatra vezet. Mdsrészt interferencia és egyéb
technikai jelenségek miatt az elhelyezend6 objektumok egyméstdl egy minimélis
tavolsagot kell hogy tartsanak. Ez viszont ismét a korpakolasi feladatot jelenti.

Kicsit tavolabbrdl, de ide kotddik a Latin hiperkocka tervezés [11], amely adott
térrész koordinatanként kiilonb6z6 koordinatdju, minél tavolabbi pontok kijelclé-
sére torekszik. Ez szamos alkalmazdssal rendelkezik, a kédtervezéstél a mérési
mintavételezés ilyen szempontbdl optimalis meghatarozasaig.

Tovabbi kutatasokat kell ezt kdovetoen végezni a matematikai értelemben vett
optimalitas igazolasara, és az optimalis racspakolasok numerikus meghatarozasara.
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OPTIMAL PACKING OF BUCKETS ON EUR-PALETTE

Ti1BOR CSENDES AND ATTILA KOzZMA

A Belgian firm selling printing color asked us to help their delivery services with providing
optimal number of buckets or barrels that can be positioned on a standard size eur-palette
(80 x 120 cm). The reason why they were interested was that the earlier ad hoc packing resulted
in a not exact fit, and during the loading of the lorries the lids of the bins containing the printing
colors opened and the material was wasted causing substantial losses both expressed in money
and time of the delivery.

We used the Pulsating Disk Shaking algorithm of Eckard Specht, and here we report the
best approximative solutions obtained with some discussion on the quality of these.
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