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MERTEKEK ABSZOLUT ES SZIMMETRIKUS NORMAKON

LOVAS ATTILA, ANDAI ATTILA

Dolgozatunkban az abszoltut és szimmetrikus véletlen normékkal ismer-
tetjiik meg az Olvasot. Definidljuk a normafolyamatot mint specidlis szto-
chasztikus folyamatot, és megmutatjuk, hogy a normafolyamatok szoros kap-
csolatban dllnak az abszolit és szimmetrikus véletlen norméakkal. Egy folyto-
nos idejl egyszerli ugrd folyamatot leiré Markov-lanc segitségével konstrua-
lunk egy abszolut és szimmetrikus véletlen normat. Definidljuk ezen véletlen
normék magasabb dimenzids er6s és gyenge kiterjesztéseit, tovabba nume-
rikusan kiszdmitjuk a konstrudlt véletlen norma varhaté értékeként el6alld
norma egységgdmbjét kettd és harom dimenziéban.

1. Bevezetés

A normak és az dltaluk indukalt metrikak koézponti szerepet toltenek be az ana-

lizisben. Egy ||.|| : C" — [0,00) norméat a C™ vektortéren abszolitnak neveziink,
ha a vektorok norméja csupan elemeik abszolut értékétol fiigg, azaz
Ve e C" |zl = |[]=[l],

ahol |.| jeloli a vektor elemenként vett abszolit értékét. Egy normét szimmetri-
kusnak mondunk, ha az alabbi feltételt teljesiti

VresS, VYereC' |lzonl| =]z,

ahol S,, az n-ed rendl szimmetrikus csoportot jeloli. Vilagos, hogy az analizisben
oly gyakran felbukkané p-normék rendelkeznek a fenti tulajdonsagokkal.

Az is nyilvanvald, hogy egy abszolut és szimmetrikus normét egyértelmiien
meghataroznak az

RY S = {(21,...,2n)|lT1 222 > -+ > 1, > 0}

halmazon felvett értékei [2]. Megéllapodunk abban, hogy kizdrélag olyan normé-
kat fogunk tekinteni, melyek norméltak abban az értelemben, hogy teljesitik a
[1(1,0,0,...,0)|| = 1 normdldsi feltételt.

1.1. Definicio. Legyen (9, F,P) valészinliségi mez8. Egy p : Q x C™* — [0, 00)
leképezést abszolit és szimmetrikus véletlen normdnak neveziink, ha az a kévetkezo
feltételeket teljesiti:

Alkalmazott Matematikai Lapok (2015)



64 LOVAS ATTILA, ANDAI ATTILA

(i) A p(w,.): C" — [0,00) fiiggvény abszolit és szimmetrikus norma P-m.m.
w € () esetén.

(ii) Ve € C* p(.,z): Q — [0,00) egy valbsziniiségi valtozd.

A permutécié invarianciabdl, a normalasi feltételbél és abbdl, hogy a norma abszo-
lat, konnyen levezethetd, hogy

Ve e C" esetén P({we Qp(w,x) & [[[2]loo, [[2][1]}) =0 (1)

teljesiil, és az x — E(p (., z)) hozzdrendelés abszolit és szimmetrikus normdt haté-
roz meg.

A dolgozat a kovetkezGképpen épiil fel: A maésodik fejezet harom alfejezetre
oszlik. A 2.1 és 2.2 alfejezetekben definidljuk a normafolyamatokat és a normafo-
lyamatok péalyaintegral reprezentacidjat. A 2.3 alfejezetben bevezetjitk a Markov-
tipust abszolit és szimmetrikus véletlen normaékat.

A harmadik fejezet els6 felében folytonos idejii Markov-lancok palyaintegralja-
nak kiszamitasaval foglalkozunk. A harmadik fejezet masodik felében megkonst-
rudlunk egy konkrét Markov-tipust abszolit és szimmetrikus véletlen normat.

A negyedik fejezetet a magasabb dimenzids &ltaldnositdsoknak szenteljiik.
A fejezet egy, a végtelen dimenzids kiterjesztések ekvivalencidjara iranyuld nyi-
tott kérdéssel zarul.

Az itt bemutatdsra keriild eredmények angol nyelven is olvashatdk [1].

2. Abszolut és szimmetrikus véletlen normak a sikon
2.1. Normafolyamatok

Egy Ri)—re megszoritott szimmetrikus abszolit norma megadhaté az egység-
gombjével, ami pedig paraméterezhetd a rajta fekvo pontok y koordinatéi segitsé-
gével. Ez a megfigyelés motivélja a kovetkezd definiciot.

2.1. Definicid. Egy (X)i>o valds értékid sztochasztikus folyamatot normafo-

lyamatnak neveziink, ha a realizacioi a kovetkezd feltételeket teljesitik P-m.b.:
(i) Xo =0,
Xy, — X
(i) VO <t <ty esetén 0< % <1,
22—t

(iii) ¢ — X; konvex és folytonos.

Az aldbbi tétel szerint a normafolyamatokra tekinthetiink gy is, mint az R3_7>—
re megszoritott abszolit és szimmetrikus véletlen normék egységgémbjének para-
méterezésére.
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2.1. TETEL. Legyen (X;):>0 egy tetszéleges normafolyamat és (2, F,P) a hozzd-
tartozo valoszintiségi mezo.
Ekkor P-m.m. w € Q esetén igaz, hogy minden v = (vi,v2) € R 5\ {(0,0)}
vektorhoz egyértelmiien létezik p € [||v]]s0, ||v||1] Ugy, hogy
A X)) =1
p P
teljesiil és a p : Q@ x R3S\ {(0,0)} — [0,00) ~ P-m.m. w € Q-ra értelmezett
— fiiggvény p ({0,0}) := 0 mddon definidlt kiterjesztése abszolut és szimmetrikus
véletlen norma.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy w € Q-ra a 2.1. Definiciéban szerepld (i)—(iii)
feltételek teljesiilnek. Legyen v = (v1,v2) € RE 5\ {(0,0)} egy tetszdleges vektor.
A (0,00) 2 p+— Lt X (w) hozzdrendelés folytonos és szigorti monoton csékkend

P

fliggvényt hatdroz meg. Tovabba
A X (w)>1
(% v1

+ X v (w) <1
V1 + V2 vitvg

U1

is teljesiil, mert 0 < X; < t. Ebbdl kovetkezik, hogy egyértelmiien létezik olyan
p € [|[vlloc, [|v][1], amelyre <t + Xvz (w) =1 teljesiil.
D
Most vegyiik p kiterjesztettjét, és w € Q legyen olyan, mint fent volt.

(i) Yo € R% 5 p(w,v) =0 < v =0, hiszen p (w,v) € [||v]|oo, [|v[[1].

(ii) Vaa >0 ﬁ + Xp(ffiv) =1, ezért p (w, av) = ap (w, v).

ves 2 . 7’ LR
’ ) t
(iii) Hav,w € R% 5 nem nulla vektorok, akkor a t — X;(w) fiiggvény konvexitdsa
miatt irhajuk, hogy

vy +wy p(w,v)
1= X_ v
p(w,v) +plw,w)  pwv)+pww) rE»
p(w,w) X oy >
p(w,0) +p(w,w) 7w
v1 + wq

X vatw
~ p(w,v) +p(w,w) Aol

amibél p (w,v +w) < p(w,v) + p (w, w) kovetkezik.

Azt kaptuk, hogy ha w € Q teljesiti a 2.1. Definiciéban szerepld (i) — (iii) felté-
teleket, akkor p (w,.) : Ra_e — [0,00) abszolut és szimmetrikus normét hatdroz
meg.
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Legyen v € Ri,z egy tetszbleges vektor és y € (0, 00). Ekkor frhatjuk, hogy

P(P@“)<Z/)ZP<21+XU2<1>:]P’<sz<1—21>,

amib6l kovetkezik, hogy p (., v) : Q@ = [||v]|oo, ||v]|1] egy valdsziniiségi valtozd. O
Ha y € [||v]oo, [J0]1], akkor

V! V: v v
22 <1 b6 0<1-2t<i1-o 1

Yy vt Y v+ vy

teljesiil. Kovetkezésképpen elegendd a
(t,z) = P(X:(.) < x)

fiiggvény értékeit a [0,1]? egységnényzeten meghatdrozni ahhoz, hogy a véletlen
norma eloszlasat meghatarozzuk.

Az abszolit és szimmetrikus véletlen normak és a normafolyamatok kozott
fenndllé fenti megfeleltetés nem kolcsonosen egyértelmii, mert a véletlen norma
nem hatérozza meg egyértelmiien az 6t szarmaztaté normafolyamatot. Mindazon-
altal a normafolyamatok idedlis jeloltek arra, hogy segitségiikkel konkrét abszolut
és szimmetrikus véletlen normdkat konstrualjunk.

2.2. Normafolyamatok reprezentaciéi

Lattuk, hogy a normafolyamatok szoros kapcsolatban allnak az abszolut és
szimmetrikus véletlen normdakkal, ezért érdemes a normafolyamatok reprezenta-
ciéit vizsgalni. Tudjuk, hogy egy folytonos és monoton nové fiiggvény majdnem
mindeniitt differencidlhaté és el6all igy, mint a majdnem mindeniitt 1étez6 deri-
véltjanak az integralfiiggvénye [4]. Ha ezt a tételt alkalmazzuk az (X;);>( folyamat
pélyaira, akkor azt kapjuk, hogy létezik olyan (Z;),., sztochasztikus folyamat,
amelyre

X0 "2 [ 2,0)as
0

teljesiil, és nyilvanvalé az is, hogy a (Z;),, folyamat relaizaciéi majdnem biztosan
nem negativ, monoton névo, korlatos fiiggvények, 1 fels6 korlattal.
A (Z;),~, folyamat tehat felirhaté

(Zt)tzo = (ﬁ‘o Yt)tzo

alakban is, ahol (Y;);>0 egy P-m.b. novekvd palydja sztochasztikus folyamat egy
(S, <) részben rendezett metrikus téren, F' : S — [0,1] pedig egy monoton névé
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fiiggvény. Ezért

A fenti pélyaintegral leirasbol rovid szamolassal eljuthatunk egy ujabb repre-
zentacidhoz. Ha feltessziik, hogy F egy (A,G,P) valészinfiségi mezén értelmezett
& € S valdszintliségi valtozo eloszlasfiggvénye és tekintjiik a (Yy);>o sztochasztikus
folyamatot a £-t6l fiiggetleniil, akkor irhaté, hogy

t t t

Frmb. / )ds = /I@(g <Y,)ds= //15(,])@3() dP(n) ds =
0 0 0 A

A/

ahol 7, az S 3 r szint elérési ideje: 7, = inf{s > 0|Y; > r}.

Leny<v. () ds dP(n) = Ep ((t = 7e(.)+).

o

2.3. Markov-tipusu abszolut és szimmetrikus véletlen normak

2.2. Definicio. Egy abszolit és szimmetrikus véletlen normat Markov-tipusinak
neveziink, ha van olyan normafolyamat, amely a széban forgd véletlen normaét
szarmaztatja, és ezen normafolyamat palyai Markov-folyamatok palyainak integ-
ralfiiggvényeként allnak eld.

A Markov tipusti abszolut és szimmetrikus véletlen normak sem nem tul trividli-
sak, sem nem tul bonyolultak ahhoz, hogy viselkedésiiket legalabb véges dllapottér
esetén meg tudjuk érteni.

Mielott tovabblépnénk, csupan a teljesség kedvéért néhany elemi tényt ismer-
tetiink a folytonos idejli véges allapotteri Markov-lancokkal kapcsolatban [3].

2.3. Definicio. Egy (Y:)i>0 sztochasztikus folyamatot folytonos idejii Markov-
lancnak neveziink, ha egy S megszamlalhaté dllapottéren veszi fel értékeit és me-
moria nélkiili, ami azt jelenti, hogy

P(Y, =BV, =a1,... Y, = an) =P(V; = B[V, = 1)

teljesiil minden 0 < tq,...,t, < t-re és minden «q,...,a,, 5 € S-re.
Tovabba létezik egy P : [0,00) — RS x RS leképezés, amelyre fennall, hogy

Ve 0,00) Va,B€S P(Yi=8[Yo=a)= Pt

és P az alabbi tulajdonsigokkal rendelkezik:
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(i) P(0) = idgs
(ii) HEI\I"% P(t) = idps
(iii) P(t+s) = P(t)P(s) Vt,s € [0, 00).
A P(t) méatrixot a t idéponthoz tartozé dtmenet-valdszinliség matrixnak nevezziik.

A 4. Definiciéban szerepl6 (i)—(iii) feltételekbdl kovetkezik, hogy létezik olyan
G € RS x RS métrix, melyre P(t) = ¢!“ médon &ll els. Ezt a G matrixot nevezziik
a folytonos idejii Markov-ldnc infitezimdlis generdtordnak [3].

3. Konkrét példa abszoliut és szimmetrikus véletlen normara
3.1. Folytonos idejii Markov-lancok palyaintegralja

Ebben a pontban folytonos idejii Markov-lancok palyaintegraljat vizsgaljuk.
Pollett and Stefanov kozolt egy lehetséges eljarast folytonos idejii Markov-lanc
pélyaintegral eloszldsfiiggvényének kiszdmitasara [7]. A kovetkezd tétel tekinthetd
a hires Feynman—Kac-formula [6] varidnsaként véges allapotterti és folytonos idejii
Markov-lancokra. Ez az eszkoztar teszi lehetové, hogy a konstrudlt Markov-tipusi
abszolit és szimmetrikus véletlen norma eloszlasat kiszamitsuk.

3.1. TETEL. Legyen (Y:)i>0 egy folytonos idejit Markov-ldnc G infinitezimélis
generatorral a véges S allapottéren, f : S — R pedig legyen egy injektiv fiiggvény.
Ha (X)t>0 jeloli f oY pélyaintegradl folyamatdt:

t
th/onsds,
0

akkor X; karakterisztikus fiiggvénye a kovetkez6képpen fejezhetd ki:
(Yyo € ) E (e [Yo = yo) = TN (1)(yo), (2)

ahol 1: S — {1} a konstans 1 fiiggvény, és M; : RS — RS az f fiiggvénnyel valé
szorzds operatora.

Bizonyitds. A t— f(Yi(w)) hozzérendelés 1épcsés fiiggvényt hatdroz meg min-
den w € O esetén, ezért t — f(Yi(w)) integrélja Riemann-féle kozelité osszegek
hatarértékeként is el6all. Ezt és Lebesgue domindlt konvergencia tételét alkal-
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E (X Yy =yo) =E <exp (wmlgnoo % z_:f (Ym)) Yo = yo)
= mlgnoo]E <exp (zu Zf (th)) Yy = y())

Az f fiiggvény injektivitasat és az (Y;):>o folyamat Markov-tulajdonségét felhasz-
nalva adodik, hogy

mazva a kovetkezoket frhatjuk.
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Vegyiik észre, hogy a kapott kifejezés felirhatd gy is, mint az emCGemMs operator
m-szeres kompozicidjanak hatdsa az 1 fliggvényre.

NI

Y1,--,Ym €S k=1

U m
( kt yk’Y(k—lﬂ = yk—l) = (656’6 ’”th) (1)(yo)

m

Ha m — oo hatarértéket vesziink és alkalmazzuk a Lie-Trotter-formulat, akkor a
kivant kifejezést kapjuk.

E (ei“Xt |Yo = yo) = 77}im

— 00

(G%Ge%Mf)m (1)(yo) = "G M) (1) (yo)
O

Vezessiik be az alabbi jeloléseket a fenti feltételes karakterisztikus fiiggvényre
és a neki megfelel6 feltételes eloszlasfiiggvényre.

o(t,u) =FE (e“‘Xt |Y0)
F(t,z) =P(X, < z|Yp)

Ha a (2) kifejezés t-szerinti derivéltjdt vessziik, akkor azt kapjuk, hogy ¢ a kovet-
kez6 Cauchy-feladat megoldasa:

Ovp = Go+iuMyp

©(0,u) =1 € RY. )
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Legyen £ egy X;-t0l fliggetlen normalis eloszlast valészintiségi valtozd zérus var-
hat6 értékkel és o szorassal. Az X, + £ simitott valésziniiségi véaltozé p,-val jelolt
karakterisztikus fiiggvénye a (3)-hoz hasonlé differencidlegyenlet- rendszernek tesz
eleget.

019 = Gos + Myiup,
p(0,u)=e” 2 1R

Tegyiik fel egy pillanatra, hogy 01 F, (¢, z) 1étezik, és minden ¢ € [0, c0) esetén
eltlinik, amint x — —oo. Ekkor irhatjuk, hogy

0105 (L, u) =5 / ““”F (t,dx) = / /81 (s,dx)d

[0,¢]
=5 / /ei“z O Fy(s,dx)ds = /eium 01 Fy(t,dx),
(0,4 R R
és

=00

/iuei“w F,(t,dx) = 75‘2Fg(t,x)ei““"|w;_oo + /iuei” F,(t,dz)
R R

(4)
= / e 9y Fy(t, dz),

R
amibdl kovetkezik, hogy a 01 F, — GF, + M0y F, fiiggvényhez asszocidlt el6jeles

Borel-mérték Fourier—Stieltjes-transzformaltja zérus, azaz

Vt € [0,00), Yu € R esetén /ei“’” [01Fy — GFy 4+ Mf0oFy) (t,dz) =0
R

Masfelél pedig
Yt € [0, 00) -re lim [WF, — GF, + M02F,] (t,z) =0,

T —00
amibdl kovetkezik, hogy F, a kovetkezé Cauchy-feladat megoldédsa
O F, =GF, — M0 F,
F,(0,z) = ®,(2)1 € R?,
ahol @, jeloli £ eloszlasfiiggvényét.
Megjegyzés. Az X integrél el6allitasabol az aldabbi becslést kapjuk

X +E4+mAt < Xppne +ES Xy + 6+ MAY,
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ahol m = mig f(s) és M = max f(s). Ezt felhaszndlva kapjuk, hogy
sE se

Fy(t,x — MAt) < F,(t + At,z) < F,(t,x — mAt),

ami felhasznéalhat6 arra, hogy F, parcidlis derivaltjait a differenciahdnyadosokon
keresztiil az aldbbi mddon megbecsiiljiik:

F,(t,x) — F,(t,x — MAt) <Fa(t + At,x) — F,(t, )
MA - At

Fy(t,x) — Fy(t, — mAt)
mAt

-M

<—-m

(a < szimb6lum elemenkénti reldciét jeldl). Az Oy F,(t,x) parcidlis derivéltra a
kovetkezo becslést kapjuk

—MOoF,(t,z) < 1 Fy(t,x) < —m0e Fy(t, x),
amibdl kovetkezik, hogy a lim 01F,(t,x) = 0 feltétel elhagyhats. Az X; + ¢
Tr—r00
valdszintiségi valtozo gyengén tart X;-hez, amint ¢ — 0, ezért elég megoldani
a (5) Cauchy-feladatot, és venni a ¢ — 0 hatdrértéket, hogy meghatdrozzuk F

értékét annak folytonossagi pontjaiban. A kovetkezo tétel az F' eloszlasfiiggvény
egy integrédlegyenlet el6allitasat adja meg.

3.2. TETEL. Ha (X¢),~, a 3.1. Tételben definiélt sztochasztikus folyamat,
akkor tetszéleges yo € S esetén az F(t,x),, = P(X; < x|Yy = yo) feltételes elosz-
lastiiggvény a kovetkezG integralegyenlet megoldasaként kaphato meg:

F(t, )y, = e (2 > tf(yo))+

+ Z F(s,z— (t—$)f(50))oP (Yies = 0 [Yo = yo) Ae 27 ds, ©

0 o€S\{yo}
ahol az Y, folyamat altal az egyes allapotokban téltétt id6 A parameterii exponen-
cialis eloszlasu valszintiségi valtozo.
Bizonyitds. Jeloljik az Y Markov-lanc elsé ugrasanak idejét 7-val. Alkalmazva a

teljes valészintiség tételét

F(t,z)y, =P (X¢ <z |Yo=yo, 7 >t)P(1 > 1)+
t
+/]P’(Xt <z|Yo=yo, 7 =t—s) e "9 ds
0

irhatd, hiszen 7 a kezdeti allapottdl fiiggetlen. Azt kapjuk, hogy
P(X, <z|Yo=yo,7>1t)=1(x —tf(yo) > 0).
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Hasonléan kaphaté meg az is, hogy

P(X;<z|Yo=yo,T=t—5)=

= > PXi<z|Yo=yYies=o07=t—5)PYi,=0Yg=y0),
O'ES\{yo}

ami minden s € [0,t) esetén igaz, tovdbba az (Y;),~ folyamat Markov tulajdon-
sdga miatt

P(Xy <z|Yo=y0,Yis =0,7=t—5)=F(s,2 = (t = 5)f(%0))s

irhaté. O

3.2. Abszolut szimmetrikus véletlen norma konstrukcidja

Vegyiik azt az (Y;):>0 folytonos idejii Markov-lancot az S = {0,...,n} (n € N)
allapottéren, melynek infinitezimalis generdtora G = A\, N € R+ x(+1) aho]

-1 1 o -~ 0 0

o -1 1 --- 0 O

0 o -1 --- 0 O
N = .

0 0 0 -1 1

0 0 0 0

és a (A, )nen paraméter szabdlyozza a lanc ,sebességét”. Az el6z6 pontban ismer-
tetett modon kiszamitjuk az
t
1
Xt = 7)/5 ds
n
0

palyaintegral folyamat eloszlasfiiggvényét. Minden, legfeljebb n szakaszbdl allo,
szakaszonként linedris palyaju normafolyamat palyaja szerepel az X; palyai kozott,
igy X; egy mértéket ad meg azon abszolit és szimmetrikus véletlen norméakon,
melyek egységgombje egy legfeljebb 4n oldalu szabalyos sokszog.

A simitott valészintiségi valtozdhoz tartozé Cauchy-feladat felirhaté gy, mint

k
0 (FU)k + EaQ(FU)k + )\n(Fo)k = )\n(FU)/C-i-l

81(F0)n + 282(}?0)71 + )\n(Fa')n =0
(Fo)k(0,z) = @4 (),
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ahol (Fy)r = P(Xy +& < z|Yp = k) és k = 0,...,n. Ha (F,(t,x)); helyére
e~ (J,(t,7))g-t frunk, akkor a kovetkezd elsérendii kvézilinedris parcidlis diffe-
rencidlegyenlet rendszert nyerjiik:

k
al(JU)k + g82(t]a)k = )‘n(JU)k-i-l

D1 (o) + %@(Jg)n _0 (7)

A fenti egyenlet kozvetleniil megoldhaté a karakterisztikdk modszerével, igy egy
rekurziot kapunk Fi-ra:

(Fo)n(t,x) = @z —t)

Ha 0 — 0 az adédik, hogy

(F)n(t,z) = 1(z —t > 0)

t
(F)u(t,z) = e 1 (m _k > o) + /(F)k+1 (t,x — E(t - s)> Ane 2 (79 4
n n
0

ami ugyanaz, mintha az (6) formulat kézvetleniil alkalmaztuk volna.

A (7) differencidlegyenlet-rendszert o = 0-ra, numerikusan az upwind séma
[5] segitségével oldottuk meg. A kapott eloszlasfiiggvény segitségével a konstrualt
abszolut szimmetrikus véletlen norma varhaté értékét szamitottuk ki, ami persze
egy abszolit és szimmetrikus norma. Szimuldcidinkban a [0, 1] intervallumot N
belsé ponttal N + 1 egyenl6 részre osztottuk fel. Az n = 10, A, = 10 és N =
200 paraméter beéllitdsok mellett kapott (F)o(t, z) eloszldsfiiggvény grafikonja az
. abran lathato.

A véarhaté érték norma R2-n vett egységkdreit a . dbrdn dbrazoltuk. Két szél-
sOséges vislekedés figyelhet6 meg: Ha leallitjuk a lancot, azaz ha A, = 0, akkor
a varhaté érték norma a kozonséges maximum normaval esik egybe. Ha a lanc
sebessége végtelenhez tart, vagyis A\, — oo, akkor a véarhaté érték norma az 1-
normahoz tart pontonként.
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1. dbra. Az X; valdszinliségi véltozd eloszlasfiiggvénye (n = 10, A, = 10,
N = 200).

4. Abszolut és szimmetrikus normak magasabb dimenziés terekben
4.1. Erds és gyenge kiterjesztések

A kozonséges p-normdk teljesitik a ||v||, = || (v1, [|(ve, ..., v0)|]) ||, egyenlEsé-
get Yo = (v1,...,0,) € C" estén. Ezt a tulajdonsdgot felhaszndlhatjuk arra, hogy
a sikon megkonstrudlt abszolit és szimmetrikus véletlen normdinkat magasabb
dimenzids terekre induktivan altalanositsuk.

Tegyiik fel, hogy minden n-nél kisebb dimenziéju térre sikeriilt kiterjeszteni
a sitkon mar megkonstrualt abszolit és szimmetrikus véletlen normét. Legyen

(n—1)
v = (v1,...,v,) € R% 5 tetszOleges vektor és P~ a véletlen norma C*! térre
vett kiterjesztése. Legyen p egy, az elézd kiterjesztéstdl fiiggetlen norma a C?
vektortéren és definidljuk az n dimenzids kiterjesztést gy, mint

P (v =p < ((vl,(npl) (., (UQ,...,U,L))» .

(n)
Vilagos, hogy a P véletlen norma C"-en csak a vektor elemek abszolut értékeitol

fligg, de nemsziikségképpen szimmetrikus. Szimmetrikus véletlen normat kapunk,
(n) (n)
ha p RY .-re vett lesziikitését szokdsos modon C"-re kiterjesztjikk. Ha P egy
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. dbra. A védrhat6 érték norma egységkorei. Folytonos — (n = 1, A, = 0,
N = 4000), szaggatott — (n = 1, A\, = 100, N = 500), pont-vonal — (n = 100,
» = 100, N = 1000).

>

olyan abszolit és szimmetrikus véletlen norma a C" vektortéren, melyet egy p,
C2-n adott, abszolit és szimmetrikus véletlen norma fiiggetlen példanyaibdl a fenti
eljarassal nyertiink, akkor azt p erds kiterjesztésének hivjuk.

A fenti eljaras {6 hatuliitoje, hogy rogzitett v € C™-re (]g) egy olyan valészintiségi
valtozo, ami az eredeti valdszinliségi mezd n-szeres hatvanyan van értelmezve. Ez
a szimuldcidk elvégzését nagyban megneheziti. Ennek okan vezetjiikk be a gyenge
kiterjesztett fogalmat, ami az er6stol annyiban kiilonbozik, hogy a konstrukciéban
felhasznalt indukcids 1épést a kovetkezdvel helyettesitjiik:

b (Lv)=p ( ((vh]E (%w” () (02, ... ,vn))>>> .

A 3. fejezetben bemutatott véletlen norma haromdimenzids gyenge kiterjesztésébél
szarmaztatott varhaté érték norma egységgombje a . dbran lathato.

4.2. Egy nyitott kérdés

Az abszolut és szimmetrikus véletlen norméak kiterjesztése végtelen dimenzi-
6ra egyszerll hatdratmenettel torténhet. Legyen v = (v1,va,...) komplex szdmok
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3. dbra. A 3. fejezetben bemutatott véletlen norma haromdimenziés gyenge kiter-
jesztésébol szarmaztatott varhatéd érték norma egységgombje (n = 100, A, = 100,
N = 500) paraméter bedllitdsok mellett.

egy tetszOleges sorozata, és jelolje (’z): (v1,v2,...,v,) az eredeti sorozat n-edik
csonkitottjat. Legyen

megengedve azt az esetet is, hogy a fenti hatarérték végtelen. Ha v € I', akkor a
forditott haromszog-egyenlétlenség szerint

)

| (n) (n) (

(n+m) (n m
p (% (n) (v))

(m) (m) () (m)
)= P (V)< P (v —w)<[v—"v ],

. () (n)
vagyis P (v") Cauchy-sorozat P-m.b..
Nyilvdnvals, hogy az (1) tulajdonsdg végtelen dimenzidra is oroklédik, azaz

(o0
komplex szdmok tetszéleges v = (v1, va, . ..) sorozatdra [|[v||e < P (v) < ||v|]1 és
[19]] 00 S(ﬁf}) (v) < ||v||1 teljesiil P-m.b., ami azt jelenti, hogy a vérhaté értékben

véges norméju sorozatok tere az I' és I terek kozott helyezkedik el tartalmazas
tekintetében. A kiilonb6z6 normafolyamatokhoz asszocidlt varhaté érték normak
végtelen dimenziéban nem sziikségképpen ekvivalensek, az esetleges ekvivalencia
fennéllasa ekvivalencidt indukal a normafolyamatokon is. A kérdés az, hogy ho-
gyan jellemezheték az egy ekvivalencia osztalyba keriil6 normafolyamatok?
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MEASURES ON GAUGE INVARIANT SYMMETRIC NORMS

ATTILA LOVAS, ATTILA ANDAI

The concept of a gauge invariant symmetric random norm is elaborated in this paper. We
introduce norm processes and show that this kind of stochastic processes are closely related to
gauge invariant symmetric random norms. We construct a gauge invariant symmetric random
norm on the plane. We define two different extensions of these random norms to higher (even
infinite) dimensions. We calculate numerically unit spheres of expected norms in two and three
dimensions for the constructed random norm. The English version of this paper can be found in

(1].

Keywords: continuous-time Markov chain; path integral; permutation invariant norm; unitary
invariant norm
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