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HIPERBOLIKUS WAVELETEK

ARATO MATYAS PROFESSZOR EMLEKERE

SCHIPP FERENC

Az utébbi két évtizedben a wavelet-transzforméciok szamos tipusat vezették
be és alkalmaztdk a matematika, a természet- és miiszaki tudomanyok kiilénb6z6
teriiletein. Ezek a transzforméaciok egységes elvek szerint szarmaztathatok, felhasz-
nalva az absztrakt harmonikus analizis eszkoztarat. Ezen az uton, kiindulva az
affin csoportbdl, eljuthatunk az (affin) wavelet-transzformdcichoz, a Heisenberg-
féle csoportbdl a Gdbor-transzformdcichoz. Véve a hiperbolikus geometria egy-
bevagésagi transzformécidit, ezekhez hasonlé elvek alkalmazasdval, bevezettiik
a hiperbolikus wavelet transzformdcist (HWT-t). A széban forgd egybevigdsdgi
transzformacidk a Blaschke-fiigguényekkel irhatdk le. Ezek nemcsak a komplex
fliggvénytanban, hanem az irdnyitaselméletben is kitiintetett szerepet jatszanak.
Ennek alapjan azt reméljiik, hogy a HWT a jelfeldolgozasnak és a rendszerelmé-
leti alkalmazasoknak adekvat eszkozévé valhat. Ebben a dolgozatban attekintést
nyujtunk néhany HWT-vel Gsszefiiggd eredményrol és alkalmazésrol.

Kiilon is felhivjuk a figyelmet a magyar matematikusok eredményeire, ame-
lyek jelentésége az irdnyitaselmélet és a jelfeldolgdzas teriiletén 1j megvilagitasba
keriiltek. A trigonometrikus Fourier-sorokra vonatkozé Fejér-féle szummdcio a
héaromszog ablaknak megfelel§ jelszilirési eljarasként interpretalhaté. Szamos,
Riesz Frigyes altal bevezetett fogalom és nevéhez fiz6d6 eredmény alapvetd sze-
repet jatszik ezekben az alkalmazasokban. Ezek koziil a matematikusok korében
jol ismert klasszikus eredményein tilmendGen itt most csak a Hardy-terek faktori-
zacidjara, a réla elnevezett béazis fogalméara, valamint a nemnegativ trigonomet-
rikus polinomok eldallitasara vonatkozé eredményeire utalunk, amelyek a wav-
elet konstrukciok alapvetd eszkozeivé valtak. A Haar Alfrédrdl elnevezett mérték,
amely az absztrakt harmonikus analizis egyik legfontosabb fogalma, a jelfeldolgo-
zas transzformacidinak lefrasdban is nélkiilozhetetlen eszkéznek bizonyult. A rdla
elnevezett rendszer, amelyet 1909-ben egy elméleti probléma tisztazasara vezetett
be, napjainkban, mint a legegyszeriibb wavelet, valt igazan jelentéssé. Mig az
1960-as években, egyfajta magyar specialitasként, kizarolag csak a hazai egyetemi
tankonyvek tesznek emlitést a Haar-rendszerrdl, addig manapsag szinte minden
jelfeldolgozassal kapcsolatos tankonyv tobb fejezetet szentel a rendszernek.

A Haar-rendszerbdl kiindulé wavelet-transzformacié mellett a Gdbor Dénes
altal 1945-ben vizsgalt (ablakos) Fourier-transzformécié (azéta Gabor-transzforma-
ciénak nevezett eljards) bizonyult a jelfeldolgozds egyik leghatékony eszkozének.
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Napjainban az MTA SZTAKI-ban Bokor Jézsef vezetésével eredményesen alkal-
mazzak a raciondlis fiiggvényrendszereket és a hiperbolikus waveleteket az iranyitds-
elmélet és a jelfeldolgozas problémainak a megoldasaban. Ezeknek a médszereknek
a felhasznaldsaval biztaté eredmények sziilettek az ELTE Numerikus Analizis Tan-
széken EKG-jelek matematikai modellezésében.

1. Torténeti attekintés

A Fourier-sorok elméletének kialakuldsa szorosan Osszefiigg fontos gyakorlati
problémakkal. Mdér maga Fourier is egy fizikdbdl szarmazo feladat, a héveze-
tés matematikai leirdsara dolgozta ki mdodszerét. A matematika szamos fejeze-
tének létrejotte és fejlédése szorosan Osszefiigg azokkal a kérdésekkel, amelyek a
Fourier-sorok alkalmazdasdval kapcsolatban felvetédtek. Ezek tisztazasa, Dirichlet
munkassdga nyoméan a ma is hasznalt fliggvényfogalom kialakuldsahoz vezetett,
Cantort a Fourier-sorok konvergencia halmazaival kapcsolatos vizsgalatai inspi-
raltak a halmazelmélet megalapozdsara. Riemann a Fourier-egyiitthatok értel-
mezéséhez kiterjesztette az integral fogalmat, Lebesgue a réla elnevezett integrél
bevezetésével a Fourier-sorok elméletét gazdagitotta egy ma is nélkiilézhetetlen
eszkozzel, amely azutdn a valdszintliségelmélet matematikai megalapozasaban is
fontos szerepet jatszott [3], [54], [66], [78].

Az els6, mai szemmel nézve is korrekt konvergencia tétel Dirichlet-tOl szar-
mazik, aki 1829-ben bebizonyitotta, hogy a szakaszonként monoton fiiggvények
Fourier-sora konvergens. Mar 1876-ban Du Bois Reymond munkassiga révén
ismert volt, hogy a Fourier-sor 27 szerint periodikus, folytonos fiigguény ese-
tén is lehet divergens. A Fourier-sorok konvergencigjaval kapcsolatos problémak
tisztazasa kapcsan 1j fogalmakat és mddszereket vezettek be, tobb 1j fejezettel
gazdagitva a matematikat. Tobbek kozott a hagyomanyos, pontonkénti konver-
gencia helyett az integralkozépben valé konvergenciat, a részletosszegek helyett
azok szamtani kozepeinek konvergencidjat véve alapul szamos problémara sikeriilt
valaszt adni. Ezekben Riesz Frigyes és Fejér Lipot munkdassaga uttoro jellegi volt
[66], [78], [86].

1.1. A Haar-rendszer

Mar a mult szazad elején a trigonometrikus rendszer mellett tobb, akkor kissé
egzotikusnak tiné fliggvényrendszert vezettek be, amelyek elméleti és gyakorlati
jelent6sége joval kés6ébb deriilt ki. Ezek kozott is a Haar Alfréd altal definialt
ortonormalt rendszer jatszik kitiintetett szerepet. Haar a réla elnevezett rendszert
doktori értekezésében vezette be 1909-ben, valaszt adva Hilbert egy Fourier-sorok
divergencidjaval kapcsolatos problémdjdra [37]. A Du Bois Reymond-féle ellenpél-
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HIPERBOLIKUS WAVELETEK 3

daval osszefiiggésben Hilbert felvetette, hogy létezik-e olyan ortonormélt rendszer,
amely szerint vett Fourier-sorfejtés minden folytonos fiiggvényre mindeniitt kon-
vergens? A kérdésre Haar pozitiv valaszt adott, bebizonyitva, hogy az azdta réla
elnevezett (h,,n € N) rendszer szerinti Fourier-sor minden folytonos fiigguény
esetén egyenletesen konvergens. Az elsé pillanatra mesterkéltnek tiind rendszer
lépcsos fiiggvényekbdl all, amelyek a

1 (z€[0,1/2))
hz) =4 -1 (z€[1/2,1))
0 (33 S [1700))

alapfiiggvénybél egyszer(i transzformacidkkal (transzlaciéval és dilataciéval) szar-
maztathatok:

ho(x) :=1, B (2) 1= 220 (2" — k)

1
(xe€0,1),m:=2"4+k, 0<k<2" neN). M)

0 4_
Ry (m=0,1,...,7) SHf(n=23,4)
A Haar-rendszer ortonormalt az L? := L2[0,1) Hilbert-tér szokdsos skalaris
szorzatara nézve és az f € L' := L'[0,1) fiiggvény Haar-Fourier-sordnak
m—1 1
Spf =D (fhihe (meN), (f )= / F(t)h(t) dt (k € N)
k=0 0

részletosszegei elééallithatok az f fliggvény diadikus intervallumokra vett integrdl-
kozepeivel:

(Sa0 1)) = (Faf)(2) : m/f o
(xel=[k2"",(E+1)27") €1,),

(2)
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ahol Z,, jeloli a [0,1) intervallum 27" hosszisagu diadikus részintarvallumainak
a halmazat. Innen kovetkezik, hogy barmely f € L! fiiggvény Haar-Fourier-sora
L'-norméban és m.m. konvergal az f-hez és folytonos fiiggvény esetén a konvergen-
cia egyenletes [74],[78]. A Haar-rendszer ezekben a tulajdonsigaiban alapveten
kiilonbozik a trigonometrikus rendszertol.

Valdszintiségelméleti terminolégiat hasznélva F,, a Z,, altal generalt o-algebrara
vonatkozé feltételes vdarhaté érték, tovdbbd a (2) egyenldség szerint az (San f,
n € N) részszletosszegek (reguldris, diadikus) martingdlt alkotnak.

A Haar-rendszernek ezek a tuljdonsagai szolgaltak a bdzisokkal dsszefiiggd funk-
ciondlanalizisbeli, a martingdlelméleti és a waveletekkel kapcsolatos vizsgalatok
kiindulépontjdul [14], [17], [54], [74], [82].

A

lim ||f — Eofllze =0 (f € LP := LP[0,1),1 < p < o0)
n—oo

egyszeriien igazolhaté 4llitasbdl kovetkezik, hogy a Haar-rendszer nemcsak az L?
Hilbert-térben, hanem az L? (1 < p < oco) Banach-terekben is bézist alkot.

A Haar-sorok feltétlen (barmely dtrendezés melletti) konvergencidjanak vizsga-
lataban fontos szerepet jatszik az f fliggvény Paley dltal bevezetett

1/2
Qf = (Z (f, hk>hk|2> (feLt

keN

kvadratikus varidcidja. Paley bebizonyitotta, hogy 1 < p < co esetén az f és a Q f
LP-normai ekvivalensek:

1Qf e ~ I fllr (1 <p < o).

Ennek alapjan Marcinkiewicz megmutatta, hogy a Haar-rendszer 1 < p < oo
esetén feltétlen (azaz barmely dtrendezés mellett is) bdzis az LP térben [74]. A Haar-
rendszernek ezek a tulajdonsigai a 60-as években, hosszu sziinet utan, ismét ra-
irdnyitottdak a figyelmet a rendszerre. Lengyel és szovjet matematikusok munkas-
sadga révén kideriilt, hogy a Haar-rendszer eredményesen alkalmazhaté a fukcional-
analizis fontos problémainak megoldasdban és kitlintetett szerepet jatszik a bézi-
sok kozott. Példaul tobbek kozott kideriilt, hogy Banach-terek egy tag osztalyéara
igaz a kovetkezd allitds: ha a szdban forgo Banach-térben a Haar-rendszer nem
feltétlen bdzis, akkor ebben a térben feltétlen bdzis nem létezik. Specidlisan az L'
térben nincs feltétlen bazis. Ezekrél az eredményrekrél nyujt részletes attekintést
Ciestelski [17] és Uljanov [82] 1985-ben a Haar emlékkonferencidn tartott eléaddsa
[75].

1.2. A Faber—Schauder-rendszer

Mivel a Haar fiiggvények nem folytonosak, azért ezek nem tartoznak a C10, 1]
figgvénytérhez. Faber 1910-ben a Haar-fiiggvények integréljat véve bevezetett
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HIPERBOLIKUS WAVELETEK 5

egy folytonos fiiggvényekbdl all6 rendszert, amely normald faktortol eltekintve az
(1)-hez hasonlé alakban adhaté meg:

o) = / Chydt, pm(@) = o2 — k)

(m=2"+k 0<k<2" nkeN, z€][0,00)).

(3)

Faber megmutatta, hogy ez a rendszer bézis a [0, 1] végpontjaiban elt{in6 folytonos
fiiggvények Cyl0,1] terén. Ezekhez hozzévéve a konstans fiiggvényt és a 0-ban
elt{ing linedris fliggvényt a C[0, 1] tér egy bdzisit kapjuk. Megjegyezziik, hogy
ezt a bazist kés6bb (1927-ben) Schauder Gjra felfedezte, és azdta ezt a rendszert
az irodalomban Faber—Schauder-féle (FS) rendszernek nevezziik. Ez a rendszer
nyilvdn nem ortogondlis az L2-tér skaldris szorzatdra nézve. A

1
[@n’hm] ::/ @n dhy =0 (m#n,m,neN)
0

relacié ugy interpretdlhatd, hogy a folytonos fliggvényekbdl all6 FS-rendszer és
a korlatos valtozasu fiiggvényekbdl allo Haar-rendszer biortogonalis. Megjegyez-
ziik, hogy az f € Cy[0, 1] fiiggvény FS-rendszer szerinti biortogonalis sorfejtésének
részletdsszegei interpoldlnak a diadikusan raciondlis pontokban [74]:

2" —1

(557 f) (@) = > [fshalen(a) = f(x) (=3427",0<j<2",neN).
k=0

N B

3 7

2 6

1 5

6/4

Om (Mm=0,1,...,7) SESF (n=2,3,4)

1.3. A Franklin-rendszer

Franklin 1928-ban az FS-rendszerbdl kiindulva a Gram—Schmidt-féle ortogona-
lizacids eljardssal bevezetett egy (szakaszonként linedris, méas széval elséfoki spline
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fiiggvényekbél 4ll6) ortonormdlt rendszert, amelyrél megmutatta, hogy nemcsak
az L? térben, hanem a C[0, 1]-ben is bézis [15], [54], [74]. Az FS-fiiggvények he-
lyett m-edfoki spline fiiggvényekbél kiindulva Ciesielski [16], [17] sima ortogondlis
bazisoknak egy széles osztalyat vezette be. Ezekkel tobb, Banach [2] 1932-ben
megjelent kényvében emlitett fontos térben sikeriilt bazist szerkeszteni. FEzek-
ol Ciesielski a [17] dsszefoglalé dolgozatdban ad részletes dttekintést. Bockarjev
[5] bebizonyitotta a Paley-féle egyenlStlenség megfelel§jét a Franklin-rendszerre,
kovetkezésképpen kideriilt, hogy 1 < p < oo esetén a Franklin-rendszer is feltét-
len bazist alkot az LP-terekben. Clesielski, Simon Péter és Sjolin megmutattak,
hogy a > p—, axhy Haar-sor és a > - axfr Franklin-sor LP-normaban ekvikon-
vergens, ha 1 < p < 0o, mas szdval a szoban forgd rendszerek ekvivalens bdzisok
az LP (1 < p < o0) terekben [18] . Ez volt az els6 nem trividlis példa ekvivalens
bazisokra. Ezekrdl tovabbi informéciét nyijt a [74] konyv 5. fejezete.

1.4. A Rademacher- és a Walsh-rendszer

A miult szdzad elején a Haar-rendszer mellett két tovébbi egzotikus rendszert
vezettek be, amelyek szoros kapcsolatban allnak a Haar-rendszerrel. Rademacher
1922-ben az

r(x) = L (z€[0.1/2)) r(z =r(z) (z
(z): 4 wep/a) (z+1)=r(z) (z > 0)

1 szerint periodikus fiiggvénybdl kiindulva definidlta az azdta réla elnevezett
ro(z) :=r(2"z) (x€]0,1),n €N)

rendszert, amely a fiiggvénysorok konvergencia problémainak tisztdzasaban jat-
szott fontos szerepet [1], [74], [78]. Rademacher és Kolmogorov megmutatték,
hogy a ZZO:O cnrn Rademacher-sor akkor és csak akkor konvergdl majdnem min-
deniitt, ha teljesiil a Y o |cn|? < oo egyiitthaté feltétel. A Rademacher-rendszer
hasznos modellnek bizonyult sztochasztikusan fiiggetlen fiiggvényrendszerek vizs-
galatdban. A fliggetlen val6sziniiségi valtozokbdl alkotott sorok konvergencigjaval
kapcsolatos harom-sor tételnek az emlitett Rademacher—Kolmogorov-féle tétel volt
a kiindulé pontja.

1923-ban Walsh olyan 1, —1 értéki fiiggvényekbdl allé rendszert vezetett be a
[0,1) intervallumon, amelyre a o, () := cos(2mnx), ton41(x) := sin(2wnz) trigo-
nometrikus rendszerhez hasonléan, az n-edik fiiggvény elGjelvaltasainak szama n.
A rekurziéval definidlt rendszer kezelése nehézkesnek bizonyult.

Paley 1932-ben észrevette, hogy a Walsh-rendszer (az eredetitdl eltérd sorrend-
ben) a Rademecher-rendszerbél szarmaztathat6, véve a Rademacher-fiiggvények
Osszes lehetséges véges szorzatat. Ezek felirdsahoz, kiindulva az n € N szam 2-es
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S :
2 6
1 5
0 I ATRISRR

Az eredeti Walsh-rendszer a trigonometrikus rendszer eljelvaltasait utanozza

szamrendszerbeli el6allitasabdl, képezziik a

Wy = Hrj:Hr@j, n:ZnJQjEN (n; =0,1) (4)
n =1 =0 =0

fliggvényrendszert, amely sorrendtdl eltekintve megegyezik a Walsh altal beveze-
tett rendszerrel, és wor = ry (k € N). A (wy,n € N) rendszert Walsh—Paley-
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rendszernek nevezzilk és egyszerli indextranszformécioval szarmaztathatd az ere-
deti Walsh-rendszerb6l [74]. A fenti el8allitasbol kiidulva és az Alexits Gydrgy [1]
altal bevezetett szohasznélattal élve azt mondjuk, hogy a Walsh—Paley-rendszer a
Rademacher-rendszer szorzatrendszere. Tovabbi, matematikatorténeti vonatkoza-
sokkal kapcsolatban utalunk a [69] dolgozatra.

A Walsh—Paley-féle rendszer

Az ri(x) és a w,(z) fuggvényértékek kozvetleniil kifejezheték az
o0
T = kaZ_k_l €1[0,1), zr=0,1
k=0

szam bindris jegyeivel:
rr(x) = (=1)%F,  w,(x) = (—1)%r=0 "k,

kovetkezésképpen ezek a rendszerek hatékonyabban alkalmazhatok a digitalis tech-
nikaban, mint a hagyomanyos trigonometrikus rendszer. Ez a lehet&ség az 1960-as
évektél kezdédden felkeltette az atviteltechnikdban dolgozé mérnokok figyelmét,
hozzéjarulva a széban forgé rendszer elterjedéséhez. Ezzel kapcsolatban utalunk
Harmuth [38], [39] konyveire, valamint a [80] interji kotetre.
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A Haar- és a Walsh-rendszer az

2"—1 n n
[CLZZL —o eR¥ ¥ q}, = 2_"/2wg(k;2_")

ortogonalis métrix-transzformaciéval atviheté egymasba:

han h(2) = 272, H( +ri(k2 ") (@) =

= Z apwano(x) (0<k,0<2" 2 €[0,1)).

A sz6ban forgé harom rendszer kapcsolata mintaul szolgal jol hasznalhato orto-
gonalis rendszerek szerkesztésére. Nevezetesen a Rademacher-rendszer helyett egy
standartizalt martingal-differencia sorozatot, a Walsh-rendszer helyett a maringal-
differencia sorozat szorzatrendszerét véve ortogondlis rendszereknek egy tag osz-
talyat képezhetjiik. A Haar- és a Walsh-rendszer emlitett kapcsolata mintaul szol-
galhat Haar-tipust rendszerek konstrukcigjahoz, tovabba hatékony algoritmusok
szerkesztheték a Fourier-egyiitthatok kiszdmitdsdra. A [9] dolgozatban raciondlis
martingal differencidkbdl szerkesztettiink szorzatrendszereket és hatékony algorit-
musokat a Fourier-analizisre és szintézisre. Ezekkel a konstrukcidkkal az 5. feje-
zetben foglalkozunk részletesebben.

1.5. Waveletek

A Haar- és a Faber—Schauder-rendszer egyetlen fiiggvénybdl kiindulva dilatacio-
val és transzldciéval szarmaztathaté. A Haar-fiiggvények azonban nem folytono-
sak (nincsenek a C|0,1]-ben), azért sima fiiggvények jé kozelitésére nem alkal-
masak. Ciesielski a Haar-fiiggvények tobbszori integraldsaval és ortogonalizacids
eljarassal allitott el6 sima, j6 approximécids tulajdonsagui ortogondlis rendszereket
[16]. Az 1980-as évektdl kezdédéen Y. Meyer, I. Daubechies [20], [53], [54] stb.
munkassaga nyoman egyre tobben foglalkoztak

Unp(x) = 222" — k) (€ R, k,n € Z,yp € L2(R), |[¢]la = 1)

alaki ortonormalt rendszerek, un. waveletek konstrukcidjaval. Ilyen rendsze-
rek szerkesztése a Haar-rendszert kivéve nehéz feladat, és a konstrukciéban a ¢
alapfiiggvény (anyawavelet) helyett annak i Fourier-transzformaciéjabdl szokds
kiindulni. Annak ellenére, hogy a v dltalaban nem adhaté meg explicit alakban, a
wavelet Fourier-sorok j6 konvergencia és approximacios tulajdonsagokkal rendel-
keznek, a sorfejtés részletosszegeinek magfiiggvényei jol becsiilhetdk, és a wavelet
Fourier-egyiitthatok hatékony algoritmussal szamithatdk.

Az alkalmazdsokban kiilonosen a sima, kompakt tartoju waveletek bizonyultak
hasznosnak. A két feltétel egymds ellen hat: minél rovidebb a wavelet tartdja,
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annal kisebb a simasagat jellemz6 Holder-kitevd. Elterjedten haszndaljak a Daube-
chies altal bevezetett, az N = 2,3,... paramétertdl fiiggd n1b waveleteket [20].
A N tartéjanak hossza 2N — 1, Holder-kitevéje nagy N esetén aszimptotikusan
egyenl6 0,2075 N-nel. A ¢ =x 1 Un. anyawavelet a ¢ = ¢ skaldzdsi fliggvénybdl
szarmaztathato:

2N -1

U(x) = Y (1) ejp(20 + 2N - j),
j=0

ahol a c; egyiitthaték a waveletet meghatarozé szamok. A ¢ fiiggvény kielégiti a

2N—-1

pla)= ) ejp(2e — )

Jj=0

un. skalazasi egyenletet, amely alapjan a ¢ meghatdrozhat6. Az aldbbi abrdkon
N = 2 és 6 esetén szemléltetjitk a Daubechies-féle skalazasi fliggvényt és waveletet.

Daubechies skalazasi fliggvény: N= 2 Daubechies wavelet: N= 2

Holder kitevé: 0,339

A Daubechies-féle ¢ skaldzasi fiiggvény és 1) wavelet: N = 2

Az ortogonalis wavelet-rendszerek mellett ilyen tipusu biortogonalis rendszer-
eket és Riesz-bédzisokat is hasznalnak. FEzek kiilonosen alkalmasak jelek haté-
kony reprezentacidjara, rekonstrukcidjara és tomoritésére. Megmutattak, hogy a
Franklin-rendszerhez hasonldéan az ortogondlis waveletek egy tdg osztalya feltétlen
bézist alkot az LP-terekben [53].
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Daubechies skalazasi fuggvény: N= 6 Daubechies wavelet: N= 6

Holder kitevo: 1,432

A Daubechies-féle skélazasi fiiggvény és wavelet: N =6

1.6. Hardy-terek

Az alkalmazédsokban az LP-terek mellett a D := {z € C : |z] < 1} diszken
értelmezett analitikus fliggvények 2 halmaza és az ezekkel Osszefiiggé Banach-
terek jatszanak kitiintetett szerepet. Riesz Frigyes egy 1923-ban irt dolgozataban
[67] az f € 2 fiiggvény 0 < r < 1 sugard korre vonatkozé lesziikitésének véve az

27 1/p
o= (55 [ e ar) 0 <p<oo)

integralkozepeit, bevezette azoknak az 2A-beli fiiggvényeknek az osztilyat, ame-
lyekre supg_,..; || fr]|p < co. Hivatkozva Hardynak egy 1915-ben megjelent dolgo-
zatdra [40], amelyben Hardy megmutatta, hogy ||f.|l, az  monoton névé figg-
vénye, Riesz a széban forgé fiiggvényosztalyt Hardyrdl nevezte el és a HP szim-
bélummal jelolte. A HP(D) := HP fiiggvényosztélyon az

[fllze == sup [[frllp
0<r<1

leképezés norma, ha 1 < p < oo és kvazinorma, ha 0 < p < 1, tovdbba a H? tér
ezekre nézve teljes. Ismeretes, hogy f € HP (p > 0) esetén m.m. ¢ € R pontban 1é-
tezik az f(e') := lim,_,; f(re') peremfiiggvény, tovabba faT:={z € C: |z| =1}
peremen az LP(T) fiiggvénytérhez tartozik, és ||f||ur = || fllzr(r) [21], [35], [55],
[86]. A D diszken analitikus és ennek lezérdsdn folytonos fiiggvények osztdlydt
diszk algebrdnak nevezzik és az A(D) szimbdélummal jeloljiikk. A Haar-rendszert a
[0,1) intervallum helyett a T-n véve, és onnan analitikusan kiterjesztve a D-re a
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HP(D) (1 < p < o0) tereknek egy bazisat kapjuk. Banach a [2] monografidban
a diszk algebrét is felsorolta azok kozott a (szepardbilis) terek kozott, amelyekrél
nem tudtdk, hogy van-e bézisuk. Erre a hosszui ideig nyitott kérdésre Bockarev [5]
adott pozitiv vélaszt, a Franklin-rendszerb6l kiindulva bézist szerkesztve az A(D)
téren. Ez a konstrukcié waveletekre is dtvihetd [53].

1.7. Diszkrét id6invaridns rendszerek

A Hardy-tereket nemcsak a komplex fiiggvénytanban és a Fourier-sorok elmé-
letében hasznaljak széleskorlien, hanem az 1960 -as évek 6ta kideriilt, hogy a
Banach-tereknek ez az osztdlya (elsésorban a H?(D) és a H>(D) tér) az irdnyftds-
elméleti feladatok matematikai modellezésének és az operdtorelméletnek is adekvat
eszkozei [43], [68], [79].

Az irdnyitaselméletben a legegyszeriibb diszkrét rendszerek T : £2 — (2 tipusi
korlatos, linearis operatorokkal irhatdk le:

y=T(u) (u=(un,n€N), y=(y,,n €N)€E ).

Az u,y € (? sorozatokat (input, output) jeleknek, az [ufs = (3, cx [unl?)'/?
normét az u jel energidjanak nevezziik. Az (u,,n € N) sorozat n indexét disz-
krét id6ként szokds interpretdlni. Az Gn. diszkrét, kauzdlis, iddinvaridns (angolul:
discrete linear causal and time invariant (LTI) systems) rendszerek konvolicids
operatorokkal irhatdk le:

y="Teu:=ax* u, Yn = (@ * W)y = Upag + Up—101 + -+ uga, (n €N).
Az
u— U, U(z) :=Zunz" (z e D)
neN

leképezés izometrikus izomorfia az 2 és a H?(D) Hardy-tér kozott. A rendszert
general6 a sorozatnak megfelel6

A(z) = Z anz" (z € D)

neN

fiiggvényt a T, rendszer dtviteli fiigguényének nevezziik. Az €2 és a H? (D) széban
forgé izometridjaban az u — T,u operatornak az atviteli fliggvénnyel val6 szorzés
U — AU operétora felel meg. Ez utébbi H?(D) — H?(D) operator akkor és csak
akkor korldtos, ha A € H*°(D) és norméja ||A|| g, azaz

”TuHZ?—)éz = ”AHH"Ov

tovabbd a T, — A leképezés izomorfizmus az LTI-rendszerek osztdlya és a H>° (D)
tér kozott [43]. Ezek alapjan nyilvdnvalé a Hardy-terek jelentésége a rendszerelmé-
let matematikai modellezésében. Innen kovetkezik, hogy ha a rendszereket gene-
ralé atviteli fiiggvények H°-norméban kozel vannak egymashoz, akkor ugyanazon
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bemenet esetén a kimenetek is kicsit térnek el egyméstol. Mas széval a széban forgo
rendszerek kozelitésének problémdja az atviteli fiiggvények H°°-norméban vald
approximaciéjanak kérdésére vezethetd vissza. Kézenfekvd e célbdl a diszkalgebra
valamely ortogonalis bazisat és az e szerinti Fourier-sorfejtés részletosszegeit valasz-
tani. A probléma nehézségét j6l mutatja, hogy csak 1974-ben Bockarjev [5] mun-
késsdgdnak koszonhetéen deriilt ki, hogy az A(D) diszkalgebraban létezik ilyen
bazis. A [6] dolgozatban ezt a bézist hasznaltuk rendszerek kozelitésére. Azdta
tobbek kozott waveletekkel kapcsolatban is sziilettek approximaciés eljardasok a
diszkalgebrén [53], [73].

A T, : (2 — (2 operdtor unitér, més széval a rendszerre érvényes az ener-
giamegmaraddas, ha | T,ull2 = ||ullez (u € £?). Ez azzal ekvivalens, hogy az A
atviteli fiiggvényre minden U € H?*(D) esetén ||U|r2r) = [|AU||p2(r) teljesiil.
Innen kovetkezik, hogy a T, operator akkor és csak akkor unitér, ha az A atviteli
fliggvényére fenndll a kovetkezo:

A e H*(D), |A(e")|=1 (m.m.te[0,2m)). (5)

Az (5) feltételnek eleget tevd fiiggvényeket belsd fiigguényeknek nevezziik. Ennek
alapjan azok az LTI-rendszerek, amelyekre érvényes az energiamegmaradas torvé-
nye a H>(D) belsé fiiggvényeivel irhatdk le.
Koénnyen verifikalhatd, hogy a b € D és € € T paramétereket tartalmazo
z—b
— (2€C,b=(b,e) eB:=DxT)

€
1-—bz

Bb(Z) =

fliggvények D — D és T — T bijekciok, kovetkezésképpen belso fiiggvények. Ezek
véges szorzatai is nyilvanvaléan belsé fiiggvények.
Az LTT-rendszereket az z,, (n € N) visszacsatolt jel beiktatdsdval gyakran az

Tn+1 = PTn + qun
Yn = TTpn + su, (xog=0, n €N)

(6)

rekurzioval irjék le, ahol p, ¢, 7, s a rendszer paraméterei. Egyszer(i szamoldssal
adédik, hogy a (6) rendszer tviteli fiiggvénye p = b, ¢ = €(1—[b|?), r =1, s = —eb
esetén a By Blaschke-fiiggvény.

Blaschke a [4] dolgozatidban megmutatta, hogy ha a b, € D (n € N) sorozatra
teljesiil az azéta roéla elnevezett

S (1= Jbal) < o0

feltétel, akkor az €, := —b,/|by| (by, #0), €, =1 (b, = 0) vilasztds esetén a

B(z) = [[ Be.(2) (z€D)
n=0
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végtelen szorzat a D minden kompakt részhalmazén egyenletesen konvergens és
B € H> belsé fiiggvény. A By-t Blaschke-fiigguénynek, a B-t Blaschke-szorzatnak
nevezziik.

A b € D szdm a By fiiggvény zérushelye, a b* := 1/b szam, a b egyégkorre
vonatkozé inverzképe (tiikorképe), a By fiiggvény pélusa. Innen kovetkezik, hogy
a B Blaschke-szorzatnak pontosan a b,, szamok a gyokei, méghozza azzal a multip-
licitassal, ahdnyszor a (bg, k € N) sorozatban el6fordulnak. Megforditva, ismeretes
[76], hogy barmely f € HP(D) (p > 0) fiiggvény zérushelyei kielégitik a Blaschke-
féle feltételt. Az ezekkel szerkesztett B Blaschke-szorzat tartalmazza az f zérus-
helyeit, és ezzel az f felithaté f = Bg alakban, ahol a g € HP(D) fiiggvény nem
tiinik el a D-n és || f]|ur = ||g||m». Ez a felbontéds egy 1 abszolut értékii faktortdl
eltekintve egyértelmii [67]. A tovabbi részleteket illet&en Mdricz Ferenc [55] kitlin
magyar nyelvil tankényvére utalunk.

1.8. Malmquist—Takenaka-rendszerek

A Blaschke-fiiggvényeket felhasznalva 1925-ben Malmquist [52] és Takenaka
[81] egymadstdl fiiggetleniil bevezették raciondlis fiiggvényekbdl &ll6 ortogondlis
rendszereknek egy igen tdg osztdlyat a H2?(D) téren. Ezeket azdta Malmquist—
Takenaka (MT)-rendszereknek nevezziik. Ezek a rendszerek tetszéleges b, € D
(n € N) sorozattal generalhaték és felirhatdk a kovetkezé explicit alakban:

— 2n1 .
O, (z2) = V1= b HB (2€D:=DUT, By, := B, 1),k €N).

1—b,2

Ismeretes, hogy a Blaschke-féle feltétel ellentettje (amit az irodalomban Szdsz-féle
feltételnek is neveznek [68]) sziikséges és elégséges ahhoz, hogy az MT-rendszer
teljes legyen a HP(D) (1 < p < oo) Hardy-terekben és a diszkalgebran. Meg-
jegyezziik, hogy a hatvényfiiggvények (a trigonometrikus fiiggvények a T-n) az
MT-rendszerbdl az b, = 0 (n € N) vilasztassal kaphaték. Mig a fizikai alkal-
mazdsokban haszndlt klasszikus ortogonélis rendszerek [77] (a Jacobi-, Csebisev-,
Laguerre- stb. rendszerek) legfeljebb egy-két paramétert tartalmaznak, addig az
MT-rendszerekben végtelen sok paramétert vélaszthatunk meg szabadon. Ez lehe-
t6vé teszi, hogy az adott feladathoz (rendszerhez) bizonyos szempontok szerint
optimélis paramétereket vilasszunk. A rendszerelmélettel foglalkozdk az 1960-as
évektol kezd6dben felismerték annak az eldnyét, hogy a trigonometrikus rendszer
helyett az egy vagy két paramétert tartalmazo specialis MT-rendszereket hasznal-
jak. A b, := b,n € N konstans sorozatnak megfelel§

LY (2) := 76:;;)'23,]( ) (2€D,neN)

MT-rendszert diszkrét Laguerre-rendszernek nevezik. Az elnevezést az indokolja,
hogy a [0,00) intervallumon értelmezett, az elméleti fizikdban fontos szerepet
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jatszo Laguerre-fiiggvények a diszkrét Laguerre-rendszerbdl Fourier-transzforma-
ciéval szdrmaztathatok. A by, = b, ba,1 =b (n € N) specidlis MT-rendszert
Kautz vezette be LTI-rendszerek reprezentdcidjara. Az MT-rendszerek irdnyitas-
elméleti alkalmazdsairdl a [43] konyvben kaphatunk részletes dttekintést. Az MT-
sorfejtések diszkretizdcidjaval és ezek alkalmazdsaival (tobbek kozott az EKG-
gorbék egyszertl reprezentécidjaval) az 5. fejezetben foglalkozunk.

1.9. Martingal Hardy-terek

A Hardy-tér fogalmanak martingalokra valé kiterjesztése mind a valdszintiség-
elméletben, mind a Fourier-analizisben igen hasznos eszkéznek bizonyult. Ezek-
r6l Weisz Ferenc [84], [85] monografidibdl kaphatunk jé attekintést. A HP[0, 1]
(1 < p < o0) diadikus Hardy-tér norméjat az f* := sup,, |E, f| diadikus maximdl-
figgvény LP-normajéval definidljuk: || f|gepo,1) == [ f*lzepo,y (I < p < 00).
Ismeretes, hogy a klasszikus Hardy-terekhez hasonléan HP?[0,1] = LP[0,1], ha
1 < p < ooés HY0,1] C L'[0,1] valédi altér. A Haar-rendszer bazis a H'[0,1]
diadikus Hardy-térben, a Franklin-rendszer bazis a H!(T) Hardy-térben és a két
bézis egymaéssal ekvivalens. Ezeket a bazisokat felhaszndlva egy linearis homeo-
morfizmust értelmezhetiink a két tér kozott. A két Hardy-tér tovabi kapcsolatat
illetéen 1dsd még a [74] konyvet.

2. A Blaschke-csoport és a hiperbolikus geometria

A Blaschke-fiiggvények nemcsak Hardy-térbeli fliggvények faktorizacidjaban
jatszanak fontos szerepet, hanem jél hasznalhatok a hiperbolikus geometria mo-
dellezésére is.

2.1. Mobius- és Blaschke-transzformaciok

Jelolje 9 a Mobius-transzformdcick (a linedris tortfiiggvények) csoportjat,
SL(2) := {A € C?*2 : detA = 1} a komplex kétdimenziés speciélis linedris
csoportot. Az

i <a11 %2) s ra(z) = T (2 e T CU o))

as1 Q22 212 + 22

SL(2) — M leképezés csoport homomorfizmus: 74,4, = 74, ©T4,, ahol o a
fiiggvénykompozicié miiveletét jeloli. Az unitér matrixok SU(2) osztalya az SL(2)-
nek egy részcsoportjit alkotjak. Minden A € SU(2) métrix

A:<§ _pq>’ det A=|p]*+]g* =1 (p.g€C)
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alakt, tovabbd a Qp(x) = |x1|? + |22|? (z = (z1,22) € C?) (pozitiv definit)
kvadratikus alak invaridns az SU(2)-beli transzformdacidkkal szemben:

Qe(Az) = Qp(x) (veC? AeSU(2)).
A tovébbiakban az SL(2) csoport

B:<_pq _pq>7 det B=p*— ¢’ =1 (p,qeC)

alakd métrixaibdl alkotott részcsoportja jatszik fontos szerepet. A
Qu(x) = |11]* = |z2]? (z = (w1, 22) € C?)

hiperbolikus kvadratikus alak ezekkel a transzformacidkkal szemben invaridns:
Qu(Bz) = Qu(x). Ezzel sszhangban a széban forgé részcsoportot SH(2)-vel
(mésutt a szakirodalomban SU(1,1)-gyel) szokds jelolni [83]. A B — rp homo-
morfizmus az SH(2) elemeit a Blaschke-fiiggvényekbe viszi 4t:

_bpz—q _pz—q/p _z=b
C q@z+P pl—zg/p  1-bz

<b:q/p€]D), e:ié']l‘),

rp(z)

kovetkezésképpen a Blaschke-fiiggvények B osztalya az 9t Mobiusz-transzformé-
ci6k egy részcsoportjat alkotjdk. A (2B,0) csoportot Blaschke-féle csoportnak
nevezziik. Az

L—J2?) (1 o)

1_|Bb(z)|2: ( — 3
‘1—bz’

(z€D,b=(be) eB:=D xT)

azonossaghol (lasd [41]) kovetkezik, hogy b € Besetén By : D — D, ill. By : T — T
bijekcidk, tovdbbd B, (e := (0,1)) a B egységeleme (az identikus leképezés) és
By-1 (b71 := (=be,€)) a By leképezés inverze (inverz fiiggvénye). A

Br:={Bp:b=1(s,1),s € (-1,1)}, Br:={Bp:b=(0,¢),e T}
halmazok a Blaschke-csoport egyparaméteres részcsoportjai, amelyek
By = B(g cito+0y © By 0 B(ge—ivy (b := (re’#,e') € B)
alapjdn generdljak a Blaschke csoportot: B = B o Bjo Br. A Br-hez tartozd

fiiggvények az [ := {z € D: —1 < Rz < 1,3z = 0} halmazt snmagdra képezik és
az 1 és —1 pontokat helyben hagyjak.
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w=B_a(

A Blaschke-leképezés

A D diszk a

Z1 — 2
_mmal g ol rzmeD)

,0(21, 22) :

o |1 —Z1§2|

un. pszeudohiperbolikus metrikdval teljes metrikus teret alkot, és ez a metrika inva-
rians a Blaschke-leképezésekkel szemben:

p(Be(21), By(22)) = p(21,22) (21,22 €D, b € B). (7)
Ez a

Bb(zl) — Bb(Zz) _ Z1 — %9 1-— bzg
1-— Bb(zl)gb(zg) 1—21221 -~ l_)ZQ

(21,22 € D, b = (b,e) € B)

azonossag kovetkezménye [22], [41]. A (7) tulajdonsdg jellemzi a Blaschke-fiigg-
vényeket.  Nevezetesen, a Schwarz—Pick-lemma szerint minden f € H*>(D),
| flloc < 1 fiigevényre p(f(z1), f(22)) < p(1,22) (21,22 € D), és az egyenlisig
akkor és csak akkor &ll fenn, ha f Blaschke-fiiggvény [22].

A b — By leképezés egy csoportstrukturat indukél a B paraméter tartomanyban,
tovabbé

1—2b

30b=(By-1(2),(np-1(2)) (ne(2) := 61_—%,

b= (b7€)75 = (ZaC) € B)

Innen nyilvéanvalé, hogy a (3,b) — 3 o b™! csoportmiivelet folytonos a B tér
02(b1,b2) := |b1 — ba| + |1 — e1€2| (b; = (bj,€;) € B) (euklideszi) metrikajaban,
kovetkezésképpen (B, o) lokélisan kompakt, folytonos csoport.

A By:T—T (b= (re,e) € B) bijekcié a T peremen felirhaté

By (e) = @ By(t) = o+ 0 +7,(t—0) (tE€R) (8)
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alakban, ahol a ~, fiiggvény a Poisson-féle magfiiggvény integralfiiggvénye [63]:

(1) = /0 P.(7)dr = 2arctan(c(r) tant/2)

(c(r):=(1+7r)/1—r),r€[0,1),t € R).

(9)

2.2. Hiperbolikus geometria

A Blaschke-csoport azonosithaté a Bolyai—Lobacsevszkij-féle geometria Poin-
caré-féle (PK) kirmodelljében az egybevagdsdgi transzformécidk csoportjival.
A modell egyenesei a I intervallum Blaschke-fiiggvények altal létesitett képei:
ly :={By(I) : b € B}. Ezek egybeesnek a T-t merdlegesen metsz6 korsk és egyene-
sek D-be es6 iveivel, ill. szakaszaival. A Bp(1), Bs(—1) € T pontokat az [, egyenes
végtelen tavoli pontjainak, az I := [s1, s3] C I intervallumok By (I) képeit (hiper-
bolikus) szakaszoknak nevezziik. Kénnyen igazolhatd, hogy lp, = lp, akkor és csak
akkor, ha valamely B € 9B fiiggvényre By, = By, o B teljesiil, kovetkezésképpen
a PK egyeneseinek osztdlya azonosithaté a 2B /%y jobb oldali mellékosztdlyokkal.
A p mellett a

1 1+ p(z1, 22)
p* (21, 22) := arth p(z1, 22) o ! (1 — p(z1, 22)

) (Zl, 29 € ]D))
hiperbolikus metrika jatszik kitiintetett szerepet. Bebizonyithatd, hogy a p*-ra
vonatkozé hdromszog-egyenl6tlenségben a p* (21, z2) = p*(21, 23)+p* (23, 22) egyen-
16ség akkor és csak akkor all fenn, ha z3 a z1, 29 hiperbolikus szakaszon van.

A Bolyai-Lobacsevszkij-féle geometrianak tobb egymadssal ekvivalens modellje
ismert [19]. A Poincaré-féle félsik (PS) modell a kérmodellbél a

11—z —
T(z):= ze€C
()= > (:€0)
Caley-féle transzformdciéval szérmaztathaté. A széban forgé bijekcid a

Ct :={z € C: 3z > 0} félsikot a D-re, az R-et a T \ {—i} halmazra képezi és
Y(t) = e?iarctant ¢ T (¢ € R) . A Blaschke-fiiggvényeknek a

<
o2—0

z—b°

_ 1456
Bi(z) := Bp(Y(2)) =€ (z cC,b° :="T"1b),e® = —e+>
1+0b
fiiggvények felelnek meg a félstkon. A félsik modell egyenesei a {Y~1(ly) : b € B}
alakzatok, a valds tengelyt mer6legesen metszé C-ba esO korivek, ill. félegyenesek,
az egybevagésagi transzformacick a Y=1 o By o T (b € B) leképezésekkel frhaték
le.
A Bolyai-Lobacsevszkij-féle geometria Cayley—Klein-féle (CK) modelljében az
egyenesek az euklideszi egyenesek D-be es6 szakaszaival egyenlék. Ezek a Poincaré-
modell egyeneseibOl egyszeriien szarmaztathaték az I, hiperbolikus egyenesnek
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megfeleltetve a végtelen tavoli pontjait 6szekitd Iy euklideszi szakaszt. Ez a meg-
feleltetés leirhaté a

2z —

= D
fliggvénnyel. Nevezetesen egyszeriien 1gazolhat0, hogy ¢ : D — D bijekecié, amely-
nek inverze + 7' (z) = z/(1+ /1 —[z2[?) (2 € D), 1(2) = 2z (2 € T), tovdbba ¢ a

PK-modell egyeneselt a CK-modell egyeneselbe viszi at, ui. ¢ : lp — lp bijekcid.
Az T és az 1 leképezések egy-egy pszeudohiperbolikus, ill. hiperbolikus metrikat
indukdlnak a PS-, ill. CK-modellen. Az aldbbi dbrakon a Poincaré-féle kor- és sik
modellben négy-négy egymasnak megfelel6 hiperbolikus egyenest szemléltettiink.
Piros szinnel egy-egy K, ill. K’ koézéppontt hiperbolikus kért rajzoltunk fel.

Poincaré-féle kormodell Poincaré-féle sikmodell

A Bolyai-Lobacsevszkij-féle geometria modelljei

3. Wavelet-, Gabor- és voice-transzformacié

A wavelet-transzformacié folytonos valtozatanak értelmezéséhez, kiindulva egy
¥ € L?(R) alapfiiggvénybél, az tn. anyawaveletbdl, dilataciét és transzldciét alkal-
mazva vezessiik be a

Y((z —q)/p)

Vpg(T) = /P

fiiggvénycsalddot. Ezzel a magfiiggvénnyel képzett

Wy f)(p,q) := %/Rf(w)@((x —q)/p)dz = (f,1pg) ((pq) €L, f € L*(R))

(x €R, (p,q) €L :=(0,00) xR)
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integraloperatort wavelet-transzformdcionak nevezziik. Ismeretes, hogy a -re
vonatkozé elég altalanos feltételek mellett az f fiiggvény rekonstrudlhaté a wavelet-
transzforméltjabdl és érvényes ra az energiamegmaradast jelenté Plancherel-for-
mula megfelelje.

A W, transzformécidra, a trigonometrikus Fourier-transzformaciéhoz hason-
l6an, csoportelméleti interpretacié adhaté, kiindulva az R szamegyenes

la(z) :=pr+q (z€R, a=(p,q)€L)

affin leképezéseinek £ osztélyabol [70]. Az £ fiiggvénycsalad zart a o fiiggvény-
kompozicié miiveletére nézve, tartalmazza az e := (1, 0)-nak megfelel6 ¢, identikus
leképezést, tovabba az a=1 := (p~1, —gp~!) € L elemnek megfelels £-beli fiiggvény
az l inverz fiiggvénye: £, = (7. Az (£,0) csoportot affin csoportnak nevezziik.
Az L halmazon bevezetve az

a:=a;oaz = (p1p2,q1 +p1g2) (a;:=(pj,q;) €L,j=1,2)

csoportmiiveletet egy, az affin csoporttal izomort (L, o) csoportot kapunk, tovdbba
by = Lq, 0 ly,. Az L tér szokdsos topoldgidjaban a csoportmiiveletek folytono-
sak, kovetkezésképpen (L, o) egy (nemkommutativ, lokdlisan kompakt) topologi-
kus csoport.

A wavelet-transzformécié leirhaté a

1

— o1 _ 2
Watp = \/ﬁlb h (a=(pq) €L, ¥ € L*(R))
operatorsereggel:
Wy f)(a) = (f,Way)) (a=(p,q) €L, f, 0 € L*(R)). (10)

Egyszerfien verifikalhaté, hogy a W, : L?(R) — L?(R) (a € L) operétorsereg az
(IL, o) csoport egy unitér reprezentdcidja az L*(R) téren, azaz

Z) HWO"/}H = Hw”7 ”) Wal (Walw) = Wa10ﬂ2¢ (07 ai,az € ]L7 ¢ € LQ(R)) )

tovabba a reprezentacié folytonos a kdvetkezd értelemben: minden 1 € L?(R)
fliggvényre

i) |[Wa, v — Wa| = 0, ha a, =>a (n— o0).
Az (L, o) helyett ennek az (LLg,0),Lg := {(27™,k2™") : k,n € Z} diszkrét rész-
csoportjat véve a Haar—Fourier-egyiitthat6é altalanositdsaként a wavelet-transz-

formacio

Wef) (27 k27") = \/T/R F@)0 2"z —k) de (k,n € Z)
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diszkrét véltozatat kapjuk. Utalva az affin csoporttal valé kapcsolatra a W,
leképezést affin wavelet-transzformdcionak is szokas nevezni.

Ez a modell mintaul szolgdlhat hasznos fiiggvénytranszformdciok szerkeszté-
séhez. Az affin csoport helyett egy (G, ) lokdlisan kompakt topolégikus csoportot
ésannak egy V, : H — H (g € G) unitér reprezentéciéjit véve a (10)-hez hasonléan
értelmezett

Vo)) = (f,Vg¥) (9€G, fip eH) (11)

leképezés korlatos linedris operator a ‘H Hilbert-térrél a G-n értelmezett folyto-
nos, korlatos fiiggvények C(G) terére. A Vy, leképezést Feichtinger és Grichenig
nyomén a (Vy, g € G) reprezentécié altal generdlt voice-transzformdcidnak nevez-
ziik [27], [28]. Akkor mondjuk, hogy a széban forgd reprezenticié irreducibilis, ha
nincs valédi zart invaridns altere, azaz barmely ¢ € H, ¢ # 0 elemre V¢ (g € G)
zart rendszer a H térben. Bebizonyithatd, hogy irreducibilis reprezentdcio ese-
tén a voice-transzformdcid injektiv [42]. Jelolje m a G csoport egy balinvaridns
Haar-mértékét és L2 (G) az m mérték dltal generalt Hilbert-teret a G csoporton.
Azokat a ¢ € H elemeket, amelyekre V,,(H) C L2, (G) teljesiil, megengedett ele-
meknek nevezziik. A megengedett elemek Hg halmaza siirii a H térben, tovabbé
¥ € Ho, 1 # 6 akkor és csak akkor, ha Vy1p € L2 (G). Bebizonyithaté, hogy van
olyan C' : Hy x Ho — R, porzitiv definit kvadratikus alak, amelyre

Vo f1, Vo fa) 2 () = C(¥1,02)(f1, fo)n (f1, fa € Hotbr, b2 € Ho)

teljesiil [36]. Ez a Plancherel-tétel voice-transzformaltra vonatkozé analogonjanak
tekinthets. Specidlisan, ha a G csoport unimoduléris, azaz minden balinvarians
mérték egyben jobbinvaridns is, akkor egy C7 abszolut konstanssal fennéll a

Vo fllez, @ = Crlldllall fll (f € H, f € Ho)

egyenléség, kovetkezésképpen ||1)]|y = 1/C4 vélasztds esetén a voice-transzformé-
ci6 unitér [42]. Ez nemesak azt jelenti, hogy igen &ltaldnos feltételek mellett érvé-
nyes a Plancherel-tétel megfelelGje, hanem ezzel minden konkrét esetben a formula
specidlis alakjara is magyarazatot kapunk, megvilagitva a G csoport szerepét.

A Gabor Dénes altal 1946-ban bevezetett transzformécié is specidlis voice-
transzformécidként szarmaztathatd, kiindulva a Heisenberg-féle csoport egy speci-
alis reprezentacidjabol. Erre utalva a széban forgd leképezésre a Gdbor-transzfor-
macio mellett a Weyl-Heisenberg wavelet-transzformdcio elnevezés is hasznalatos.
Az affin- és a Heisenberg-csoport esetén felirva a Haar-mértéket, jellemezhetok
a megengedett fiiggvények és explicit alakban megadhaték a Plancherel-formula
megfelel6i [42].

4. Hiperbolikus waveletek

A hiperbolikus geometria Poincaré-féle modelljében az egybevagosagi transzfor-
macidk a (9B,0) Blaschke-féle csoporttal irhaték le. Az (affin) wavelet-transz-
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forméacié mintdjara a Blaschke-csoport unitér reprezentécidival értelmezett voice-
transzformécidkat hiperbolikus wavelet-transzformdcidknak nevezziik. A Blaschke-
leképezések bijekcidk mind a diszken, mind a téruszon. A By := {Bp : b € By},
By := {(r,1) € B:r € I:= (—1,1)} részcsoport elemei bijekcidk az I intervallu-
mon. Jeloljik I-vel a D, I, T halmazok barmelyikét és Aj-vel a Lebesgue-mértéket
az I halmazon. Legyen tovdbbd By = B, ha I € {ID,T} és By = By, ha I = 1.
Ekkor a By, (b € By) leképezések bijekcidk az I halmazon.

Az unitér reprezentécié értelmezéséhez felhasznaljuk az Lil (I) Hilbert-teret és
bevezetjiik a

V=B, \]""? foBy (fel3,(I), beBy, seR) (12)

leképezéseket, ahol B’ a B fliggvény derivaltjit jeloli [62], [63], [64], [70]. Meg-
mutatjuk, hogy a V[,[S] (b € B;) leképezések homomorfizmusok. Valéban, a fenti
definicié és a kozvetett fiiggvény differencidlasi szabdalya alapjan

Vb[f]obzf = :(Bbzl oBbll)/:| " fo (Bb;1 OBb;I) =

r , s/2 , s/2
= (BioioBo)| " [Bia] (Fo By ) 0 By =

=[] ()™ rem]) o =i (129).

Legyen s(I) az I halmaz dimenzidja, azaz s(I) =1, ha I € {I,T} és s(I) = 2, ha
I = D. Megmutatjuk, hogy Vb[s(m (b € B;) unitér operator a H = L3 (I) Hilbert-
téren. Valéban az I halmazon a w = By (z) helyettesitést alkalmazva és a d\j(w) =
= |By(2)|*") d\;(z) transzformacids formula, valamint a Bj_, (By(2))Bj(z) = 1
(z € I) azonosség alapjan

[V, = [ 1B )l D1 B ) P s () =

- /1 | B2 (Bo ()1 f (By-1(Bo (2)))1?| By (2) ") ds (2) =

- / FEP M) =[£I

Az I halmaz analitikus fiiggvényeibdl 4116 H?(I) := L3 (I)NA tér a L3 (I) Hilbert-
tér zart altere, amely I = T esetén a H?(T) Hardy-térrel, I = D esetén a B?(D)
Bergman-térrel egyenld. Innen kovetkezik, hogy a széban forgd reprezentacidk a
H2(I) tér barmely ortogondlis bazisat ortogonalis bazisba viszik at. Specidlisan
I € {D, T} esetén az e, (z) = 2™ (2 € I,n € N) ortogondlis bazisbdl az

s(I)
L2 (2) == (Vb[s(l)]en) (2) = <‘11_b|2|2> Bp(z) (b=(b1) €Br,z€ I,neN)
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diszkrét Laguerre-rendszert kapjuk a Hardy-, ill. a Bergman-téren. Az L?(I) tér
Legendre-béazisara alkalmazva a széban forgd transzformécidékat a b € I paramé-
tertél fliggd, racionalis fiiggvényekbdl all6 ortonormalt rendszereknek egy egypa-
raméteres osztalya szarmaztathato.

A (12) unitér reprezentécié altal generalt

Vel)(b) = (£ ) (f0 € L3,(D) (13)

voice-transzforméciét hiperbolikus wavelet-transzformdcionak, a Vb[s(l)]z/; fuggvé-
nyeket hiperbolikus waveleteknek nevezziik.

Bebizonyithatd, hogy I € {ID, T} esetben a V(D] reprezentécié irreducibilis a
H2(I) téren, kivetkezésképpen az altala generdlt Vy, hiperbolikus wavelet transz-
formacié injektiv. A [63], [64], [65] dolgozatokban a széban forgd esetekben vizs-
galtuk a H2(I) megengedett elemeit és megadtuk a Plancherel-formula megfelelit
a hiperbolikus wavelet transzforméltra. Példaul I = D, azaz a H*(I) = B*(D)
Bergman-tér esetén megmutattuk, hogy minden ¢ € B?(D) megengedett, tovabbd

Ve flirz, @) = cll¥llsz o)l fll 52Dy,

ahol ¢ abszolut konstans és m a (B, o) csoport Haar-mértéke, amely explicit alakban
adhaté meg.

A [64], [65] dolgozatokban eléallitottuk a me reprezentécié

tmn(B) := <Vb[2]en,em> (m,n € N)

métrixdt az e, (n € N) bdzisban. Ezen az uton eljuthatunk az optikdban és
a cornea topografidban alapvetd szerepet jatszé YY(r, ) Zernike-fiiggvényekhez.
Nevezetesen

—1 m\/ﬁ m—n i
(\/ﬁjyrlﬁn{rnl,n}(ra (,O) (b - (7’6 LP, ].) S E) .

Ennek alapjan levezetheték a Zernike-fiiggvények ismert tulajdonsagai, tobbek
kozott az addiciés képletek. A hiperbolikus wavelet-transzforméciéra vonatkozo
eredmények kiterjeszthetok olyan reprezentacidkra, amelyekben az Lil (I) terek
helyett a dur(z) = (1 — |2?)%d\;(2) (I = D,I) mérték altal generalt stilyo-
zott Hilbert-térbél indulunk ki [56],[57],[58],[59]. Diszkrét hiperbolikus waveletek
konstrukciéjardl, ezekkel kapcsolatos multirezolucidrdl a [29], [30] dolgozatok nytj-
tanak betekintést. A Zernike-fiiggvények diszkretizdcidjdval a [62] dolgozatban
foglalkoztunk. Ezt alkalmaztuk cornea feliiletek matematikai leirdsdban [24], [25],
[26].

tmn (rew) =
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5. Alkalmazasok

Ebben a pontban a hiperbolikus wavelet-transzformécié néhany alkalmazasat
mutatjuk be.

5.1. Pdlusok, sajatértékek, identifikacio

A hiperbolikus wavelet-transzformacié felhasznalhaté raciondlis fiiggvények
polusainak, métrixok sajatértékeinek meghatarozasira és rendszerek identifika-
ci6jara. Ehhez a H?(T) Hardy-tér e,(z) := 2" (n € N, z € C) bézisfiiggvényeivel
képzett L,, := Vc[i] hiperbolikus wavelet-transzforméaltakbol (a diszkrét Laguerre—
Fourier-egyiitthatékbdl) indulunk ki:

(Lo f)(b) = <f, Vb[l]en> =(f,I’) (neN, b=(h1)cB).

A H?(D) elemeihez a D-n analitikus fiiggvényekbél 4116 Lf := (L, f,n € N) soro-
zatokat rendelve egy tobb vonatkozdsban is jél hasznalhaté leképezést definid-
lunk. Példdul a széban forgéd sorozat ¢2 norméja konstans fiiggvény a diszken:

LA Oz = I fllm2) (b€ D). A

(‘CnJrlf )(b)
Qnf)b) =——-—-+~ (neN 14
@b = TFEEE (nem) (14)
nemlinedris funkciondlsorozat felhasznalhaté racionalis fiiggvények poélusainak
kiszdmitdsdhoz. Az elemi raciondlis fiiggvényeket célszerti f(z) = 1/(1 — az)™

(z € T,a € D) alakban felvenni, ahol az a € D paraméter az f fiiggvény a* = 1/a
polusanak az egységkorre vonatkozo titkorképe. Ennek alapjin az a paramétert
az f elemi raciondlis fiiggvény n-edrendii inverzpolusdnak nevezziik. Ismeretes,
hogy minden valédi racionalis fiiggvény eldallithaté elemi raciondlis fiiggvények
linedris kombindcidjaként. Soumelidis észrevette, hogy n = 1 esetén a (14) sorozat
allandd, amelynek abszolit értéke az a,b € D pontok r = p(a,b) pszeudohiper-
bolikus tavolsagaval egyenld, kovetkezésképpen az a € D pont a b kézépponta, r
sugart hiperbolikus koéron van. Ha f olyan valdédi raciondlis fiiggvény, amelynek
a; (i=1,2,...,N) inverzpdlusai D-be esnek, akkor kivételes b € D pontoktdl el-
tekintve létezik a (14) sorozat hatérértéke. Ez a tulajdonsdg felhaszndlhaté az a;
inverzpolusok kiszamitasara. Ezt szemléltettiik az alabbi dbran harom egyszeres
inverzpdlus esetén. Az egységkorrrel koncentrikus kor feltiintetett b pontjaiban
meghataroztuk az ry, := lim,— o [(Qnf)(b)| sugarakat, és felrajzoltuk a b kozép-
pontt, r, sugart hiperbolikus koroket.
Bebizonyithatd, hogy az a;,a; hiperbolikus szakaszok

D” = {b eh: p(b7 ai) = p(b7 a])}

hiperbolikus felezémerdlegeseinek pontjaitdl eltekintve a (@, f)(b) (n € N)sorozat

Alkalmazott Matematikai Lapok (2015)



HIPERBOLIKUS WAVELETEK 25

minden b € D pontban konvergens és a hatarérték D egy legfeljebb N-elemi
részhalmaza. Legyen ui.

Dy :=Ui<icj<nDij, D;:= {b €D:p(b,a;) > max p(b, aj)}~
1<j<n,j#i

R
L
AR
]’:“'Il‘;“{:'\‘!
y ‘-\'ﬂi
Lo
i

_

R

Az inverzpdlusok meghatdrozasa Soumelidis médszerével

Ekkor a D; (1 < ¢ < N) halmazok paronként diszjunktak és D = Ug<;<nD;.
Bebizonyithatd, hogy minden b € D; pontban a (Q, f)(b),n € N) sorozat ugyan-
ahhoz a b; € D szamhoz konvergal és ebbdl a; egyszertien rekonstrualhato:

bi = (Qf)(b) = lim (Quf)(b), By (b)) =a; (b€ Di,1<i<N).
Egyszeres pélusok esetén a

(b) = : ‘ ,1<i <
6i(b) ;= _max  p(ba;)/p(b,ai) (b€ Di1<i<N)

szdmok a konvergencia sebesség mérésére is felhasznalhatdk [71]:
[bi = (Quf)(b)] = O(gi'(b)) (b€ Diyn — o0).

Tobbszoros gyok esetén a konvergencia sebessége: |b; — (Q.f)(b)] = O(1/n).
Az alabbi abrakon két, ill. harom inverzpdlus esetén szemléltetjiik a hiperbolikus
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felezOmerdleges altal létesitett, kiilonboz6 szinli D; tartoményokat. A tartomé&-
nyok bdrmely b € D; pontjabdl kiindulva a (@, (b),n € N) sorozat ugyanahhoz a
b; = By(a;) szdmhoz konvergdl. A konvergencia sebességet szinskaldt hasznélva a
jobb oldali abrakon szemléltetjiik.

oD

Megjegyezziik, hogy az inverzpdlusok elhelyezkedésétol fliggben el6fordulhat,
hogy valamely i-re a D; halmaz iires. Ilyenkor az a] pélust rejtézkédének nevezziik.
Az ismertetett eljarassal az

(SF)b) == B, (Qf) (b) (beB\ Dy)

nemlinearis operatort felhasznalva az f raciondlis fiiggvény rejtozkodd polusait
kivéve, valamennyi pélusa megkaphaté. Az igy kapott pélusokat levalasztva és az
eljédrdst megismételve megkaphatjuk az f valamennyi pélusat [10], [11], [12].

A most ismertetett eljardshoz hasonlé algoritmus szerkesztheté matrixok sajat-
értékeinek kiszamitasara. Tegyiik fel, hogy A € CN*N métrix Ai,..., Ay sajat-
értékei a D-be esnek. Tetszbleges z9 € CV vektorbdl kiindulva az tn. Mises-féle
iteraciét alkalmazva képezziik az

Tpy1 = Az, € CY  (n €N)

sorozatot. Ez a rekurzié specidlis diszkrét idGinvarians rendszerként is felfoghato.
Az algoritmust ebben a specidlis esetben mutatjuk be, megjegyezve, hogy a mdd-
szer tetszoleges idGinvarians diszkrét rendszerre kiterjeszthetd. Jelolje

F(z):= Z zp2" (2 €D)
n=0
a rendszer atviteli fiiggvényét. Az F: D — CV fiiggvény analitikus és

Fiz)—zp==z2 Z Tpy12" = zA (Z mnz") = zAF(z).
n=0 n=0

Innen kovetkezik, hogy az atviteli fiiggvény felirhato

F(z)=(I—-2A)"'2 (z€D)
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alakban. Az F a D zéart diszken analitikus racionalis fiiggvény, amely az A métrix

pa(z) = H(z—)\j)”f (zeCom<N,vy+---+ vy, <N)

j=1
minimalpolinomjaval kifejezhetd

F(z) =)

j=1 k=0

I/j*l Zk
(EEPYELE

alakban, ahol a h;;-k a p4 minimdlpolinom gyokei 4ltal generdlt Hermite-féle inter-
polaciés alappolinomok. Az F fiiggvény F} koordinataira alkalmazva az el6bb
ismertetett eljarast megkapjuk a nem rejtézkodo a; = A; inverzpdlusokat, ill. sajat-
értékeket [72].

5.2. Diszkrét ortogonalis rendszerek

Ortogonalis sorfejtések gyakorlati alkalmazasaiban mindig a rendszer valamely
diszkretizalt véltozatat hasznaljuk. Ez azt jelenti, hogy az eredeti ¢, : I — C
(n € N) folytonos rendszer helyett elsé N tagjdnak az I intervallum egy N elemil
I részhalmazara vonatkozo lesziikitéseit tekintjiik. A diszkretizacés eljaras akkor
lesz jol haszndlhatd, ha a diszkrét rendszer az Iy valamely

[f, gy = Z f@Ogt)vn(t) (vn(t) > 0)

teln

diszkrét skalaris szorzatara nézve ortonormalt marad, azaz
[ns ©m]N = Omn (0 < m, n < N). (15)

Az ilyen eljarasokat ortogonalis diszkretizdcionak nevezziik. Ebben az esetben a
diszkrét Fourier-sorfejtés N-edik részletosszege eléallitja a kifejtett fliggvényt az I
pontjaiban, kovetkezésképpen ezzel egyittal egy interpolaciés eljarast is kapunk.
A trigonometrikus rendszerbél az I = [0, 27) alapintervallum ekvidisztans feloszté-
saval szarmaztathatjuk a diszkrét trigonometrikus rendszert.

A Malmquist—Takenaka-rendszerek ortogonalis diszkretizaciéjahoz abbdl indu-
lunk ki, hogy a Blaschke-fiiggvények a trigonometrikus rendszerbdl argumentum-
transzforméciéval szarmaztathatok:

By (e") =™ B(t) = p+7(t—¢) (t€R,b=re €D),

ahol v, a Poisson-féle magfiiggvény integralfiiggvényével egyenld (1dsd (8),(9)).
Innen kovetkezik, hogy az MT-rendszerek tagjaiban szereplé Blaschke szorzatok
eléallithatdok

N—-1 ) ) 1 N-1
H Bbk (ezt) — e'LNGN(t)’ HN(t) = N Z ﬁbk (t)
k=0 k=0
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alakban, ahol 8 : R — R szigoriian monoton névé fiiggvény, amelyre Oy (t + 27) =
=0n(t)+27 (t € R). Az MT-rendszer Dirichlet-féle magfiiggvényei, a trigonomet-
rikus rendszerhez és az ortogonalis polinomokhoz hasonléan, zart alakban irhaték
fel [43], [60]:

N-1 N-1 -
> (a)y() - e el (s (e ).
=0

Innen kovetkezik, hogy a
Ty := {zk = ek gy = 9;[1(150 +2kr/N), 0< k< N}

halmaz pontjaiban:

N-1 N-1

B 1— |b;[?
D, (21) P (20) = dneAn(21), An(z) = Z b

P 0< k<N
— 11— b2

j=0

[

Ez azzal ekvivalens, hogy az aji := ®;(z1)/v/An(2k) (0 < j,k < N) métrix
ortogonalis, kovetkezésképpen

N-1

N-1
Qrp Qs = Z (Pr(zk)gs(zk)/AN(zk) = 57‘s~
k=0 k=0

Ezzel a Iy := Ty halmazon a vy = 1/Ay stlyfiiggvénnyel az MT-rendszereknek
egy (15) alaki ortogondlis diszkretizaciéjat kaptuk. Ezeket az eredményeket az
[23] dolgozatban atvitték a félsikra.

A diszkrét MT-rendszerek alkalmazasaval a jelek alakjabdl kiinduld, adaptiv
interpolacids eljardsokat szerkeszthetiink. Az aldbbi dbrdkon a T halmazt és a 0
fiiggvényt szemléltetjiik. A pdlusok vélasztasdtdl fiige a Ty pontjainak eloszldsa.

Ez az eljarés jél hasznalhaté EKG-gorbék interpolécidjara, amit az aldbbi dbran
szemléltetiink [31]. J4l lathats, hogy ott, ahol a fiiggvény gyorsabban véltozik,
ott stiriibb felosztast alkalmazunk. A ¢y paramétert ugy valaszthatd, hogy a gorbe
maximumbhelye a csomépontok kozott legyen. Az optimaélis approximéciét eredmé-
nyez6 polusok meghatarozasara szolgald algoritmusokat a késobbiekben vazoljuk.

Megjegyezziik, hogy a Christoffel-Darboux-formulabdl hasonlé médon adédik
av:I — (0,00) silyfiiggvényre ortogonolélis P¥ (n € N) polinomrendszer egy
ortogonalis diszkretizdcidja [77]. Nevezetesen az Iy halmaznak a PX gyokeit vé-
lasztva a @, = P/ (0 < n < N) fiiggvényekre fennéll a (15) diszkrét ortogonalitdsi
reldcid, ahol ebben az esetben vy (t) (t € Iy) a Christoffel-Darboux-féle szdmokat
jelentik. Ezeket az elveket alkalmaztuk Zernike-fiiggvények ortogonalis diszkreti-
zacidjaban, tovabbé egyéb diszkrét ortogondlis rendszerek, approximéacios és inter-
polécids eljarasok szerkesztésében. Az igy kapott eredmények jol hasznalhatok a
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A 0y fiiggvény

EKG-gorbe kozelitése diszkrét MT-sorfejtéssel
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szem szaruhartyédja, a cornea feliilletének matematikai leirdsara és a gombfeliileten
értelmezett fiiggvények kozelitésére [25], [26], [61], [62].

5.3. Diszkretizacio és elektrosztatikai egyensily

Az MT-rendszerek és az ortogonalis polinomok szamos hasonlé tulajdonsdggal
rendelkeznek. A klasszikus ortogondlis polinom gyokei egy elektrosztatikai egyen-
stillyal hozhatSk kapcesolatba [77]. Hasonld interpretacié adhaté a T diszkretiza-
ci6s pontrendszerre [60]. Nevezetesen legyen

N-1
wi(z) = (z —b;),

7=0

N-1 ~ (16)
w(z) = [T (1=18;2),

w(z) == Wi (2)w2(2) —wh(2)wi(z) (2 € C).

Ekkor a 2(N —1)-edfokii w polinomnak barmely A € C gyokével egyiitt a \* := 1/X
szam, a A T-re vonatkozo tiikorképe is gyoke, ugyanazzal a multiplicitassal. Jelolje
M €D (k=1,...,8) az w fiiggvény D-be esd, paronként kiilonboz6 gyokeit és
legyen my, a A\, multiplicitdsa. Ekkor fenndll a kovetkez6 egyensiilyi feltétel:

N 1 1< m; m;

== J J =1,2,....N). 17
> 2Z<zn_xj+zn-»> (n=12...N). (7
k=1,k#n j=1 J

Az aldbbi dbran a diszkrét Kautz-rendszernek megfeleld by = b, by =be D
esetben szemléltetjiik az egyensilyi helyzetet, ahol mg =mq, =7, N = 14. Ebben
az esetben a 2N — 2 = 26-odfokd w polinomnak a by, by, b, b szdmok 6-szoros
gyokei, amelyeket az dbrdn a multiplicitdssal ardnyos sugard (vildgos- és sotétkék
szinll) korokkel, a maradék A és A* egyszeres multiplicitdsi gyokpart a mulipli-
citassal aranyos fekete szinli korokkel szemléltetjiik. A T pontjait sarga szinnel
tiintettiik fel.

Specidlisan by = --- = by_1 = b esetén az w polinomnak a b és b* szamok
(N — 1) multiplicitdst gyokei és ebben az esetben az egyenstlyi egyenlet:
N
1 N-—-1 1 1
> == ( 7+ b*) (n=1,2,...,N).
k=1 k#n Zn T Rk Zn — Zn —

Ez utébbi két egyenlet elektrosztatikus egyensilyi feltételként interpretalhatd. Az

1 1 Zn — 2k
Fk}: =
R N e P
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Txn pontjai Kautz-rendszer esetén

kétdimenzids vektor olyan két azonos eléjelii, egységnyi toltés kozott fellépo taszitod
erovel egyenld, ahol a Coulomb-erd a toltések tavolsdganak reciprokaval ardnyos.
A mésodik egyenletet interpretalva helyezziink el N egységnyi t6ltéssel rendelkezd,
az egységkoron szabadon mozgd részecskét és rogzitsiink a b és b* pontokban egy-
egy (N — 1)/2 toltéssel rendelkezd részecskét. Az ezek altal kifejtett eréket kiilsd,
a mozgd toltések altal kifejtett erdket belsd erfknek nevezziik. A (17) egyenlet azt
fejezi ki, hogy minden z, részecskére hato kiils6 er6k eredéje a ra haté bels6 erck
ereddjével egyenld.

T n pontjainak elektrosztatikus interpretacidja
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5.4. MT-sorfejtések szummacidja

Az MT-rendszerek diszkrét valtozatat rendszerek identifikiciéjaban, EKG-gor-
bék approximaciéjaban és tomoritésében hasznaltuk. Az elsé problémakorrel Gssze-
fliggésben megemlitiink két eredményt, amelyek periodikus MT-rendszerek szerinti
sorfejtések (specidlisan diszkrét Laguerre- és Kautz-sorok) szummaéciéjdval kapcso-
latosak. El6fordulhat, hogy a széban forgé sorfejtések, a trigonometrikus Fourier-
sorokhoz hasonléan, még folytonos fiiggvény esetén sem konvergdlnak. Ennek a
hatranynak a kikiiszobolésére szummacios eljardsoknak egy széles osztalyédt (az
un. f-szummdcidkat) alkalmazva megmutattuk, hogy folytonos fiiggvények perio-
dikus MT-rendszer szerinti #-kozepei egyenletesen konvergalnak. Hasonl6 eredmé-
nyeket igazoltunk diszkrét sorfejtésekre periodikus MT-rendszerek esetén [7],[8],
[13].

5.5. EKG-g6rbék approximacidja

A trigonometrikus rendszerhez hasonléan by = 0 esetén a ®_,,(2) = ®,(2)
(2 € T,n € N) fiiggvények hozzavételével az MT-rendszer kiegészi thetd az L*(T)
téren ortonormadlt rendszerré. Ekkor az R®,,, 3P, (n € N) valds rendszerek is orto-
gondlisak az L?(T) téren. Az EKG-gorbéket 27 szerint periodikus fiiggvényekkel
modellezziik. Tipikus szakaszai (pl. az tn. QRS-komplexusok) hasonlitanak az
MT-rendszereket generald

Tb,j(z)::% (bED,j=1,2,...,Z€T)
(1 — bz)J

un. elemi racionalis fliggvények valds és képzetes részeinek linedris kombindcidi-
hoz. Ez az észrevétel volt a hattere annak, hogy a trigonometrikus-, ill. wavelet-
sorfejtések helyett az EKG-gorbéket a valés MT-bazisokban reprezentaljuk.
Az aldbbi dbra bal oldali részén egy valédi EKG-jel két elvezetésének a grafikonja
lathaté. Az dbra jobb oldali részén elemi racionélis fiiggvények valds és képzetes
részeinek grafikonja lathat6. A sarga szini gorbék az egyszeres, a kék szinfiek a
kétszeres multiplicitast polusoknak felelnek meg.

1
T
Lui
i

HH ' 1 t1\t2
5 |

Valédi EKG-jel két elvezetése Elemi racionalis fliggvények
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A valés MT-rendszerek ortogondlis diszkretizaciéjat alkalmazva optimadlis
(bj,j € N) paraméterek meghatérozésdra kiilonbozé algoritmusokat dolgoztunk
ki. Az EKG-gorbék elemzése soran szerzett tapasztalatok alapjan harom paramé-
tert, a by, bo, by € D inverzpolust hasznaltunk, és ezeket ismételtiik periodikusan.
Az f EKG-jel optimalis reprezentacidjdhoz két 1épésben jutunk el: elészor megha-
tarozzuk az f-nek az

L, = span{Rry, 1, Srp, 101 < j < 3,1 <k < s}

altértol vett
dist(b1, b2, b3) := min || f — g]|
gELs

tavolsagat, majd ezt minimalizaljuk a by, bo, b3 paraméterekre.

Az els6 1épésben felhaszndljuk az f-nek a diszkrét valés MT-rendszer szerinti
sorfejtését, amely egytuttal interpoldl a diszkretizacié pontjaiban. A dist fliggvény
minimalizdlasara tobbek kozott a Nelder—Mead-algoritmusnak egy hiperbolikus
térre adaptdlt valtozatdt haszndltuk [31], [32], [48]. A diszkrét MT-rendszerek
alkalmazdsat segité MatLab Toolbox késziilt [44]. A diszkretizédcié csomdpontjai-
nak kiszamitasara a [47] és az [51] dolgozatokban hatékony algoritmusok sziilettek.
A dist fliggvény més elven torténé minimalizaldsat és més tipusd alkalmazédsokat
illetéen a [45], [46] dolgozatokra utalunk.

Az FFT-hez hasonlé gyors algoritmusok szerkesztheték bizonyos specialis MT-
rendszrekre. Ezek 2"-tényez0s Blaschke-szorzatok szorzatrendszereiként allithatok
elé. A generdld tényezok, amelyek a Rademacher-fiiggvények megfelel6i, kétténye-
z0s Blaschke-szorzatokbdl fiiggvénykompozicioval szirmaztathaték. Ilyen rend-
szerek szerkesztésének elvi és gyakorlati problémdival a [9] és a [49] és [50] dol-
gozatok foglalkoznak. Racionalis ortogonalis sorfejtések mellett gyakran célszer(
ilyen tipust biortogondlis sorfejtéseket haszndlni. A [33] és a [34] dolgozatokban
raciondlis ortogonalis és biortogonalis rendszereket konstrualtunk a toruszon és a
diszken.

Az EKG-gorbét az optimdlis paraméterekhez tartozé diszkrét MT—Fourier-
egyiitthatokkal reprezentdlva jé tomoritést és alakhli approximéciét kapunk.
Az aldbbi dbran egy valédi EKG-gorbe approximécifjat szemléltetjiik, ahol 3 (egy
kétszeres és két egyszeres multiplicitdst) pélust haszndltunk és az optimdlis inverz-
polusokat a Nelder-Mead-algoritmus hiperbolikus valtozataval hataroztuk meg.

A gyakorlatban az EKG-jelrdl altaldban tobb (6, ill. 12) elvezetést készitenek.
A sziv milikodését az un. szivgorbével, az egyes elvezetéseken regisztralt jeleket
a szivgdrbének egy-egy irdnyba es6 vetilletével modellezhetjiik. Ezzel a model-
lel nemcsak az egyes elvezetések kvalitativ lefrasdhoz, hanem jé kozelitéseihez is
eljuthatunk [31]. Az aldbbi dbrdn ugyanannak az EKG-jelnek két kiilonb6z6 elve-
zetésének approximaciojat szemléltetjiikk harom inverzpdlus altal generalt diszkrét
MT rendszert hasznalva. Az dbran feltiintettiik a hdrom inverzpdlust és a diszkrét
MT-Fourier-egytiitthatékat.
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Az MT-rendszer polusai Az EKG-jel approximécidja

,,I, __l_lll-______ L I Illll_.l_-

EKG-jel két elvezetésének kozelitése
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HYPERBOLIC WAVELETS

FERENC SCHIPP

In the last two decades a number of different types of wavelets transforms have been introdu-
ced in various areas of mathematics, natural sciences and technology. These transforms can be
generated in a uniform way based on various group representations. Taking the congruences of
the hyperbolic geometry we introduced the concept of hyperbolic wavelet transforms (HWT) by
means of this method. In this paper we give an overview on some results and applications concer-
ning HWT. We call the attention to previous results of Hungarian mathematicians in the areas of
control theory and signal processing that can now be viewed from a new rspective. Recently,as a
result of the collaboration of the Department of Numerical Analysis of Faculty of Informatics of
E6tvés L. University (Budapest, Hungary) and the Systems and Control Lab of the Institute of
Computer Science and Control of the Hungarian Academy of Sciences, rational function systems
and hyperbolic wavelets have been effectively applied in solving problems related to system and
control theories, signal processing, and in construction of a mathematical model for ECG signals.
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