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A REZGO HUR IRANYITASA

HORVATH MIKLOS

Két belsé pontban eréhatasnak aldvetett, a végpontokban rogzitett, kez-
detben nyugalmi allapotban 1év6 hir lehetséges mozgasdallapotait vizsgédljuk.
Ismert, hogy a véges id6 alatt elérhetd Gsszes mozgasallapot el6all (elegen-
déen nagy) régzitett idd alatt is. Jelen dolgozatban megkeressiik a minimalis
idot, amely alatt a hdr az Gsszes lehetséges mozgésallapotba atvihet6. Meg-
mutatjuk, hogy a kérdés egyszerii szerkezetli, soronként legfeljebb 4 nem-
nulla elemet tartalmazé matrixok rangjdnak vizsgédlatdra vezethetd vissza.
A dolgozat 3. részében megfogalmazott nyitott kérdés vizsgalatdhoz a kozép-
iskolai ismeretanyag is elegendo.

1. Bevezetés
Tekintsiik a kovetkezd egyenletet:

Y (2, 1) = Yoo (2, 1) + 6(x — ar)uy (t) + 6(x — az)usa(t), (1)
0<z<1, 0<t<T.

TItt y(z, t) jeloli a [0, 1] szakaszon kifeszitett hir « pontjdnak a nyugalmi dllapotbdl
(azaz y = 0-bdl) vald transzverzélis kitérését a t idépontban. A 0 < a1 < az <1
bels6 pontokban irdnyitjuk a hirt a négyzetesen integralhatéd valds wuq(t), us(t) €
Ly(0,T) fiiggvényekkel. A hur két végpontja rogzitett, tehét

y(0,8) = y(1,1) = 0. (2)

A megfigyelés kezdeti ¢ = 0 pillanatdban a hur nyugalomban van, azaz minden
pontjanak pozicidja és sebessége is nulla:

y(x,0) = ye(z,0) = 0. (3)
A T > 0id6 alatt elérheté mozgédsallapotok halmaza

R(T) = {(y("T)>yt('7T))|u1a Uz € L2(07T)}
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58 HORVATH MIKLOS

Nyilvanval6, hogy az R(T) halmaz T fiiggvényében monoton né, hiszen ha ¢ = 0-
tél egy adott értékig az uq, us irdnyi tds nulla, akkor a hir nyugalomban marad,
és ezutan (idéeltolédassal) barmely kisebb T-hez tartozé mozgéséllapot elérheté.
Joé Istvan [6] dolgozatdban tobbek kozott igazolta, hogy ha ay és ag racionilis,
azaz

p1 b2

ap=—, az==—, (p1,p2,q) =1,

q q
tehdt p1, pe és ¢ legnagyobb kozos osztdja 1, akkor 2(q — 1)/q < Ty < T» esetén
R(Th) = R(Tz). Jelen dolgozat célja a legkisebb olyan Tp megaddsa, amelyre
To < Ty < Ty esetén R(Ty) = R(T:). Ezt a minimadlis elérési id6t jellemezziik
lineéris algebrai eszkozokkel.

A kérdéssel kapcsolatos kordbbi kutatdsok kozott elészor emlitsiik meg a Jod
[5] dolgozatot, melynek egyik eredménye szerint ha csak egy bels pontban ira-
nyitjuk a hurt, akkor a minimalis elérési id6 Ty = 2 irraciondlis pont esetén, és
To = 2(¢—1)/q, ha p/g-ban irdnyitunk, ahol (p,q) = 1. Castro [2] egyetlen mozgé
pontban vizsgélta a hir irdny{tdsdt. Tobb szerzé vizsgalta a végpont(ok)ban ird-
nyitott hir mozgasallapotait. Hansen és Zuazua [3] két darabbdl Osszetett hurt
vizsgalt, ahol az illesztési pont nyugalmi helyzetbdl valé kitérése az iranyitas. II’in
és Moiseev [4] az egyik végpontban a kitérési sebességgel irdnyitott hurt vizsgél-
tak, és megkeresték a minimalis norm&ju kontrollt. Végiil megemlitjitk Avdonin
és Edward [1] dolgozatét, ahol véges sok belsé pontban a hirhoz témegpontokat
ragasztunk, és az egyik végpont kitérése az iranyitas. Tobbek kozott megmutatjik,
hogy elég hosszi id6 alatt minden, megfeleld fiiggvénytérbe tartozé mozgasallapot
elérheto.

A dolgozat felépitése a kovetkezd. A fenti, részben heurisztikus problémafel-
vetés pontos megfogalmazasat és ekvivalens atalakitasait adjuk meg a 2. részben.
Ez nagyrészt a [6] cikkben is megtaldlhaté anyag, melyet a kénnyebb olvashatdség
érdekében itt is attekintiink. A 3. rész tartalmazza az 1j eredményeket, azaz
Ty jellemzését linearis algebrai eszkozokkel, tovabba diszkutdljuk a Tp-ra adhatéd
explicit képleteket, megfogalmazva nyitott kérdéseket is.

2. A feladat pontos megfogalmazasa és ekvivalens atalakitasai

Az (1) mésodrendii differencidlegyenlet Dirac-deltdkat is tartalmaz, tehat kozon-
séges értelemben y legfeljebb elsérendi differencidlhatdsagat varjuk. Legyen z(z,t)
egy tetszoOleges fliggvény a

z(x,t) € C*([0,1] x [0,T]), 2(z,T) = z(x,T) =0, (4)

tulajdonsdgokkal. Szorozzuk be az (1) egyenletet z-vel, és integréljunk 0 < z < 1-
ben és 0 < t < T-ben is. Formdlisan kétszeres parcidlis integraldst alkalmazva
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A REZGO HUR IRANYITASA 59

az egyik, illetve masik valtozéban a kilép6 tagok eltiinnek az y-ra és z-re kirdtt
kezdeti- és peremfeltételek miatt, ezért a kovetkez6 egyenlet adddik:

1 T
/ / y(x,t)[zee(z,t) — 2ge(x, t)] dt dzx
0 oT (5)
_ / [(an, t)ua () + =(az, s ()] dt.

0

Mivel ez az egyenlet nem igényli y simasagat, és implicit mdédon tartalmazza az
y-ra kirétt kezdeti- és peremfeltételeket is, kézenfekvd az aldbbi értelmezés:

2.1. Definicid. Az (1), (2), (3) rendszer megolddsin olyan y € Lo([0,1]x
x[0,T)) figgvényt értiink, mely tetszdleges, a (4) kikitéseket kielégitd z(x,t) figg-
vény esetén eleget tesz az (5) egyenletnek.

A valtozok szétvalasztiasdnak ismert médszerét alkalmazzuk: a
z(z,t) = sin(nmz) - b(t), be C*([0,T7), b(T) = (T)=0
fiiggvényt helyettesitjiik (5)-be. A kovetkez6 allitds adddik:

2.1. TETEL. (Jod [6]) Az (1), (2), (3) rendszernek létezik pontosan egy,
a 2.1. Definici6 szerinti y € Ly([0,1] x [0,T]) megolddsa. A megoldds szinuszos
sorfejtése az x valtozéban

o0

yla,t) = Z cn(t) sin(nrmz), (6)

n=1
ahol az egyiitthatok
! sin(nm(t — 7))
— " gn(7)dr,
- gn(T)dT 7
gn(t) = 2[sin(nmay )uq (t) + sin(nrag)ua(t)].

cn(t)

o

A sor barmelyik valtozéban egyszer tagonként differencidlhato:

o0

yi(z,t) = Z c (t) sin(nmz),

n=1

Yo (z,t) = Z nwe, (t) cos(nmwz).
n=1

Mindhédrom sorfejtés konvergens Lo([0, 1] x [0, T])-ben és bdrmely régzitett t esetén
Ly([0,1]-ben is. Végiil az y(x,t) megoldds benne van a H'([0, 1] x [0, T]) Szoboljev-
térben.
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60 HORVATH MIKLOS

A tétel bizonyitdsa megtaldlhaté [6]-ban, azt nem ismételjiik itt meg, de néhdny
megjegyzést tesziink. A (7) képletet derivélva kapjuk, hogy

a(t) = /01 cos(nm(t — 7)) gn(T) dr. (8)

Innen elészor is latszik, hogy ¢, (0) = ¢}, (0) = 0, ahonnan (3) kovetkezik. A (8)
képlet azt is mutatja, hogy ¢}, is abszolit folytonos, a masodik derivélt Ls-ben
van, és ¢! = n’n?c, + g, teljesiil majdnem minden ¢ € [0, 1]-re. Ez az egyenlet

(formédlisan) az (1) képlettel ekvivalens. Ugyancsak a (7) formula szerint

ahonnan a Cauchy—-Bunyakovszkij—Schwartz-egyenltlenség alkalmazdsaval lathato,
hogy )", |cn| egyenletesen korldtos t-ben, és emiatt a (6) sor abszolit és egyen-
letesen konvergens [0,1] x [0, 7]-n. Ebbdl pedig kivetkezik, hogy y egy folytonos
fliggvény, amely nulla a hir végpontjaiban.

A sorfejtések miatt az R(T) halmazok novekedése helyett vizsgdlhatjuk az
Osszes lehetséges ¢, ¢, egyiitthaté-sorozatok halmazénak novekedését is. Ez az
otlet a kovetkezo éllitashoz vezet:

len(t)] < % H /O t sin(nar)uy (t — ) dr| + ‘ /O t sin(nar)us(t — 1) dr

2.1. LEMMA. ([6]) Legyen

A {(S?H(Wal)%imﬂ in > 1},
sin(nmaz)

és jelolje B(T') a A halmaz momentumterét a két komponensii komplex Lo térben,

s = {( (S e (1)) |(2) e aomie

A B(T) momentumtér névekszik T-ben, és B(Ty) = B(T») pontosan akkor, ha
R(T1) = R(T3).

Bizonyitds. Elészor is vegyiik észre, hogy

n

T
A (T) +inme,(T) = / ety (t)dt,
0
gn(t) = 2[sin(nmay )uq (t) + sin(nwag)us(t)].

Két valds sorozat, ¢, és ¢}, helyett egyetlen komplex sorozatbdl, ¢, (T) +inmwc, (T)-
bél is rekonstrualhatok az y(., T), y:(., T) fuggvények. A fenti képlet szerint ilyen-
kor csak n > 1 jelenik meg az exponencialis fiiggvény kitevGjében. Ha errdl atté-
riink a komplex Lo tér momentumterére, akkor minden nemnulla index megjelenik
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a kitevében. A

(e (T) + inmwen(T)) + (¢, (T) — inme,(T))

:4/T s%n(nwal) gint. Ry dt,
o sin(nmag) Ry

(e (T) + inmen(T)) — (c,(T) — inmen(T))

)
=i [ { (ot ) ()

képletek azt mutatjak, hogy a komplex Lo és a valdés Lo fenti momentumterei
egymasbdl rekonstrudlhatok, és az egyik pontosan akkor béviil, amikor a masik.
Ezzel a bizonyitast befejeztiik. O

Erdemes itt megjegyezni, hogy mivel a 271/2¢"" fiiggvények ortonormalt
bézist alkotnak Lo(0,2;C)-ben, ezért T > 2-re a B(T) momentumtér az n # kq
koordinatakon vett teljes komplex ¢ tér lesz. Emiatt a minimalis elérési id6 az a
legkisebb Tj) < 2 érték lesz, amely folott B(T') az n # kq koordindtdkon vett teljes
komplex {5 teret kiadja.

3. A minimalis elérési id6 jellemzése

A tovébbiakban sziikségiink lesz az alabbi fogalomra.
3.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy a H Hilbert-térben a Hy,..., Hy alterek
erGsen fiiggetlenek, ha van olyan 0 < ¢ konstans, hogy barmely h; € H; vektorokra

[Py + -+ Al = c(lhall + -+ [[hn]]) - (9)

Ez valéban erdsebb a linedris fiiggetlenségnél, mert (9) miatt hy + -+ + hy = 0-
bol hy = -+ = hy = 0 kovetkezik. Heurisztikusan a fogalom azt jelenti, hogy
barmelyik altér pozitiv szoget zar be a tobbi altér Gsszegével, vagyis nincsenek
benniik ,majdnem pédrhuzamos” vektorok. Nyilvan felteheté (és a nemtrividlis
esetekben sziikségszer(l), hogy ¢ < 1. Az is vildgos, hogy ha Hy,..., Hy erésen
fliggetlen, akkor Hqy és Ho + - -+ + Hp is er0sen fiiggetlen, hiszen

[y + (ha + -+ hn)l| Z c(lhall + - + [lan[D) = e ([Pl + (lh2 + - - + hn ) -
3.1. LEMMA. Ha H; és Hy erdsen fiiggetlen zart alterek H-ban, akkor

a)
Ipyhall > cllhal| Vhi € Hi,  |prholl > c|lha| Vho € Hy

ahol pl a H ortokomplementer alterére, H -re valo meré']eges vetités, és

s s s
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b) Van olyan 0 < 6 < 1 szdm, mégpedig § = /1 — ¢%, hogy
[p2hall < 6llhall Vha € Hy,  lprholl < éllha|l Vha € Ha,

ahol p; a H;-re valé merdéleges vetités.

¢) Ha Hy és Hs erésen fiiggetlen, nem feltétleniil zdrt alterek H-ban, akkor
Hi + Hy = H.

Bizonyitds. a)-t és b)-t elég csak az egyik szereposztdsban igazolni.
pyh1 = hy — pohy miatt |p3hy|| > c(||hi||+|lp2h1l]) > c|/h1|| bizonyitja a)-t. Mivel
1A ]1* = lIp2hall? + [Ipz hall® = lIp2hall® + €|[ha|?, ezért [p2ha]|* < (1 = ¢*)|[mlf?,
ami bizonyitja b)-t. A c)-ben feltehetd, hogy a Hp, Ho alterek zdrtak, mert
EL = HZ-L, és a definiciébdl lathatéan a Hy, Hs alterck is erdsen fliggetlenek.
Legyen h € H tetszOleges vektor. Teljes indukciéval kénnyen igazolhatd, hogy

h = p1(pop1)"h + p1 (h+ paprh + - - + (p2p1)"h) (10)
+p3 (prh+ -+ pi(pap1)” 'h) .

Valéban, n = O-ra h = p1h + pi-h, mésrészt

p1(p2p1)™h = (p2p1)™ ' h + py p1(papr)”h
= p1(p2p1)" " b+ pi (p2p1)" T B+ py pr (p2p1) "
A Db)-beli becslések miatt (10) jobboldaldn az elsé dsszeadandé norméban 0-hoz

tart, a masik két 6sszeadanddban pedig a véges Osszegek norméban konvergalnak,
ezért limeszben kapjuk a

o0 (oo}
h=pth g b, W= (papn)™h B = 1> (papn)"h
n=0 n=0
eldéllitdst, amely bizonyitja c)-t is. ad

A momentumterek vizsgalatahoz sziikségiink lesz a kovetkezo allitasra:

3.2. LEMMA. Legyen W;, i =1,..., N véges sok erGsen fiiggetlen zart altér a
H Hilbert-térben és legyen p; a W;-re valé merdleges vetités. Akkor tetszileges
h; € W; vektorokhoz megadhaté olyan h € H vektor, hogy p;h = h;, i =1,..., N.

Bizonyitds. Mivel W; és Lin(W;, j # i) erésen fiiggetlenek, az eléz6 lemma c)
pontja szerint minden ¢-re

H = Wi+ (Lin(W;, j #4))* = Wk + 0. W
Ennek megfeleléen minden h;-nek létezik egy h; = hi +hi*, hfe Wi,

hi* € ﬂj#WjJ- felbontdsa. Nyilvdn p;h; = 0 és p;h;* = 0, ha i # j. Ezért
h; = p;h; = p;h}*, és akkor h = Zj h;* valasztassal p;h = p;h;* = h;. O
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Lathato, hogy a A rendszerben a (sin(nmay),sin(nmas))” vektorok parhuzamo-
sak, ha n = £(2kq+ j) vagy n = £(2kq+ 2q — j) alakid egy rogzitett 1 < j < g—1
mellett. Jeloljiik Vj-vel a

py = {7}

rendszer &dltal kifeszitett zart alteret az Lo(0,T'; C) térben. Végiil legyen
W, = <S?H(J:7Tp1/Q)>Vj_
sin(jmpa/q)
3.3. LEMMA. A A; rendszer momentumtere az L(0,T;C) térben a komplex
Uy tér, ha T > 2/q, és Uy valédi részhalmaza, ha T < 2/q.

Bizonyitds. Bar a hasonlé allitdsokat a Riesz-bazisok elméletének felhasznalasa-
val szokds bizonyitani, mi inkdbb egy elemi indokldst mutatunk. Legyen f €
L3(0,2/q;C), és legyen fo = fl,1/q), f1(t) = f(t+1/q). Akkor az f momentu-
mait megadd integral

2/ 4 1/q
/ e/ CRIEDTL £ (1) dt = / Rl g (1) dt,
0 0

g1 (t) = eFT™ fo () + X1 (1))

Az €2kt rendszer konstans norméaji ortogonalis bazis Lo(0,1/q; C)-ben, ezért
pontosan akkor kapjuk a teljes fo momentumteret, ha g, és g_ két tetsz6leges
eleme lehet Lo(0,1/q; C)-nek. A g. fiiggvényeket az fy, f1 fliggvényekbdl kapjuk
a
gre I = fo 4 €TI0y,
g_eijﬂ't — fO + e—ijrr/qf1
linedris egyenletrendszerrel. Mivel T' = 2/q esetén (fo, f1) tetszbleges La-beli pér
lehet, és az egyenletrendszer megolddsa barmely Lo-beli (g4,9-) par esetén egy
Lo-beli (fo, f1) pér, ezért ilyenkor a momentumtér a teljes ¢5. Emiatt nyilvan

maximélis a momentumtér T > 2/¢-ra is. Ha viszont T' < 2/q, akkor f; mdr nem
valaszthatd tetszolegesen, és emiatt a momentumtér is kisebb lesz. ad

A A; altal kifeszitett V; altérbeli fiiggvények egyszertien jellemezhetdk:
3.4. LEMMA. Legyen T > 2/q. Akkor
Vi ={f € L2(0,T;C)| (11)
f(t+2/q) = 2cos(mj/q) f(t+1/q) — f(t) m.m. t-re}.
Ha pedig f € V; és k > 2, akkor m.m. t € (0,1/q)-ra

e+ bja) = I g 1jq) - RUEZ T g
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Bizonyitds. Mivel az e2#74¢ fiiggvények altal kifeszitett tér az osszes 1/¢-periodikus
Lo-beli fiiggvénybél all, ezért nyilvan

Vi = {e"™ gy + e 7™ gy| g1, go 1/g-periodikus Lo-beli fiiggvény.}

Tlyen alakban minden L2 (0,2/q; C)-beli fiiggvény el6all: az el6z6 bizonyitds jelolé-
sével fo = eIt gy 4+ e gy f = UT/9. Uty 4 e~UT/4. it g, hefut minden
Lg—beh (fo, fl) péI‘t A

(z - eij”/(I) (z - e_ij”/q) =22 —2cos(jm/q)z + 1

azonossaghol kiovetkezik, hogy (11) teljesiil minden ¥ gy + =™ g, alaki fiigg-
vényre. Ez egyuttal bizonyitja (12)-t is k = 2-re. Nagyobb k esetén teljes indukcidt
alkalmazva kapjuk, hogy

f+(k+1)/q) =2cos(jm/q) f(t +k/q) — f(t+ (k—1)/q)
: sin(jkr/q) ,  sin(j(k —1)7/q)
pestinto) |G~ S
[$Mﬂk—”WM)1$Mﬂk—”ﬂqu
sin(j7/q) sin(j7/q)
_ sin(j(k + Dm/q) +sin(j(k — 1)m/q)
sin(jm/q)
_ sin(jkm/q) + sin(j(k — 2)7r/q)f
0

o sin(j7/q) o
B sin(j(k — 1)7/q) ht sm(].(k: - 2)7/q) fo
sin(j7/q)

sin(jm/q)
_ sin(j(k+ r/q) _ sin(jk/q)
= ft+1/q) Snn/2) (t).

sin(j7/q)

h

a

3.5. LEMMA. Ha a W; alterek linedrisan fiiggetlenek valamilyen T-re
H = Ly(0,T;C?)-ben, akkor erésen fiiggetlenek is.

Bizonyitds. A linedris fliggetlenség azt jelenti, hogy ha valamilyen f; € Vj-vel

qg—1 . .
51n(]7rp1/q))
F;(t)=0 mm. te (0,T)re, F;(t)=1[ . . fi(0), 13
0 .10, £ = (G o )
akkor f; =0mm., j =1,...,¢ — 1. Az el6z6 lemma szerint az f;-k kifejezhetok

az fio = filoa/q, fini(t) = fi(t +1/q), 0 < t < 1/q figgvényekkel, ezért (13)
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minden ¢ € (r/q, (r+1)/q) esetén egy egyenletpart ad. Ha k/q < T < (k+1)/q és
f = (fjo0 fj,l)g;%, akkor a (13) egyenletrendszer (0,7 — k/q)-n a Cf = 0,
(T —k/q,1/q)-n a C*f = 0 alakban {rhatd, ahol a C' és C* métrixok ¢-t6l fiigget-
lenek (és C' a C* két sorral val6 bévitése). A W;-k fiiggetlensége miatt C'f = 0-nak
és C* f = 0-nak is csak f = 0 a megolddsa, ezért van olyan § > 0, hogy

q—1 g—1
ICF2 >8> (Ifiol + 15115, 1CTF2 =8 (I fi0l* + |fial?)
j=1 j=1

Az els6 becslést integralva (0,7 — k/q)-n, a mdsodikat (T — k/q,1/q)-n, majd
Osszeadva azt kapjuk, hogy

[ ZFJ’||2L2(0,T;<C2) > 52 1£i1Z000.2/q) = 1 Z 1£i01700.1)

C2 2
> e Y I L0y > 72 (1B lom)

ezért az erfs fiiggetlenséget igazoltuk ¢ = y/ca/(¢ — 1) konstanssal. O

A minimalis elérési idére a kovetkezo6 jellemzést adhatjuk:

3.6. LEMMA. T az a legkisebb érték, amelyre a

W, = <Sin(j”p1/Q)>Vj, j=1,...q—1 (14)

sin(jmpa/q)
alterek linedrisan fiiggetlen rendszert alkotnak Lo (0, T; C?)-ben minden T > Ty-ra.

Bizonyitds. Léattuk, hogy Tj a legkisebb id6, amely mellett minden 7' > Ty-ra
a A exponenciélis rendszer Lo(0,T;C?)-beli momentumtere a g-val nem oszthaté
indexeken befutja az £ teret. A 3.3. lemma szerint a (14) altereket kifeszité A-beli
vektorok momentumtere ¢ lesz, ha T' > 2/q, és ilyenkor az alterekben vannak
olyan vektorok, melyek éppen egy elbirt f2-beli momentumsorozatot adnak. Ha
a (14) alterek linedrisan fiiggetlenek valamilyen T-re, akkor a 3.5. lemma szerint
erésen fliggetlenek is, ezért a 3.2. lemma szerint ilyen T-re a teljes A rendszer
momentumtere is befutja ¢»-t, hiszen h és p;h skalaris szorzata egy Wj-beli fligg-
vénnyel ugyanaz. Tegyiik fel most, hogy a W; alterek linedrisan 6sszefiiggék. A

= (o)

jeloléssel élve ez azt jelenti, hogy a ¢-val nem oszthaté n indexeken 1étezik egy
nem azonosan nulla {c, o} € fo sorozat, amelyre > cnopn = 0 (és az Gsszeg
Ly(0,T;C?)-ben konvergens). Akkor viszont barmely h € Lo (0, T; C?)-re

0= <h7 ch,0§0n> = nglv @n>’
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azaz minden momentumsorozat meréleges {c, o }-ra, és akkor a momentumtér nem
lehet maximalis. O

A dolgozat {6 eredményének kimondasdhoz vezessiik be a kovetkezo linedris
egyenletrendszert. Valasszunk f; € V; fiiggvényeket, és vezessiik be az

q—1

T, = Zsin(jﬂp/Q)fj,m
;i (15)

Yp = Zsin(jﬂp/Q)fj,l

Jj=1

jeloléseket, ahol fj0 = fil(0,1/q), fi.1(t) = fi(t +1/q), 0 <t < 1/q. Vegyiik észre,
hogy az (fj,O);]‘;i — (xp)g;i és (ijl)?;% — (yp)zq,;i hozzarendelések kolcséndsen
egyértelmiiek. Valéban, ha

q—1

Zozjsin(jwp/q) =0 p=1,...,q—1,

j=1
akkor a p(t) = g;} o sin(jt) egy olyan, legfeljebb ¢ — 1-edfoku trigonometrikus
polinom, melynek gytke van az dsszes wk/q pontban, tehét [0, 27)-ben van legaldbb
2q — 1 gyoke, ezért ¢ =0, vagyis oy = --- = ag—1 = 0.
Az aldbbiakban minden egyenlet egy egyenletpart jelent, ahol p* helyébe minden
elofordulasakor pi-et, illetve minden el6forduldsakor po-t kell helyettesiteni:

[0] p- =0,
1 » =0
(A) [ ] yp )
2] Yp 1+ Yp—1 =0,
[k] Yp*+k—1 + Yp*—k+1 — Tp*4k—2 — Tp*—k42 = Oa k 2 3.

Az x,, y, valtozdk definici¢jabdl lathatd, hogy

o =2q=0, T_p = —Tp, Tgpp = —Tq—p;

(B)
Yo ="Y¢=0, Y=p = —VYp, Yg+p = —Yg—p-

Létjuk, hogy a (B) redukcié figyelembe vételével az (A) egyenletrendszer az
T1y. 3 Tqg—1,Y1,---,Yg—1 Valtozdkat tartalmazza. Az egyenletrendszer matrixa
egyszerl szerkezetii: soronként legfeljebb négy £1 elemen kiviil csak nullakat tar-
talmaz, és a nemnulla értékek is szabdlyosan helyezkednek el. Heurisztikusan azt
lehet mondani, hogy két ¢ — 1 hosszisidgu diszkrét hur p; és ps pontjabdl egy
egységnyi jel szimmetrikusan tovdbbterjed mindkét irdnyba, és (B) szerint a hir
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hatérdhoz érve a jel ellentétes fazisban verédik vissza. A dolgozat f6 eredménye,
hogy a keresett minimélis elérési id6 attdl fiigg, milyen k esetén lesz az (A), (B)
egyenletrendszernek csak a nullvektor a megolddsa, vagyis mikor lesz az egyenlet-
rendszer matrixanak rangja a maximalis 2q — 2:

3.1. TETEL. Tekintsiik azt a linedris egyenletrendszert az mi,...,Tq_1,
Y1s- -, Yq—1 valtozdkra, amely az (A)-beli [0],[1],..., [k] egyenletpdrokbdl adddik
a (B) figyelembe vételével. Az a minimadlis Ty elérési id6, amely f6l6tt R(T) mar
nem né tovabb, megadhaté Ty = (ko + 1)/q alakban, ahol kq a legkisebb olyan k
érték, amelynél a (B) szerint mddosi tott (A) linedris egyenletrendszernek csak a
nullvektor a megolddsa. Az R(T,) halmaz mér tartalmazza a hir dsszes, véges id6
alatt elérheté mozgasallapotat.

Bizonyitds. A 3.6. lemma szerint azt kell vizsgadlnunk, milyen T-re lesznek a W
alterek linedrisan fiiggetlenek Lo (0, T'; C?)-ben. Legyen tehat f; € V;, és vizsgaljuk
a -

Zsin(jﬂp*/q)fj =0 mm, p* = { Pl (16)
j=1 D2
egyenletpart. A t id6t felosztva 1/q hosszti szakaszokra az fjo = fil(0,1/q)
fint) = f;(t+1/q), 0 <t <1/q jelolésekkel az aldbbi egyenletek adédnak:
qg—1
Tpr = Z sin(jmp*/q) fio =0,
j=1
qg—1
ypr = Y _sin(jmp*/q) fi1 =0,
j=1
a k > 2 indexekre pedig a 3.4. lemma szerint trigonometrikus azonossagok alkal-
mazasaval az adédik, hogy

Z sin(mp* Ja) (Si{ﬂ(jfm/q) gy, — S0G 0= Dr/g) fm)

sin(j7/q) sin(jr/q)

— cos(j(p* — k)m/q) — cos(j(p* + k)7/q)

sin(j7/q)
cos(j(p* —k+1)m/q) —cos(j(p* +k—1)7/q)

i sn(j/a) b

fin (17)

R,
|
L1

<.
I
—

Mivel

q—1 q—1 . 1
21y = 2zsin(j77p/Q>fj,0 = Z sl — U/ ) — costy(p + Un/4) fio0;

= sin(jm/q)
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és hasonléan y,-re, ezért (17) ekvivalens az

Yp k1 + Ypr ki3t FUpr ko1 — (Tpr—pyo + Tpr s+ + Tpryp2) =0

egyenletparral, ami a 2-vel kisebb k esetére felirt hasonl6 egyenletpar miatt ekvi-
valens az

Yp* —kt1 + Ypr4k—1 — (Tpr—kt2 + Tpryp—2) =0

egyenletpdrral. Vagyis az (A) egyenletrendszer adédik, és nyilvédnvaléan a (B)
azonossagok is teljesiilnek. Ha k/q¢ < T < (k + 1)/q, akkor a [0], [1],...,[k-1]
egyenletek a teljes [0, 1/q] szakaszon teljesiilnek, [k] pedig a [0, T — k/q| szakaszon.
Nézziik elészor a k < ko, k/q < T < (k+1)/q esetet. Akkor a T —k/q <t <1/q
értékekre vett x,, y, véltozékra csak a [0], [1],. .. ,[k-1] egyenletek teljesiilnek, ezért
vannak olyan x,,, y, nem mind nulla konstansok, melyek kielégitik [0], [1],...,[k-1]-
et. Legyen 0 < t < T — k/gra fio = fj1 =0, T —k/qg <t < 1/q esetén
pedig fio, fj1 legyenek az z,, y, megolddsnak (15) szerint megfelel6 nem mind
nulla konstansfiiggvények. Akkor a fentiek szerint megkapjuk a (16) egyenletnek
egy nemtrividlis megoldasat, azaz a W; alterek nem fiiggetlenek, emiatt az R(T)
halmaz ilyen T-re nem maximdlis. Most legyen k = ko, és T = (ko — 1)/q vagy
k > ko. Akkor minden 0 < ¢t < 1/¢-hoz tartozé x,, y,-re teljesiilnek a ((B)
szerint médositott) [0], [1],...,[k] egyenletek, vagyis csak x, = y, = 0 a megoldas,
és emiatt a (16) egyenletnek csak trividlis megolddsa van. Ez azt jelenti, hogy
a W; alterek linearisan fliggetlenek, akkor pedig a 3.6. lemma szerint barmely
T > (ko +1)/g-ra az R(T) halmaz maximalis lesz. A bizonyitast befejeztiik. O

A tétel pontos leirdsit adja a minimalis elérési idének. A kritérium nem nagy
p1, P2 €s q értékekre papiron konnyen szamolhato, illetve barmely p1, po, g ese-
tén kénnyen programozhaté a (médositott) [0], [1],...,[k] egyenleteknek megfeleld
matrix rangjanak vizsgalata. Ugyanakkor érdekes lenne egy explicit formula, mely
p1, p2 és q fiiggvényében megadja ko-t. Ez szamos speciilis esetben meghataroz-
hato, ezekbol bemutatunk néhanyat, teljes dltalanossagban viszont nem ismert.

Vezessiik be az
U =Yp — Th—1, kEZ
véltozdkat. A (B) szerint
U_fy = Thy1 — Y-
Nyilvan uy, 2¢-periodikus, de valdjdban 2¢g—2 fiiggetlen 1j valtozdt ad meg, melyek-

bél az x, yi valtozdk egyértelmiien kifejezheték, és az (A) egyenletrendszer tovabb
egyszerlsithetd:
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3.7. LEMMA. Az ij uy valtozokbdl a korabbi valtozok felirhatdk az

k-1
TR = zul—k+2j =Uk—1 +Up—3+ -+ Uik,
§=0
o (18)
Yk = Zu2fk+2j =up +Up—2+ -+ U2
§=0
alakban. Specidlisan
qg—1
Zui+2j =0 Vi, (19)
=0

azaz a paratlan indexii u-k és a paros indexii u-k Gsszege is 0, igy valéjaban 2q — 2
fiiggetlen uy, véltozdt definidltunk. Az dj védltozokkal az (A) egyenletrendszer a
kévetkezd alakot 6lti a p/q, (p + s)/q pontpér esetén:

p—1 _ pts—1 _
0 Zj:() Ur—pta2j =0, Zj:o Ur—p-st25 = 0,

|

—1 -1
] Z?:o uz—pt2;j =0, Zé’ié’ U2—p—st2;5 = 0,
]

1
()4
2 Up+1 = U—p+1, Upts+1l = U—p—s+1,
[k] Up+k—1 = U—p+k—1, Uptstk—1 = U—p—s+k—1; k> 3.
Bizonyitds. Definicié szerint ug = —x_1 = 1 és up = y;. FEzzel a (18)

egyenleteket k = 1-re megkaptuk. Nagyobb k esetén teljes indukcioét alkalmazunk
az T = U1—k + Yk—1, illetve az yi = up + x,_1 formuldk alapjan. fgy megkapjuk
(18)-at, specidlisan az =, = y, = 0 egyenletek miatt (18)-bdl (19) is addédik. Az
(A’) rendszerben [0] és [1] az x, = xpys = 0 és yp = Ypys = 0 egyenletek (18)
szerinti atirdsa, [k| pedig az eredeti egyenletpar yp«igx—1 — Tpr4r—2 = Tp*—kt2 —
Yp* —k+1 alakra hozdsabdl kovetkezik. O

Az 4j (A’) egyenletrendszer annyiban egyszeriibb, mint az (A), hogy a > 2
indext egyenletek két valtozd egyenlGségét allitjak. A kovetkezdkben azt vizsgal-
juk, melyik [k] esetén taldljuk az els6 redundédns egyenletet. A [k] egyik egyenletét
akkor nevezziik redundédnsnak, ha kifejezhet6 [k] mésik egyenletébél és a [0]-[k — 1]
egyenletekbél a 2¢g-periodikussdg és (19) figyelembe vételével.

3.8. LEMMA. a) Ha az (A’) egyenletrendszerben [ki]| egyik egyenlete redun-
dans, akkor a k > ki indexti egyenletparok megfelels egyenlete is redundans lesz.
b) Ha el6szor [k1]-ben van redundéns egyenlet, akkor

2q — ky — 2
To(p,pﬂ%f): -k -2
q

q q
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Bizonyitds.

p—1 pt+s—1
a) A [2] egyenletpér [0] miatt ekvivalens a Z u3—pt2; =0, Z U3—p—st2j =0
§=0 §=0
egyenletekkel.  Hasonldéan ldthaté teljes indukciéval, hogy [k] ekvivalens a
p—1 p+s—1
Zuk_p+2j = 0, Z Uk—p—s+2j = 0 egyenletparral. Vagyis ekvivalens at-
§=0 §=0

alakitds utan [k] egyenleteit ugy kapjuk, hogy [0] egyenleteiben minden indexet
megnoveliink k-val. Emiatt ha [k] egyik egyenlete kifejezheté nem késébbi indexti
mas egyenletekkel, akkor az indexek eltolasdval kapott kés6bbi egyenlet is redun-
dans lesz. Megjegyezziik, hogy a véltozok indexben vett 2¢-periodikussidga és a
(19) egyenletek is invaridnsak az indexek eltoldsdra.

b) Tudjuk, hogy elég nagy [k] esetén a [0]-[k] egyenletrendszernek csak a null-
vektor lesz a megolddsa. Az a) szerint ha k; az elsé redundédns egyenlet, akkor
k1 < k < ko-ra [k] egyik egyenlete lesz redundéns, k > ko-ra pedig mindkettd.
Osszesen 2q — 2 fiiggetlen egyenlet kell az egyértelmii megoldhatéséghoz, ebbdl
k1 — 1-ig van 2k, utdna kell még 2q — 2k, — 2, tehat az utolsé informéaciét hordozé
egyenlet indexe ko = 2qg — k1 —3. Mivel tudjuk, hogy Ty = (ko+1)/g¢, a bizonyitast

befejeztiik. O
A fenti apparatussal s = 1 és s = 2 esetére fogjuk a minimélis elérési id6t
meghatarozni.
3.9. LEMMA.

(p p+1> <2p 2q2p2)
To | =, —— | =max | =, —FF——|.
q q q q

Bizonyitas. Az eléz$ lemma miatt azt kell megmutatni, hogy 2p < 2q — 2p — 2
esetén az els6 redunddns egyenlet indexe k1 = 2p. Az egyenletrendszer

[0] S g2 =0, P _ju_pio; =0,

[].] Zf;é U2—pt2j = 0, Z;}:O Ul—pt2j = 0= U_p = 0, Up+1 = 0,
[2] Uptl = U—pt1, Upt2 =U—p S U—p =0, upyo =0,

3] Uptz = U—pt2, Upt3 = U_pt1 & Uz—p = 0, Upy3 =0,

(47

2p — 2] usp-3=1up_3, Usp_2=1Up 4 up_3=0, uzp_o =0,

2p — 1] ugp—2 =Up—2, U3p—1 = Up_3 S Up_2 =0, uzp_1 =0,

[Zp] U3p—1 = Up—1, U3p = Up—2 <= Up—1 = O, Ugp = 0.

A [0] els6 egyenletére tekintettel [2p — 2]-b6l és a korabbi egyenletekbél u,—1 =0
kovetkezik; hasonléan [0] mésodik egyenletébdl [2p — 1] szerint uw, = 0. Ezért
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[2p] els6 egyenlete redundans. Amint l4ttuk, a [0]-[2p — 1] Gsszesen 4p egyenletébél
levezethetd, hogy a —p és 3p—1 kozotti indexti 6sszes ugp, = 0. Vagyis 4p egyenletbdl
4p ismeretlent meg lehet hatarozni, ezért ezen 4p egyenlet kozott csak akkor lehet
redundéns, ha a 4p valtozé nem mind fiiggetlen, vagyis ha —p +2¢ — 2 < 3p — 1,
azaz 4p > 2q — 1, tehat 2p > ¢, de ez ellentmond a 2p < 2q — 2p — 2 feltevésnek. O

Az s = 2 esetben a kovetkezOképpen kapjuk az optimélis elérési id6t. Az dllitast
olyan alakban mondjuk ki, amely kiemeli a p <+ ¢ — p — 2 szimmetriat.

3.10. LEMMA. Legyen Ty = To(p/q, (p + 2)/q).
a) Ha p pdros és ¢ — p — 2 pdratlan, akkor Ty = max(2p/q, (2¢ — 2p — 2)/q).
b) Ha p pdratlan és ¢ — p — 2 pdros, akkor Ty = max((2p +2)/q, (2q — 2p — 4)/q).
¢) Ha p és q—p—2 is pdratlan, akkor To = max(2p/q, (2¢—2p—4)/q) hap # q—p—2
é6sTo=(2p+2)/q=(2¢—2p—-2)/q=1,hap=q—p—2.

Bizonyitds. Most is megkeressiik az els6 redundans egyenletet.

[0] Zé:é u1-py2; =0, Zp+é U—1—pt2j =0 U_p_1 + Upp1 =0,

[1] Zé);é uz—pi2;j =0, p+0 U—p+2j =0 & U_p+Upi2 =0,

2] ups1 =u—p1, Upys =U_p1 S Up1FUu1p =0, Upys + Upp1 =0,
[B] Upta = U—pt2, Uppd =U_p S Up_p +U_p =0, Upya + Upyo =0,

2p+1} & Up— 2+up—0 U3p+2+U3p—0

(4 [2p 3] © up_g+up—a =0, ugp_o + ugp—a =0,
2p—2] < up 5 +up-3=0,u3, 1 +us 3=0,
2p—1] © up_g +up—2 =0, ugp + ugp—2 =0,
(2p] S Up—3 + Up—1 = 0, uzpy1 +usp—1 =0,
[

[

2p+2] © up_1 + upt1 =0, ugps3 + uspy1 = 0.

Legyen elészor p paros. Akkor [0] illetve [1] elsd egyenlete felirhatd

(up—1 + tp—3) + (up—5 + up—7) + -+ + (uz—p + u1-p) = 0,
(up + up—2) + (Up—a + up—6) + -+ + (ua—p + u2—p) =0

alakban. Ezért a [4], [6],..., [2p — 4] egyenletekbdl kapjuk, hogy up—1 +up—3 =0,
emiatt [2p] elsé egyenlete redunddns. Most nézziik csak a [0]-[2p — 1] egyenleteket.
A 2], [4],...,[2p—4], [2p—2], 2p—4], [0], [2], [4], .., [2p—4], [2p—2] egyenletekbd]
kapjuk, hogy

u—p—l = _ul—p = u?)_p = ... = up—5 = —up_3 = up—l = —up+1

Up4+3 = —Upys5 =+ = —U3p—3 = U3p—1-

Alkalmazott Matematikai Lapok (2016)



72 HORVATH MIKLOS

Hasonléan a [3]a [5]7 cee 7[2p - 3]7 [2]7 - 1]7 [2]7 - 3}7 [1]5 [3]a KRN [2]7 - 5}7 [2p - 3]7
[2p — 1] egyenletekbdl kapjuk, hogy

u*p = —u27p = ’u,47p = e . = up74 = —up72 = U’p = —up+2
= Uppdq = 0 = UZp_q4 = —U3p_2 = U3p.

Vagyis a [0] —[2p — 1] 4p egyenletébél a —p — 1 és 3p kozti indexli 4p + 2 valtozdk
alterébdl két szabadsagi foku rendszer maradt. Emiatt a [0]—[2p — 1] egyenletek
kozott csak akkor lehet redundans, ha nem mind a 4p+ 2 valtozé fiiggetlen, vagyis
ha —p—1+2¢—2 < 3p, 4p > 2q — 4, azaz p > q — p — 2. Mivel paros p-re ¢
paratlan, ezért p # q — p — 2, ezzel beldttuk:
29 —2p—2

. .

Ha p < ¢ — p — 2 péros, akkor Ty =

Legyen most p paratlan. Akkor [0], illetve [1] elsd egyenletének alakja

Up—1 + (Up—3 +up—5) + -+ (uz—p +u1—p) =0,
up + (up—g +up—g) + -+ (ug—p +uz—p) = 0.

Ezért [2p — 2]-bél up—1 = 0, [2p — 1]-b8l u, = 0 kovetkezik. A pdros indexi
egyenleteket el0szor csokkend, aztan nové sorrendben figyelembe véve kapjuk, hogy

0= Up—1 = Up—3 = Up—5 = "= U_p—1 = Upy] = Upy3 = *** = U3p+1,
és hasonléan egy indexszel eltolva
0=1up =1up_—2 ="+ = ugpio.

Innen kovetkezik, hogy [2p + 2] els§ egyenlete redunddns. Mésrészt a [0] —[2p + 1]
4p + 4 egyenletébdl megkaptuk, hogy az u_,_1 és uspio kozti 4p + 4 véltozd
mindegyike nulla. Vagyis [0]—-[2p + 1]-ben nem lehet redunddns egyenlet, ha a
valtozok fiiggetlenek, azaz —p — 14 2q — 2 > 3p + 2, masképpen ha p < g—p— 3.
Ezzel igazoltuk:

2q —2p—4
. .

Ha p < ¢ — p — 3 pératlan, akkor Ty =

Végiil legyen p = ¢ — p— 2 pératlan. Akkor [2p] els6 egyenlete redundédns. Ugyanis
3p+1=2q—p— 3 miatt

Uspy1 +Usp—1 = U—p-3 +U_p—5 = —(U—p—1 + U1—p +  + U2g—p-7)
= —[(u—p-1+urp) + -+ (Up—s + up-3) + up1
+ (up+1 + Up+3) R (U3p75 + ’U,3p73)] =0.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2016)



A REZGO HUR IRANYITASA 73

Midsrészt ha [2p — 1]-ben is lenne redunddns egyenlet, akkor [0] —[2p + 1]-ben leg-
feljebb 4p + 1 = 2q — 3 fiiggetlen egyenlet volna, marpedig lattuk, hogy ezekbdl az
egyenletekbdl kovetkezik, hogy mind a 2¢ — 2 valtoz6 egyenld nulldval. Vagyis ez
esetben az elsé redundédns egyenlet [2p]-beli, ezért

To=02¢-2p—-2)/qg=(2p+2)/qg=1.

A fentiekbdl a lemma allitdsai mar konnyen adédnak. Valéban, ha p péaros és
q—p—2 paratlan, akkor p #q—p—2ésp < qg—p—2esetén Ty = (2¢—2p—2)/q,
p > q—p—2 esetén pedig To = (2¢ — 2(q — p — 2) — 4)/q = 2p/q, ahonnan a
lemma a) §llitdsa kovetkezik. Ha p pdratlan és ¢ — p — 2 péros, akkor szintén
pFAq—p—2é&p<qg-—p—2esetén Top = (29 —2p—4)/q; p > q—p—2
esetén pedig Tp = (2¢ — 2(q —p —2) — 2)/q = (2p + 2)/q, amibél b) kovetkezik.
Végiil ha p és ¢ — p — 2 is paratlan, de nem egyenlok, akkor p < g — p — 2 esetén
To = (29—2p—4)/q; p > q—p—2 esetén pedig Ty = (2¢—2(q—p—2)—4)/q = 2p/q,
ap=q—p— 2 esetet pedig mar lattuk. Ezzel a c) is igazoldst nyert, amivel a
bizonyitast befejeztiik. ad
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THE CONTROL OF VIBRATING STRINGS
MIKLOS HORVATH
We investigate the reachable movement states of a finite string, fixed at the endpoints, with
zero initial state and controlled in two interior points. It is known that all states reachable in

finite time can be obtained in a fixed finite time Tp. In this paper we give a simple linear algebraic
characterization of the minimal reachability time Tp.
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