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ATLAGTERJATEKOK: OPTIMALIS VEZERLESTOL OPTIMALIS
TRANSZPORTIG

MESZAROS ALPAR RICHARD

Jelen dolgozatunkkal egy rovid betekintést nytdjtunk az (jonnan beveze-
tett atlagtérjatékok elméletébe. Ezen rendszerek optimadlis vezérléssel vald
megfogalmazdsa és a Nash-tipusu egyenstlyi fogalmak elemzése utén, az opti-
maélis transzport modern elméletét felhasznélva targyalunk néhany un. vari-
aciés rendszert. Lokdlis kapcsolattal ellatott atlagtérjatékok gyenge meg-
oldédsainak létezését és unicitdsat mutatjuk be. Az alkalmazott mddszerek
az optimalis transzport probléma in. Benamou—Brenier-megfogalmazasabdl
meritkeznek.

1. Bevezetés

Az tlagtérjatékok (ang. mean field games, a tovdbbiakban réviden MFG) elmé-
letét nagyjabdl egyidejiileg J.-M. Lasry és a Fields-dijas P.-L. Lions ([17, 18, 19])
francia matematikusok, valamint M. Huang, P.E. Caines és R.P. Malhamé ([14])
Kanaddban dolgozé mérnokok vezették be. Késobb Lions par éven keresztiil a
parizsi College de France intézményben mutatta be ([20]) az elmélet tovabbi fejls-
dését. Tulajdonképpen Lions tekinthet6 az elmélet atyjanak. 2006 6ta az elmélet
folyamatosan béviil ijabb és jabb eredményekkel (14sd a tovabbi hivatkozasokat),
amelyek nagy mértékben a francia és olasz parcidlis differencidlegyenletek és opti-
malis vezérlés elméletek iskolaiban tevékenykedd neves kutatéknak koszonhetoek.
Példaul, MFG rendszerek tanulmanyozaséara kifejlesztett numerikus moédszereket
az [1, 2, 10, 16] dolgozatokban mutatnak be; MFG rendszerek gyenge megolddsai
a [7, 8, 9] dolgozatban keriilnek tanulméanyozésra, stb.

Az atlagtérjatékok valéjaban olyan differencidljatékok!, ahol a jatékosok szdma
nagyon nagy, tart végtelenhez. Az elmélet alapotlete és elnevezése valdjdban a sta-
tisztikus fizikdban és mechanikdban is megtalalhaté atlagtér modellekbdl szarma-
zik. Ha a Bolzmann-, vagy Vlasov-egyenletek szdrmaztatdsira gondolunk (folyto-
nossagi hatarértékbdl) lathats, hogy az 4tlagtér elmélet nagyon hasznosnak bizo-
nyul abban, hogy a részecskék mozgdsat (helyzetét, sebességét) tigymond &tla-
golva, egy parcidlis differencidlegyenlet-rendszerrel frjuk le. Igy a tébb millid,

LOlyan jatékok, ahol a jatékosok dinamikéjat kozonséges (sztochasztikus) differencislegyenle-
tek irjék le.
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millidrd kozénséges differencidlegyenletbdl allé rendszer megolddsa helyett (ame-
lyek megadndk minden részecske pédlydjat), egy parcidlis differencidlegyenletekbél
allé rendszert tekintiink, ahol az egyik f& valtoz6 a részecskék siirlisége (a ma-
sik 4ltaldban a sebességiik). Természetes az is, hogy nem puszta elegancidbdl
valasztjuk a masodik megkozelitést, hiszen szinte azonnal belathaté, hogy az elsé
kivitelezése (példaul numerikusan) szinte lehetetlen. Ha csak az N—test problé-
maéra gondolunk a newtoni/hamiltoni mechanikdban, régtén érezheté a probléma
nehézsége mar N = 2,3,...,10 esetén is. A fenti problémakor esetén N ~ 10'8
nagysagrendli problémakrol beszéliink.

Visszatérve az MFG rendszerekhez megjegyezziik, hogy ezek a jatékok nem
atomi jatékok, vagyis minden jatékosnak a jaték teljességéhez vald egyenkénti
hozzéjarulasa elhanyagolhato. Mas szdval, egy jaték soran nem az egyének opti-
malis palyajanak megadasan, hanem a populdcié silirliség-evolicidjanak tanulmé-
nyozasan van a hangsuly.

Jelen dolgozatunkkal egy rovid betekintést szeretnénk nytujtani ezen szines
elméletbe. Az MFG-elmélet végs6 soron a parcidlis differencidlegyenletek elméle-
tébe tartozik, de szoros kapcsolatban all az optimalis és sztochasztikus vezérléssel
és az optimalis transzport elmélettel. Nem utolsésorban mély valdszinliségsza-
mitdsi megkozelitései is vannak. A dolgozat célja, hogy néhédny ilyen kapcsola-
tot bemutassunk és elemezziink. Melléktermékként rovid betekintést nyijtunk az
optimalis transzport Ujszeri elméletébe, amely alkalmazhatésaga néhany variaciés
MFG-rendszer (gyenge) megolddsainak tanulmdnyozasaban is megtalalhato.

Egy MFG-rendszer altalaban a kovetkez6 kapcsolt Hamilton-Jacobi-Bellman
(a tovabbiakban roviden HJB) és Fokker-Planck (a tovdbbiakban réviden FP)
egyenletekbdl allé parcidlis differencidlegyenlet-rendszert jelenti

—Owu(t,z) — vAu(t,z) + H(z,Vu(t,z)) = f(z,m(t, x)), [0,T) x T¢
dim(t, ) — vAm(t,z) — div (V,H (x, Vu(t, z))m(t,z)) = 0, (0,T] x T¢, MFG)
m(0,z) =mo, u(T,z)=g(x), T

Ebben a rendszerben az u véltozo jelenti egy tipikus {igynok nyereségfiiggvényét,
és az m valtozé a populacié slriiségét adja meg. A rendszer bemeneti adatai az
f, g fiiggvények, a H hamiltoni fiiggvény, a v > 0 valés paraméter, valamint mg az
iigynokok kezdeti stiriségfiiggvénye. A jaték T > 0 ideig tart, és jelen esetben a
T? := R%/Z% teren torténik. A késSbbiekben részletesen elemezziik ezen bemeneti
adatokat.

A dolgozat felépitése a kovetkezo: A 2. fejezetben az MFG-rendszerek eredeti
optimalis vezérlés alapi megkozelitését vazoljuk. Ebbol a megkozelitésbdl 1at-
hat6 a Nash-egyenstlyi fogalom is. A 3. fejezetben réviden vazoljuk az optimélis
transzport elmélet f6bb alappillérét. Itt bemutatjuk a Monge-, illetve Kantorovich-
problémadkat, Brenier tételét, McCann interpolacidjit és a Wasserstein-terek szer-
kesztését. Tovabba megadjuk az un. Benamou-Brenier dinamikus formulaciét,
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amely a Wasserstein-tér differencidlgeometriai elemzéséhez és geodetikusok értel-
mezéséhez vezet. A 4. fejezetben teremtjiik meg a kapcsolatot az optimaélis transz-
port Benamou—Brenier-formuliciéja és az MFG-rendszerek varidciés megkozelitése
kozott. Parcidlis differencidlegyenletek optimélis vezérlésére és a konvex analizis-
bol ismeretes Fenchel-Rockafellar-tipusi tételekre alapozva, igazolni lehet varia-
ciés MFG-rendszerek gyenge megoldasainak 1étezését és parcidlis uniciatat.

2. MFG-rendszerek optimalis vezérlés alapt megfogalmazasa

Ebben a fejezetben alapul véve J.-M. Lasry és P.-L. Lions bevezet6 munkait
(ldsd [17, 18, 19]), valamint a késébbiekben P.-L. Lions 4ltal tartott el6adds soro-
zatot ([20]), megadjuk néhdny MFG-rendszer lefrdsdt. Az altaldnossig megsér-
tése nélkiil a T¢ = R4/Z4 (d > 2) téruszon dolgozunk (peremfeltételek elkeriilése
végett). A tovdbbiakban, egy T¢ — n értelmezett fiiggvény azt jelenti, hogy a
fiiggvény R%n értelmezett és Z¢ periédikus.

Tekintsitk a kovetkezd sztochasztikus differencidljatékot: adott egy N > 1
tigynokbél 4116 populdcié. Az ligynokok szabadon mozoghatnak Td—n JO,T] id6-
intervallum alatt. Az i—edik {igynok, aki a ¢ idépillanatban az x* € T® pontban
tartozkodik tekinti, a kdvetkezd sztochasztikus vezérlési problémat

ui(t,a') = inf]E{/t L(X'(s),a'(s))+/ (Xf(s),Nl_lz(sz(s)) ds+g(X¢(T))}, (1)

i#]

dX'(s) = a'(s)ds + V2vdBi(s), s € (t,T] é X'(t) =a'

feltételekkel. Ebben a probléméban L : T xR¢ — R egy adott Lagrange-fiiggvény;
f:T4xP(T) — R (itt P(T¢) a T Borel-halmazain értelmezett valészintiségi mér-
tékek terét jelsli) adott fiiggvény képezi a kapcsolatot a jatékosok kozott és egyben
az n. tizemeltetési koltséget; g : T — R szintén egy adott fiiggvény, amely a jaték
v€gsd koltségét képezi. Lathatd, hogy minden iigynok optimalizalasi problémaéja
fligg a tobbi ligynoktél, ezek empirikus mértéke szerint. Tovabba v > 0 egy valds
paraméter, v = 0 esetén determinisztikus (elsérendli) modellrél beszéliink, vala-
mint a B~k i € {1,..., N} fiiggetlen d—dimenziés Brown-mozgasok T¢-n. A fenti
probléméban 6, az x € T? pontban vett Dirac-delta mértéket jeloli.

Formélisan dolgozva, az empirikus mértékek konvergencidja mellett (a ¢ idépil-
lanatban a populdcié slirliségét megad6 valdszintiségi mértékhez),

1
N_1 Z dxiey = m(t,-) € P(T?), a gyenge — * topolégidban, amint N — +oo0,
i#£j

a fenti optimalizaldsi probléma felirhaté barmely tipikus iigynok esetén, bemend
valtozdként hasznédlva az ligynokok siirtiségét. Igy ez a probléma felirhaté az in-
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dexek elhagyasa utan a kovetkezo alakban:

) =il { [ L(X(6),0(60) + £ (X(6)m(s, X(6) ds 49 (XD}

dX(s) = a(s)ds + V2vdB(s), s € (t,T] é X(t) =z

feltétellel. A bemeneti fiiggvények bizonyos regularitédsi feltételei mellett a szto-
chasztikus vezérlés elmélete biztositja az optimalis a* vezérlések létezését mindkét
fenti probléma esetén (fgy mindkét probléméban az inf valdjdban min). Tovabba
a* visszacsatolas (feedback) formédban, az a*(¢, x) := -V, H (x, Vu(t, z)) formuld-
val adott, ahol a H : T?xR¢ — R hamiltoni fiiggvény az L masodik véltozd szerint
vett Legendre—Fenchel-transzformaltja. Tovabba az u értékfiiggvény formélisan
megold egy Hamilton—Jacobi—Bellman-tipusi egyenletet, mig a populacié stri-
sége, amely az m(t,-) := Law (X (¢)) formuldval adott, egy Fokker—Planck-egyenlet
szerint fog véltozni, a formadlisan felirt optimdlis a* vektormez6 szerint. Ezt
kénnyen beldthatjuk az Ito-kalkulust haszndlva. Az imént hasznilt Law-jelolés
a kovetkezéképpen értelmezhetd: egy T9-n értelmezett Y valdszintiségi véltozoé
esetén, Y torvénye a p:= Law(Y') valészinliségi mérték, uh.

[, #@ @) = Eev)

minden ¢ : T? — R folytonos fiiggvény esetén.
A fentiek alapjan az MFG-rendszer egy kapcsolt HIB- és FP-egyenletekbél allé
rendszer:

—owu(t, ) — vAu(t,z) + H(z, Vu(t,z)) = f(x,m(t, x)), [0,T) x T4
oym(t,x) —vAm(t,z) — div (V,H (x, Vu(t, z))m(t,z)) =0, (0,T] x T4,
m(0,z) =mg, u(T,z)=g(x), T

Minden esetben ismeretes az 1ligynck populacié kezdeti konfiguricidja, az
mo € P(T?) valészintiségi mérték.

A figyelmes olvasé észrevehette, hogy bizonyos értelemben ,csalas” tortént a
fenti rendszer szarmaztatdsa soran. Valdban, hiszen az u értékfiiggvény értelme-
zése soran sziikség van m-re, mint bemeneti adatra, késobb pedig m-et az optimalis
trajektoria segitségével (m(t,-) := Law(X (t))) — amely fiigg m-t6l — értelmeztiik.
Valdjaban a csalds azzal magyarazhatd, hogy a fenti rendszer megoldésa egy Nash-
egyensulyt is kédol a jatékban.

Pontosabban, a kovetkezo6 torténik a rendszer szarmaztatasa sordn: az optima-
lis vezérlés probléma esetén a tipikus iigynok ,el6rejelzi” a populacid siriiségének
véaltozasit, m(t,-)-et. Ennek segitségével meg tudja hatdrozni az optimélis paly&-
jat, valamint az optimalis vezérlést, a*-t. Ez alapjan értelmezni tud egy 1j valo-
szintiségi mértéket, mint m(t,-) := Law(X (t)), amely az FP-egyenlet megolddsét
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fogja eredményezni. Ha az elérejelzés helyes volt, vagyis m = m, akkor Nash-
egyensulyrdl beszéliink, valamint (MFG)-nek van megolddsa. Ebben az esetben az
m valdésziniiségi mérték egyben megkozelité Nash-egyensilyként is szolgal véges,
de nagy szdmmal rendelkezd (1) tipusti differencidljatékok esetén.

A fenti (MFG) rendszer megolddsdnak létezése nehéz kérdésnek bizonyul.
Abban az esetben, amikor a kapcsolatot jelenté f fliggvény nem lokélis és regu-
larizal6 (példdul az m—szerinti fiiggés valamilyen konvoliciéval adott) Lasry és
Lions igazoltdk (ldsd [17, 18, 19, 20]) az erds megoldasok létezését (és bizonyos
monotonicitasi feltételek mellett az unicitdsat is), els6rendi (v = 0) esetén is,
tobbnyire fixpont alapu eljarasokat hasznalva. Az elébbi elorejelzés-eljards is uta-
las a fixpontos megkozelitésre, de ez csak regularizalé operator esetés kivitelezhetd.

Lokélis fiiggvények esetén, amikor f nem regularizdl (példdul f(xz,m) = m®,
ahol o € R adott hatvdny), a 1étezés kérdése sokkal mélyebb. Itt megemlitenénk
példdnak D. Gomes és munkatdrsai munkéjét ([12]), akik a kovetkezd rendszert
tanulmanyoztak:

—Owu(t, ) — Au(t,x) + H(z, Vu(t,z)) = m(t,x)*,
om(t,z) — Am(t,z) — div (V,H (z, Vu(t,x))m(t,x)) = 0, (0,T] x T,
m(0,x) = mo, u(T,z)=g(x), T

Néhény strukturalis feltétel mellett, H szubkvadratikus 1+1/(d+1) < v < 2 ndve-
kedéssel a mésodik valtozéban, 0 < o < a~, ahol a, egy felsé korldt, ami konk-
rétan kiszdmolhaté a tobbi paraméter fiiggvényében, és mg,g € C°(T?), a fenti
lokélis rendszernek létezik egyértelmili klasszikus megolddsa. Az eredmény iga-
zolasara a szerzOk Gagliardo—Nirenberg-tipusi interpoléacids eljarasokat és egyéb
PDE-témakorben hasznélatos a priori becsléseket hasznalnak.

Ez a dolgozat is azt igazolja, hogy altaldnos esetben még mindig nagyon keveset
tudunk a lokalis kapcsolattal ellatott MFG-rendszerekrol. Tovabba elGrevetiti azt
a tényt is, hogy kiilonb6z6 gyenge megoldasok 1étezésére sokkal tobb remény lehet.
Egy nagyon hasznos elmélet, amely MFG-rendszerek tanulmanyozasabal is segitsé-
glinkre lesz, az optimdalis transzport elmélet. Ezen elmélet elemeit a kovetkezOkben
vazoljuk.

3. Optimalis transzport eszkoztar
Az optimélis transzport elmélet alapjait Gaspard Monge francia matematikus
tette le 1781-ben (lasd [27]). Matematikai nyelvezettel ez a probléma a kovetke-

z6képpen fogalmazhaté meg: adott p és v, a d-dimenziés Lebesgue-mértékre (£%)
nézve abszolit folytonos (jel: u,v < L£%) valészintiségi mérték Ren, f, illetve g
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stiriségfiiggvényekkel, vagyis u = f - L4 és v = g - L 1igy, hogy
flx)da = / g(z)dz = 1.
Rd Rd

Talaljuk meg azt a (mérhetd) T : R? — R? leképezést amely az f siirtiséget a g-be
transzportdlja (jel: Ty f = g) és kozben optimalizalja a transzportaldsi koltséget,
azaz

T € argmin {/R o — S@)|f(2)de : Suf = g} . (MP)

A fenti probléma esetén, ha létezik optimalis T, ezt optimdlis transzport leképe-
zésnek nevezziik. Az (MP) problémaét természetes médon megfogalmazhatjuk dlta-
lanos valdsziniiségi mértékek esetén (nem feltétleniil kell megkovetelni az abszolit
folytonosséagot).

A tovdbbiakban egy (X,d) lengyel (teljes, szepardbilis metrikus) tér esetén
jeloljitk az X Borel-halmazain értelmezett valészinliségi mértékek terét P(X)-szel.
Nemkompakt X esetén megkiilonboztetjiik a P,(X) tereket (1 < p < +oo, véges
p—edrendi momentummal rendelkez6 mértékek), amelyeket a kovetkez6képpen
értelmezhetiik: legyen zg € X egy tetszOleges rogzitett pont. Ekkor

P (X) i {ﬂ € P(X) /Xd(xo,x)p du(z) < —l—oo}.

Nyilvanvaléan, ha X kompakt, akkor P(X) ekvivalens P,(X)-szel bédrmely
1 < p < 400 esetén.

A mi esetiinkben altaldban X = R? X = Q, ahol Q C R? egy kompakt hal-
maz, X = T¢ a d-dimenziés térusz (T¢ := R?/Z%), vagy X = M, egy kompakt
Riemann-sokasdg. Mivel sok eredmény kijelentése esetén nem jelent plusz eréfeszi-
tést absztraktabb terekkel dolgozni, ezért mi is altalanosan lengyel terekkel fogunk
dolgozni. Viszont legtobbszor sajatosan az euklidészi keretek kozott maradunk.

Most nézziik, mit is jelent pontosabban egy mérhet6 leképezés esetén a , transz-
portacié” fogalma. Legyenek XY lengyel terek, T : X — Y mérhetd, és u € P(X).
Ekkor P(Y) 5> v :=Typ (v a p mérték T leképezés dltal vett transzport mértéke,
vagy ang. push-forward-ja) azt jelenti, hogy barmely B € B(Y) Borel-halmaz
esetén v(B) = u(T~1(B)). Ez a feltétel tesztfiiggvényekre térve azt jelenti, hogy

/ o(T(z)) du(x) = / o(y)dv(y), Y ¢:Y — R korldtos estén.
p's Y

Visszatérve Monge problémdjdhoz elmondhatjuk, hogy (MP) teljes dltaldnos-
sagaban tobb mint 150 évig megoldatlan maradt. Nagyon egyszerti beldtni, hogy
a fenti problémanak nem mindig létezik megolddsa. Ennek érdekében tekintsiik
példéaul az X =Y = R és pu := g, valamint v := %61 + %62 esetet, ahol §, az
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x pontban vett Dirac-delta mértéket jeloli. Ebben az esetben a Tupu = v felté-
tel iires, hiszen egyetlen leképezés sem létezik, amely ,széthasitand” a 0—ban levo
tomeget.

Tekintsiink egy mdsik példat (lasd [32]): Legyenek

X=Y=R? A={-1} x[0,1], B={0} x [0,1] és C = {1} x [0,1]

1 1
fiiggdleges szakaszok. Legyenek tovdbbd = H'L B és v := §J{l LA+ 55{1 LC,

ahol ' L D az 1-dimenziés Hausdorff-mértéknek a D H'-mérheté halmazra vals
lesziikitését jeloli. Ekkor nyilvén léteznek T : R? — R? mérhetd leképezések .h.
Typ = v, de kénny beldtni, hogy nincsen optimalis megoldésa az (MP) problémé-
nak. Valéban, ennek érdekében szerkessziik a kévetkezo transzport leképezéseket:
Legyen n € N, és osszuk fel a B szakaszt 2n részre gy, hogy minden kis szakasz
hossza 1/2n legyen. Legyenek ezek a szakaszok fentrdl lefele haladva (B;)icq1,...,2n}-
Osszuk fel tovdbbd az A és C szakaszokat n részre gy, hogy minden kis szakasz
hossza 1/n legyen. Legyenek ezek a szakaszok fentrdl lefele haladva (A;)ie(1,... n}s
illetve (Cy)ieq1,....n}- Ekkor szerkesszitk meg a T;, : B — AU C darabonként affin
leképezéseket, amelyek a Bo; 1 szakaszokat A;-be, valamint a Bs; szakaszokat a

C;-be viszik &t, minden i € {1,...,n} esetén. Minden ilyen leképezés koltsége az
L . wo 2 2 2
(MP) problémaban kisebb, vagy egyenls, mint > ;" 5=1/1+ (1)" = \/1 + ()"

Ha n — 400, akkor ez a koltség tart 1-hez, és nyilvanvalo, hogy ha létezik optiméa-
lis transzport leképezés, akkor ennek koltsége nem lehet kisebb, mint 1, hiszen a
B pontjai legaldbb 1 tdvolsdgra vannak az A és a C pontjaitdl is. Masfel6l belat-
hato, hogy a T,, leképezéssorozatnak nem létezik pontonkénti hatarértéke, hiszen
az esetleges T hatarértékre egyidejiileg kellene teljesiiljon, hogy T'=T; és T = Ty,
ahol Ty (z) = x + ey, To(z) =7 —e; és e; = (1,0)7 € R?, ami természetesen lehe-
tetlen. Mas szdéval, ebben az esetben is az optimalis leképezés szét kellene hasitsa
a B pontjaiban levo tomegeket. Vegyiik észre, hogy 7, — %Tl + %Tg, gyenge
értelemben, amibdl az is latszik, hogy (MP) nem bizonyul stabilnak a transzport
leképezések gyenge konvergencidjat illetGen.

Monge probléméjat teljes dltaldnossagaban L. Kantorovich orosz matemati-
kus és Nobel-dfjas kozgazdasz vélaszolta meg 1942-ben (lisd [15]). O az (MP)
probléma egy kovetkezo relaxalt valtozatat tekintette. Térjiink vissza az abszt-
raktabb kérnyezetbe, legyenek X és Y (nem feltétleniil kompakt) lengyel terek,
ésc: X XY = RU {+o0} egy tetszleges alulrdl félig folytonos és alulrdl korls-
tos koltségfiiggvény (az euklidészi esetben c(z,y) = |x — y| az el6bb felirt (MP)
probléma koltségfiiggvénye), és tekintsiik a kovetkezd problémét:

inf{/XXyC(w,y) dy(z,y) = v € H(u,l/)}7 (KP)

ahol II(p,v) :={y e P(X xY) : (mM)py=p, (V)py=v}ésn®: X xY = X,
valamint 7¥ : X XY — Y a kanonikus projekcidk. Konnyen beldthaté, hogy (KP)
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esetén a feltétel soha nem lehet iires, hiszen barmely p € P(X),v € P(Y) esetén
uw®v € Il(p,v). Valéban, hiszen a pu ® v szorzatteren értelmezett méték x szerinti
projekcidja p, és y szerinti projekcidja v.

Az is kénnyen igazolhatd, hogy a (KP) probléménak mindig van megolddsa. Ez
a tény belathato alkalmazva a varidcioszamitas direkt modszerét. Ehhez elegendd
igazolni, hogy barmely (v,)n>1 minimalizal6 sorozatnak van gyenge-x konvergens
részsorozata, a gyenge hatdrérték megengedhet$ megoldds valamint, hogy az (KP)
probléméaban szerepl6 funkcional alulrdl félig folytonos az imént emlitett konver-
gencidra nézve. Ha megkovetelnénk, hogy az X és Y terek kompaktak legyenek,
akkor a minimizalé sorozat szekvencidlis kompaktsidga a (szekvencidlis) Banach—
Alaoglu-tétel kovetkezménye lenne. Valéban, hiszen kompakt téren értelmezett
folytonos fiiggvények tere szepardbilis, és P(X x Y) része ezen tér dudlisanak.
Viszont &altaldnos esetben, ha az X és Y terek nem kompaktak, ez a megkozeli-
tés nem hasznalhaté. Ekkor egy mélyebb eredmény, Prokhorov tétele fogja ered-
ményezni a szekvencidlis kompaktsdgot, hiszen a minimalizalé sorozat Gn. szik
(ang. tight) mértéksorozat. A funkciondl alulrdl félig folytonossdga a gyenge-x
konvergenciara nézve egy jol ismert eredmény, amely a c fliggvény alulrdl félig
folytonossaganak és alulrdl korlatossaganak kovetkezménye.

A (KP) probléma ~ optimalizdl6jat optimdlis transzport terimek nevezziik.
A kapcsolat az (MP) és (KP) problémak kozott konnyen felfedezhetd: ha 1éte-
zik optimalis T leképezés az (MP) esetén, akkor v := (id,T)xp optimalis terv a
(KP) esetén.

3.1. Kantorovich-potencial, Wasserstein-terek és Brenier tétele

Konvex analizisben haszndlatos dualitasi technikdk segitségével felirhatjuk a
(KP) probléma dudlisit a kovetkez6képpen:

sup{ [ o + [ v

(DP)
o € Col(X), 1 € Col(Y) bs (x) + () < (), ¥(z,y) € X x Y},

ahol Cy(X) az X-en értelmezett folytonos és korldtos fiiggvények terét jeloli.

A (DP)-ben haszndlt ¢ és 1) fiiggvényeket Kantorovich potencidloknak nevez-
ziik. Szintén konvex analizisbdl ismert Rockafellar tételének segitségével igazol-
haté, hogy léteznek az optimaélis ¢, ¢ fiiggvények, valamint min (KP) = max (DP).

X =Y = R esetén kiilonos jelentdséggel birnak a c(z,y) = |z — y|P alaki
koltségek (1 < p < +00). Ebben az esetben értelmezhetjiik minden u, v € P,(R)
esetén az un. Wasserstein-metrikat, mint

Wyl =mind [ - ypasten sy e
Rd xR4
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W, metrizalja a valészinfiségi mértékek gyengye-* topolégidgjat. A (P,(RY), W,)
teret Wasserstein-térmek nevezziik. Természetesen ezen terek megszerkeszthetéek,
ha (R?, |z — y|) helyett egy altaldnos (X, d) metrikus teret tekintiink.

Az elmult 25-30 évben az optimalis transzport elmélet Oriasi fejlédésen ment
keresztiil. Valéjaban Y. Brenier és R. J. McCann voltak azok, akik lefektették az
elmélet mai arculatdnak alapjait. A kovetkezOkben ismertetjiik Y. Brenier tételét
az optimalis transzport leképezések 1étezésérol és jellemzésérdl.

3.1. TETEL. (Y. Brenier, 1987, [5]) Legyenek pu,v € P(Q), ahol Q C R?
kompakt.  Tekintsiik tovdbbd a c(xz,y) := h(z — y) koltségfiiggvényt, ahol
h:Q — RU{+oo} egy szigorian konvex fiiggvény. Ekkor létezik egy opti-
mals v € P(Q x Q) terv a (KP) probléméaban. Ha u < L£¢, akkor vy egyértelmt,
létezik egy egyértelmii T optimadlis transzport leképezés az (MP) problémédban
és v = (id,T)xp. Tovabbd, léteznek o, : Q@ — R optimdlis Kantorovich-
pontencidlok a (DP) problémdban és

T(z) :=x — (Vh)"Y(Ve(z)).

Megjegyzés.

(i) A fenti tétel eredetileg a c(z,y) = |z — y|* koltségfiiggvényre volt meg-
fogalmazva, de kiillondsebb nehézség nélkiil felirhaté minden

c(z,y) = hz —y)
alaku fiiggvényre a megadott feltételekkel (1dsd [11]).

(i) A tétel feltételei koziil a u < L9 feltétel (u abszolit folytonos a
d—dimenziés Lebesgue-mértékre nézve) kicserélheté arra, hogy
1(A) = 0 barmely A C Q, ahol A Hausdorff-dimenzidja (d — 1) (lasd
[11]).

(iii) Y. Brenier tételét megfogalmazhatjuk kompakt Riemann-sokasigok
esetében is, ahol a koltségfiiggvény c(x,y) = d?(x,y), és d a soka-
sdgon értelmezett Riemann-tavolsag. Ez az eredmény R. J. McCann
nevéhez flizédik (lasd [24]).

3.2. Benamou—Brenier-formul4cié és geodetikusok (P,(R?),W,)—ben

J.-D. Benamou és Y. Brenier egy dj formuldciét adtak az (MP) és (KP) optimé-
lis transzport problémaknak (lasd [4]). Otletiik a folyadékmechanikabél ered. Pon-
tosabban a folyadékmechanikdban ismeretes n. euleri modellek ihlették a kuta-
tékat a kovetkezd probléma felirdsara. Adott pu,v € P,(RY) esetén tekintsiik a
kovetkezd problémat

1
inf {/ /d |’Ut|2dpt(l')dt : atpt + V- (Ptvt) = 0, pPo =MW, p1 = I/} . (BB)
0 JR
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A fenti problémaban, az optimalizalas minden (p, v) id6fiiggd (a [0, 1] idSinterval-

lumon) mérték és vektormezd pdros szerint torténik, amelyen gyenge megolddsét

képezik a felirt folytonossagi egyenletnek a p kezdeti és v végsé peremfeltételekkel.
Ismét konvex analizisbeli technikdkat hasznélva igazolhatjuk, hogy

W22 (1, v) = min (BB),

ahol Wy (-, -) a fentebb bevezetett Wasserstein-metrika.

A (BB) probléma megolddsa sordn szerkesztiink egy optimélis mértékgorbét
[0,1] 2t — py € P(Q) és egy vektormez6t, amelyek megoldanak egy folytonossigi
egyenletet. A t — p; gorbe Osszekoti a p és v mértékeket gy, hogy kozben
kinetikus energidt, in. hatdst (ang. action) minimalizal. Ebbél a szempontbdl a
pr gorbét geodetikus vonalak tekinthetjiik a Wasserstein-térben. Természetesen
a (BB) problémét megfogalmazhatjuk &ltaldnosan barmely W, (1 < p < 400)
metrika esetén.

A geodetikus vonalakat méasképpen is értelmezhetjiik, R. J. McCann interpo-
ldcidja segitségével. Tételezziik fel, hogy p < £ és v < L (&ltaldnos esetben a
traszport leképezések helyett transzport tervekre kell térni), valamint tekintsiik a
kvadratikus esetet. Ekkor egyértelmiien 1étezik egy optimalis transzport leképezés
T, megoldasa az (MP) probléménak. Ertelmezziik minden ¢ € [0,1] esetén a

Ty := (1 — t)id 4 ¢T

leképezést és a
pr = (Ti)#H

gorbét. Ez a gorbe egy geodetikus vonalat eredményez, amely Gsszekoti a p és
v mértékeket, valamint a megfelelé v; vektormezovel — amelyet megadhatunk a
v := (T —id) o T;"* formuldval — megoldésa a (BB) probléménak. Ezzel a szer-
kesztéssel R. J. McCann eredeti motivacidja egy 1j konvexitasi fogalom bevezetése
volt. Ha funkciondlokat értelmeziink a Wasserstein-téren, és optimalizalasi felada-
tokat szeretnénk megoldani ezen funkciondlok segitségével, jogosan fogalmazzuk
meg a kérdést, hogy melyik lenne a legtermészetesebb konvexitasi fogalom ezen
keretek kozott. Erre a kérdésre a mar emlitett [23] dolgozat adja a valaszt, amely
ilyen geodetikusok mentén vett konvexitast értelmez, amit a szerz6 elmozdulds
konvezitdsnak (ang. displacement convexity) keresztel.

Ebben a szovegkornyezetben megemlitjiik F. Otto munkéjat is (lasd [28]), aki
els6k kozott fogalmazta meg a Wasserstein-terek ezen jellegii differencidlgeometriai
vonzatait. fgy a szakirodalom mai alldspontja szerint nyilvanvald, hogy a val6szi-
niliségi mértékek Wasserstein-tere, (P,(X), W,) ebbél a szempontbdl egy végte-
len dimenzids sokasagnak tekinthetd, amelyet differencialis struktirdval lathatunk
el. Ez a meglatas kaput nyitott a metrikus mértékterek egzotikus strukturainak
mélyebb megismeréséhez. Itt megemlitenénk idézés nélkiil f6ként C. Villani,
J. Lott, K.-T. Sturm, L. Ambrosio, N. Gigli, G. Savaré és masok munkait, amelyek
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robbanadsszertien kezdik feltarni ezt a 20 évvel ezel6tt még szinte ismeretlennek vélt
vildgot. Manapsdg példaul (Ricci) gorbiilet fogalommal tudunk elldtni metrikus
mértéktereket és héfolyamot tudunk értelmezni ugyanitt. Es mindezt az optimalis
transzport elméletnek kdszonhetden.

Az optimadlis transzport elmélet mélyrehaté naprakész eredményeit megtalaljuk
a Fields-dijas C. Villani két monografigjdban (lasd [31, 32]), L. Ambrosio, N. Gigli
és G. Savaré monografidjaban (lasd [3]), valamint a F. Santambrogio monografid-
jaban (lasd [30]).

4. MFG-rendszerek variaciés megfogalmazasa: kapcsolatok
Benamou-Brenierrel

Ebben a fejezetben egy masik szempontbdl vizsgaljuk meg az MFG-rendszereket.
Az eddig bemutatott optimadlis vezérlés alapti megfogalmazas, valamint a kiilon-
boz6 PDE-technikdk alkalmazasa mellett az (MFG) tipusi rendszerek hozzdrendel-
het6k variacidészamitashoz kapcsolédé probléméakhoz.

Valéban, formélisan az (MFG) rendszer felfoghat6, mint a kovetkez6 varidcids
probléma optimalitési feltétele:

(m,}ﬂ%g’cp /OT /Td {m(t,x)L (:1:, m) + F(I,m(tvgj))} dedt—+

(2)
/ g(x)m(T, x) dz,
Rd

ahol

Kp:={(m,w) € Xp x Yp : Oym — vAm + div(w) =0, m(0,2) =mo},
és F(x,m) := / f(z,s)ds, valamint mg € L>(T9), amely teljesiti az mg > 0
0

és moda = 1 feltételeket. A fenti probléméaban felirt funkciondl val6éjaban az
Td
(MFG) rendszer energiafunkcionéljanak tekinthetd.

Itt az X p és Yp terek fiiggvénytereket jelolnek, amelyek természetesen fiiggenek
az L Lagrange-fiiggvény és az F' novekedésétl. A Kp halmaz definicigjaban vett
Fokker—Planck-egyenletet a megfel6 gyenge értelemben terkintjiik. A késobbiekben
részletezziik ezen terek tulajdonsagait, valamint tovabbi részletek megtalalhatoak
a [7] és a [8] dolgozatokban.

A fenti probléma a Fokker—Planck-egyenlet egy optimélis vezérlési feladatdnak
tekinthets. A figyelmes olvasé ezen probléma olvasédsa sordn felismerheti a kapcso-
latot az imént emlitett Benamou-Brenier-formulaval (14sd (BB)). Valéban, v =0
és f = 0 esetén, valamint L(z,p) = H(z,p) = |p|* megvélasztdsival majdnem
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a (BB) probléméhoz jutunk. Pontosabban, ahhoz, hogy az {gy megfogalmazott
probléménak értelme legyen, egy végsd siirtiséget (mgp € P(T?)) is meg kellene
adni. Ebben az esetben a rendszer egyenletei (mivel nincsen kapcsolat a kett6
kozott) kiilon-kiilon is megoldhatdak.

Lathato, hogy az el6z6 szemléltetés teljes mértékben formalis. El6szor is, egy-
altaldn nem vildgos, hogy a fenti probléménak létezik-e megolddsa (ez természete-
sen kapcsolatban van az Xp x Yp tér megvélasztdsaval). Mdasodszor, ha igazolni
is tudjuk a létezést, utdna sem vildgos a optimalitasi feltételek szdrmaztatasa.
Gyakorlatilag, sziikségiink lenne a fenti funkcional Gateaux-szubdifferencidljanak
a felirdsara. Ez viszonylag nehézkes kérdésnek bizonyul. Idofiiggetlen problémak
és viszonylag regularis mértékek esetén, hasonlé funkciondl szubdifferencidljanak
jellemzése megtaldlhaté a [26] dolgozatban.

Az optimalitasi feltételek levezetése és a létezés igazoldsa érdekében bevezet-
jiik a (2) probléma dudlisdt (konvex analizis értelemben). Tekintsiik a kvetkezd
problémat:

inf /0 » F*(z,a(t,z)) dadt — / u(0, x)mo(z) dz, (3)

(u,a)eKp Td

ahol
Kp:={(u,a) € Xp x Yp : —0wu(t,z) — vAu(t,z) + H(z, Vu(t,z)) = alt, ),
w(T,z) = g(x)},

és az F'* az F fiiggvény masodik valtozdja szerint vett Legendre—Fenchel-transzfor-
maltja. Ez a probléma a viszkézus Hamilton—-Jacobi-Bellman-egyenlet optimalis
vezérlési feladatanak tekinthetd.

Innen is latszik, hogy az MFG-rendszerekben szereplé HJB-, valamint FP-
egyenletek valéjaban egymds dudlisai. A kozelmultban f6ként P. Cardaliaguet és
munkatdrsai nagy mértékben tanulmanyoztak hasonlé tipusi problémaékat (14st [7,
8,9)). fgy elmondhatjuk, hogy ebben a kontextusban valamelyest sikeriilt az MFG-
rendszerek gyenge megolddsainak vizsgalata, mélyebb megértése. A kovetkezékben
szemléltetjiik P. Cardaliaguet és P. J. Graber gyenge megolddsait.

4.1. P. Cardaliaguet és P. J. Graber gyenge megoldasai

P. Cardaliaguet és P. J. Graber tobbnyire els6rendii rendszereket tanulméanyoz-
tak, de a gondolatmenet miikodik &ltalanosabb, méasodrendii rendszerek esetén is
(last [9]). Ezért a tovdbbiakban mi is elsérendii rendszereket tekintiink, vagyis
v =0 (a bemutatott eredmények megtaldlhaték a [7, 8] dolgozatokban).

Tekintsiik a kovetkezo feltételeket:

1. (Feltételek a kezdeti és végs6 adatokra.) Legyen mg egy folytonos valészi-

niiségi mérték T¢—n, amely abszolit folytonos a Lebesgue-mértékre nézve,
és mg > 0. Tovabba legyen g : T — R Lipschitz-folytonos.
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2. (Feltételek a Hamilton-i fiiggvényre.) Legyen H : T? x R? — R folytonos
mindkét véaltozoban, konvex és differencidlhaté a maéasodik véltozéban, és
VpH folytonos mindkét valtozéban. Tovdbba H novekedése szuperlinearis
a gradiens valtozéban: létezik r > 1 és C' > 0 th.

1 c
- C<H < Zlp|” 4
rclp\ C<H(z,p) < . Ip|" + C, (4)

H*(z,-) az el6bbi feltételek miatt teljesiti a

1
r'C

’ « C r
lgI" —C < H*(z,q) < —lq" +C (5)
T

feltételt, ahol r' az r konjugdltja, vagyis 1/r + 1/r" = 1.

3. (Feltételek a kapcsolatot teremtd fiiggvényre.) Legyen f folytonos

T? x (0, +00)—n, szigoriian névekvé a méasodik valtozéban, és f(xz,0) = 0.
Tovabba teljesiiljon a kovetkezd novekedési feltétel: létezik C' > 0és g > 1
dh.

1
6|m|q_1 —C < f(z,m) <Clm|T™  +C, Ym > 1, (6)

ahol a kapcsolatot az r és a ¢ kozott az r > max{d(q—1), 1} feltétel képezi.
Hasonlé novekedési feltétel fogalmazhaté meg az F' fiiggvényre is:

1
E|m|q—C§F(x,m)§C|m|q—|—C, Ym > 1. (7)

A fenti feltételek mellett P. Cardaliaguet f6bb eredményei a kovetkezdk: legyen
Xp x Yp:=LY(0,T) x T¢) x L*((0,T) x T%RY).
Legyen Kp azon (u, ) € BV ((0,T)xT%) x L*((0,T) x T%) parok halmaza, amelyre
Vu € L"((0,T) x T4 R?), u(T,-) < g trace értelemben, ay € LP((0,T) x T%)
(p=q*), ue€ L>®((t,T) x T?) minden ¢ € (0, T) esetén és
—Owu+ H(z,Vu) < a,

disztribtcié értelemben.
Ekkor a (2) probléménak van megolddsa a Kp halmazon, valamint a (3) prob-
lémanak van megoldésa a Kp halmazon, és a dualités teljesiil. Pontosabban

min (2) =— min (3).

A dualitasbdl konnyen levezetheték az optimalitési feltételek, amelyek a kovetkezd
MFG-rendszert eredményezik.
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4.1. Definicio. (MFG-rendszer gyenge megolddsai) Az
(u,m) € BV((0,T) x T%) x L((0,T) x T%)

az (MFG) rendszer gyenge megolddsa, ha

1. Vue L"((0,T)xT4) és mf(x,m), mH*(x,—V,H(z,Vu)) és mV,H (x, Vu)
integralhatdak;

2. wu teljesiti az elsérendii HJ-egyenlGtlenséget
—Owu+ H(z,Vu) < f(x,m)
disztribicié értelemben, az u(t,-) < g peremfeltétel teljesiil trace értelem-
ben, valamint teljesiil a kovetkez6 egyenléség
T
/ m(t, z){H (xz, Vu(t,z)) — Vu(t,z) - V,H(z, Vu(t, x))
Td
— f(z,m(t,x))} dedt
= [ {o@)m(T.2) — u(0.z)mo(a)}

3. m megoldésa a folytonossédgi egyenletnek
oym — div (mV,H(x,Vu)) =0, ((0,T) x T%) —ben, m(0,-) =mq
disztribuicié értelemben.

A fenti értelmezésbol konnyen levezetheté a HJ-egyenlet kdvetkez6 felirdsa:
(78tu)ac + H(l’, Vu(t, l’)) = f(xa m(tv Z))

m—majdnem mindenhol ((0,7)xT¢)—ban, ahol (—d;u)>® a —J;u mérték Lebesgue-
mérték szerinti abszolit folytonos részét jeloli. A [8] f& eredménye a kovetkezd
tétel:

4.1. TETEL. (Létezés és parcidlis unicités)

(i) Legyen (m,w) € Kp egy minimizalé a (2) problémdban és (u,«) € Kp
minimizalé a (3) probléméaban. Ekkor (u,m) az MFG-rendszer gyenge
megolddsa a 4.1 értelmezés értelmében. Tovabbd a(t,z) = f(xz, m(t, x))
majdnem mindenhol.

(ii) Forditva, ha (u,m) gyenge megolddsa az MFG-rendszernek, akkor
létezik w, ¢ tth. (m,w) € Kp minimalizdlé a (2) problémdban, és
(u, @) € Kp minimalizalé a (3) problémdban.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2016)



ATLAGTERJATEKOK 15

(iii) Ha (u1,m1) és (u2,ms2) két gyenge megolddsa az MFG-rendszernek,
akkor my = mg majdnem mindenhol, és u; = us majdnem mindenhol
az {my > 0} halmazon.

Lathato, hogy a fenti tétel segitségével meg tudjuk alapozni a lokalis kap-
csolattal elldtott rendszerek (gyenge értelemben vett, de alapos) szdrmaztatdsat.
Tovabba megjegyezziik azt is, hogy az ilyen értelemben vett gyenge megoldasok
globdlis regularitdsa (ami sziikséges lenne ahhoz, hogy kovetkeztessiink arra, hogy
ezek a megolddsok val6jdban klasszikus megolddsok) egyel6re nyflt kérdésnek bizo-
nyul ebben a témakorben.
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MEAN FIELD GAMES: FROM OPTIMAL CONTROL TO OPTIMAL TRANSPORT

ALPAR RICHARD MESZAROS

With the present paper we provide a short survey to the recently introduced theory of Mean
Field Games. After the optimal control formulation of these systems and the analysis of Nash-
type equilibria notions, we use the modern theory of optimal transportation to describe some
Mean Field Games via a variational characterization. With the help of the so-called Benamou-
Brenier formulation of the optimal transportation problem we study the existence and unicity of
weak solutions of some Mean Field Game systems with local couplings.
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