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MATEMATIKAI KOZGAZDASAGTANROL MATEMATIKUSOKNAK

SIMONOVITS ANDRAS

Kulcsszavak: matematikai kozgazdasdgtan, optimalizalds, egyensiily, dina-
mika, korményzati beavatkozas.

Koszonetnyilvanitas: Héldsan koszonom Freud Rébert és Lazar Eszter
értékes megjegyzéseit.

1. Bevezetés

Gondtalan gyermekkorat maga utan hagyva minden ember gyakorlati kozgaz-
dész lesz. Rovid tdvon: adott drak és jovedelem mellett, hajlamait és izlését
kovetve eldonti, hogy a kiilonféle termékek (és szolgaltatasok) kozott hogyan osztja
el a jovedelmét. Hosszabb tavon: ugy valaszt foglalkozast, hogy képességeinek
megfelel6 jovedelmet érjen el, és ugy vesz fol hitelt, illetve ugy takarékoskodik,
hogy élete minél kellemesebben teljen.

Ebben a cikkben viszont az elméleti kozgazdasagtant, azon beliil is a matema-
tikai médszert mutatjuk be érdekl6d6 matematikusoknak. Modellek segitségével
megprobéljuk megmagyarazni, néha elérejelezni, hogy miért igy dont az egyén.
Sot, az egyénrol az egész tarsadalomra kiterjesztve a modelleket, elemezziik a kiala-
kulé piaci arakat és jovedelmeket. A politikusok tandcsadéjava szegddve még azt
is vizsgalhatjuk, hogyan érdemes a korméanyzatnak az addk és transzferek révén
a jovedelemek eloszlasat médositaniuk. Megjegyezziik, hogy a kvantitativ koz-
gazdasagtannak létezik egy masik valfaja: az dkonometria, amely a matematikai
statisztika megfelel6en médositott eszkozeivel probalja meg feltarni a kozgazdasag-
tanban érvényesiilo statisztikai szabalyossagokat. Ez utobbival nem foglalkozunk.

A matematika hasonlé szerepet jatszik a kozgazdasigtanban, mint a természet-
tudomanyokban: nyelv. Csupan a modellezett jelenségekrol sz6l6 ismeretek bizony-
talanabbak, és a beavatkozasi célok és eszkozok erkolesi tartalma kétségesebb itt,
mint ott.

A cikk szerkezete a kovetkezO: a 2. szakasz az egyéni dontések elméletét ismer-
teti, statikus és dinamikus nézépontbdl. A 3. szakasz a tobbszereplos dontések
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egyensulyat vazolja: el6szor statikus, majd dinamikus valtozatban, megkiilon-
boztetve a sok és a kevésszerepldés eseteket. A 4. szakasz a korményzati beavat-
kozds legegyszeriibb modelljeit vazolja. Az 5. szakasz vézolja a torténetet, mig
a 6. szakasz megprébal néhdny kovetkeztetést levonni. Révid hivatkozasjegyzék
zarja a cikket.

Szandékosan a torténeti Osszefoglalasra halasztottam az irodalmi hivatkoza-
sokat, és nagyon megtartéztattam magam a hivatkozdsokban, mert nem hiszem,
hogy az atlagolvaso cikkem elolvasasa utan megveszi a tobbszéaz-oldalas konyveket,
hogy részletesebben is tdjékozdédjon a kérdéskorrol.

2. Egyéni fogyasztasi dontések

Ebben a szakaszban el0szor az egyéni fogyasztdsi dontések statikus, majd dina-
mikus modelljét mutatjuk be.

2.1. Statikus megkozelités

Statikus modelliinkben egyetlenegy fogyaszté egyetlen idészaki vasarlasi don-
téseit vizsgaljuk. Legegyszerlibb esetben a fogyaszté jovedelme az m > 0 valds
szam; az n természetes szdm adja a vasarolhatéd termékek szamat, ést=1,2,...,n
az egyes termékek indexét. Legyen x; az i-edik termékbdl vésarolt mennyiség és
p; > 0 az egységar (mindketten valds szdmok). Els6 kozelitésben feltehetjiik, hogy
a fogyaszté minden jovedelmét elkolti:

> piri =m. (1)
i=1
Vektoridlis irasmoddal:

x=(z1,T2,...,2Tpn) és p=(p1,p2,--,Dn)s
valamint
p-z=m. (1)

Itt 1ép fel az els6 kérdés: hogyan ossza el a fogyaszté a jovedelmét az egyes ter-
mékek kozott? Egy koznapi fogyasztd nagyon egyszerli valaszt ad erre a kérdésre:
legyen (a;) egy n-elemii valés sorozat, elemeinek osszege 1:

Zai =1. (2)

Jovedelme «; részét kolti az i-edik termékre:

=Y 12 n (3)
Di
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Ha a stlyok értelmesen vannak megvalasztva, és a jovedelemhez képest az arak
is realisak, akkor ez a szabaly alkalmas a fogyaszt6i dontés leirdsara. Mutatja, hogy
az egyes termék fogyasztdsa a jovedelemnek novekvd, az arnak viszont csokkend
fliggvénye. Azt is tiikkrozi, hogy az izlésnek szerepe van a fogyasztasi déntésben:
rogzitett jovedelem és arak mellett egyesek tobbet esznek, masok tobbet isznak,
megint masok tobbet utaznak. Természetesen ez a leirds nem tiikrozi a keresztdr-
hatdst: ha az alma ara emelkedik, akkor a narancs fogyasztasa né.

A féaramu kozgazdasdgtan a fogyaszté statikus dontését optimalizdlasra vezeti
vissza. Az optimalizalandé fliggvényt hasznossdgfiiggvénynek nevezik, amelyrol
csak annyit tesznek fol, hogy a fogyasztasi vektor skalarértékii, folytonosan diffe-
rencidlhatd, szigortian névekvd és szigortian konkév fiiggvénye, jele U(x). A szi-
goru konkavitasnal csak egyetlen bels6 maximum létezik. Feltessziik, hogy

U(x1,. . 2i-1,0,Ti41, ..., Ty) = —00, i=1,...,n.

Ezt az U fiiggvényt kell az (1) korldt mellett feltételesen maximaliz&lni.

A Lagrange-féle médszer segitségével a kovetkezd sziikséges (és elégséges)
feltételt kapjuk a belsé optimumra. Legyen A # 0 egy valés szdm, és legyen
L(z)=U(x) — Ap- .

2.1. TETEL. Az (1) feltétel mellett az U(x) — max feladat * megolddsa kielé-
giti a kovetkez6 egyenletrendszert:

U/(z*) = \pi, i=1,2,...,n. (4)

K2

Bizonyitas. L (x*) = 0. O

2.1. Példa. A kozgazdasdgtanban nagyon elterjedt a logaritmikus hasznosséag-
fiiggvény:

U(xly s 71:”) = Zai logxiv
i=1

ahol teljesiil (2). (4) segitségével konnyen beldthatd, hogy az optimdlis ardnyokat
éppen (3) adja, és A = 1/m.

A hasznossagfiiggvény azért népszerli a kozgazdasigtanban, mert az egyéni
dontések kaotikus vilagdba rendet visz. Ugyanakkor kétséges, hogy az egyének
képesek-e ilyen bonyolult feladatokat megoldani (az én III. éves matematikus hall-
gatéim tobbsége képtelen erre). Még inkédbb problematikus az elméleti eredmények
gyakorlati megvaldsitasa: a szandékoltndl tobbet esziink, és kevesebbet kirandu-
lunk.

2.2. Dinamikus megkozelités

Eddig statikusan vizsgalédtunk, most ratériink a dinamikus vizsgalatra. Maxi-
malis egyszerliségre torekedve, most csak a Osszes fogyasztds idébeli alakuldsat
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vizsgaljuk. Diszkrét idében vizsgdlédunk, ahol az idészakok (hénap, év stb.)
szama T > 1 természetes szam, indexiik t = 1,2,...,7T. Eltekintiink az infl4-
ci6tol, és feltessziik, hogy fogyasztonk t-edik idészaki jovedelme my, és fogyasztasa
c¢. Eltekintiink attdl a kiilonbségtél, amely megtakaritdsunk és hiteliink utén fize-
tett kamatlab kozott 1étezik. Idében is egységesnek tekintjiik és R-rel jeloljiik a
kamattényez6t (=1+kamatldb). Feltéve, hogy a dolgozé elére ismeri a jovedelmi
palyajat, nem kap és nem hagy 6rokséget, egyetlen egyenletbe tomorithetjiik kolt-
ségvetését. Ehhez a jovedelem és a fogyasztas un. jelenértékére van sziikség:

T T
PVim]=> mR™" 6 PV[]=) R (5)
t=1 t=1

Figyeljiik meg, hogy az elsé kifejezés — (m;) Laplace-transzforméltja — az a jove-
delem, amelyet ha életpdlyank elején egy Gsszegben elhelyeznénk a bankunkban,
és T db szamlara tennénk, akkor a t-edik idGszak végére a t-edik szamléan éppen
myRT'R! = m,; friss jévedelem allna a rendelkezésiinkre. Hasonléan, a masodik

kifejezés t-edik tagja éppen ¢;R7'R' = c¢;, s ez a nevezett idészak fogyasztasi
koltsége. Egyensilyi feltételiink szerint a két jelenérték azonos:
PV[m]| = PV]c]. (6)

A varidcidészamitashoz hasonléan a fogyasztas dinamikus elméletében a hasznos-
sdgfiiggvényt idében additivnak feltételezik:

T
Uler,...,or) = Zut(ct),
t=1

ahol u,(+) egy szigorian névekvé és szigorian konkav fiiggvény. Tovébbi egyszerii-
sitésként feltételezik, hogy a t-edik idészaki hasznossdg csupan abban kiilonbozik
az 1. id6szakétdl, hogy a jelenértékhez hasonléan leszamitoljak az un. leszdmitoldsi
tényezduel, jele § € (0, 1]:

T
Ulery. . or) = Z(;tu(ct), (7)

ahol u(-) egy szigordan novekvd és szigordan konkédv fliggvény: wu(0) = —oo.
Felhivjuk az Olvaso figyelmét, hogy valamilyen okbdl a diszkrét idejii modellek-
ben a kozgazdédszok elfelejtették negativ eljellel ellatni a t kitevot, ennél fogva
minél kozelebb van az 1-hez a leszamitolasi egyiitthatd, annal kevésbé szamitol le
a fogyaszto.

Elokészitésiink végére érve kimondhatjuk a kovetkezd tételt:

2.2. TETEL. A (7) hasznossédgfiiggvényt az (5)—(6) egyensiilyi feltétel mellett
maximalizalo (c}) fogyasztasi palya kielégiti az iin. Euler-egyenletet:

u/'(¢}) = 6Ru (¢ 1), t=1,2,...T—1. (8)
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Megjegyzés. Az Euler-jelz6 a folytonos idejli variacidszdmitas Euler—Lagrange-
egyenletének els6 szerzojére utal.

Bizonyitds. Az 1. tétel gondolatmenetét alkalmazva a Lagrange-fiiggvény

T
Lciy...,er) = Z[(stu(ct) — AR

t=1
és a stacionaritési feltétel

0=Li(ct,...,cr) =6 (ct) — ARTY, t=1,2,...T.
Atrendezve: 6! Rtv/ (ct) = A és Osszehasonlitva a t + 1-edik id8szak hasonld feltéte-
lével adddik (8): A = u/(co). O

A (8) feltétel eléggé nehézkesnek latszik. Az azonban kiolvashaté beldle, hogy
a 0 R szorzat értéke kulcsszerepet jatszik a fogyasztasi palya alakuldsaban.

2.1. KOVETKEZMENY. Ha dR = 1, akkor a fogyasztds id6ben dllandd: ¢; = cy;
ha dR > 1, akkor a fogyasztas id6ben né: ciy1 > c¢; s végiil ha R < 1, akkor a
fogyasztas idében csokken: ci41 < cy.

Megkonnyiti a 2.2. tétel megértését, ha megint a logaritmikus hasznossag-
fliggvényen szemléltetjiik allitasunkat.

2.2. Példa. Legyen az iddszaki hasznossdgfiiggvény u(x) = logz. Ekkor a (8)
feltétel explicitté vélik: 1/c; = 0R/ciy1, azaz cir1 = 0Rey, azaz ¢y = (OR) ey,
Visszahelyettesitve az (5)—(6) korldtba:

T

16T
p =) R'0R) ey = —r h §#1
V[m] ; (6R)" "1 A= a #1,
ahonnan az optimalis fogyasztasi palya
1-0)R
= PV[m]% és = (OR)" et t=1,...,T.

Ezt a gondolatmenetet gyakran alkalmazzak a nyugdijmodellezésben. Példaul
a leszamitolasi egyiitthaté kicsiny értékével indokoljdk a kotelez6 nyugdijrendszer
bevezetését, illetve a kamattényez6 nagy értékével magyarazzak a magannyugdij-
rendszer folényét a tb-nyugdijrendszerrel szemben. A dolog nem ilyen egyszerii: a
valésdgban a fogyaszté csak rovid tdvon rovidlatd, a 3., ..., T-edik idGszakra mar
nem diszkontal. Csak az a gond, hogy 1 idészak elteltével a holnapbdl ma lesz, és
ujra kezdédik a leszdmitolas. Hasonld gondot okoz, hogy az elméleti modellekben
gyakran szerepld 10 szdzalék koriili redl-kamatldbak (R =1,1) csak alkotéik fejében
léteznek. Végiil nem igaz, hogy ugyanannyi kamatot fizet a fogyaszt6 1 forintnyi
tartozasaért, mint 1 forintnyi betétéért.
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3. Egyenstly

Eddig egyetlen fogyasztdval szamoltunk, méarpedig a valdésdgban tobb fogyasztd
(és a cikkben altaldban elhanyagolt termeld) 1ép kolesonhatdsba a piacon. Hérom
esetet vizsgalunk ebben a szakaszban: a piaci egyensily statikus modelljét, az
egyliittélé nemzedékek dinamikus modelljét és a stratégiai gondolkodést is figye-
lembe vévé nem kooperativ jatékelmélet Nash-egyensiilyat.

3.1. Piaci egyensily

Visszatériink a 2.1. szakasz statikus modelljéhez, de egy helyett r fogyasztoval,
indexitk h = 1,...,r. Foltessziik, hogy olyan sokan vannak, és egyenként olyan
kicsi a silyuk, hogy egyéni dontéseik nem hatnak a piac allapotara. Roviden meg-
ismételjiik és altaldnositjuk az ottani definiciékat és fogalmakat, majd djabbakat
vezetiink be.

A h-adik fogyaszté jovedelme my, > 0 valés szam, a tovabbiakban is az n
természetes szam adja a vasarolhato termékek szamat, és i = 1,2,...,n az egyes
termékek indexét. Legyen z; ; az i-edik termékbdl a h-adik fogyaszté altal vasarolt
mennyiség és p; > 0 az egységdr (mindketten valés szdmok). Ismét feltessziik, hogy
a h-adik haztartds minden jovedelmét elkolti:

n
E pimi,h:mh, h:L...,T‘.
i=1

Vektoridlis irasmoddal:
h - h _
" = (T1h, T2, Tup) b8 pexTt =my.

Feleslegesnek tartjuk a 2.1. pont optimumszamitdsanak megismétlését, helyette
bevezetjiik a cseregazdasdgot, amelyben nem termelnek, csak cserélnek. Feltessziik,
hogy kezdetben a h-adik dolgozé vagyona a® = (a1,hy- -+, an,p) POzitiv elemi vek-
tor és a dolgozé csere utjan 2" fogyasztsra torekszik. Termelés hijan a csere-
gazdasagban teljesiilnek a kovetkezé mérlegegyenletek: minden termékbdl az
Osszvagyon = Osszfogyasztas, azaz

a; = X;, i=1,...,n; (9)

ahol . )
a; :Zai,h, és X; :inyh 7= 1,...,n. (10)

h=1 h=1

Pontosabban: megengedjiik, hogy az egyes termékekbol a vagyon nagyobb
legyen, mint a fogyasztds, de azoknak a terméknek az ara O kell hogy legyen.
Képletben:

aiZXi, i:l,...,n; (9/)
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ha a; > Xx;, akkor p; = 0. (9)

Kérdés: van-e olyan n x r-dimenziés X = (x; ) fogyasztdsmatrix, amely min-
den héztartdsnak optimalis, és teljesiti a (9)—(10) mérlegegyenleteket? A vélasz-
hoz egyelore eltekintiink a mérlegegyenletektdl, és valtozonak tekintve a korabban
adottnak vett p arvektort, bevezetjiik az egyes termékekre vonatkozd piaci tilkeres-
leti figgvényt; z;(p), amely az Gsszfogyasztasi tervek és az 6sszvagyon kiilonbsége:

zi(p) = xi(p) — a;, i=1,...,n.

Vegyiik észre, hogy most a jovedelmeket is az arvektor definialja: my, = p - a”(p).
Ezek segitségével felirhatjuk az egyéni tiilkeresleti fiiggvényeket is: 2" (p) = z"(p)—
—a"(p). Erdekes, hogy ekkor az (1) egyenlet helyére a

p~zh(p):0, h=1,...,r (11)

1ép.

Ha béarmilyen pozitiv p skalarral beszorozzuk az arakat, akkor a jovedelmek is
ugyanezzel a skalarral szorzodnak meg, tehat az egyensily szempontjabdl az arszint
kozombos. A késObbiek miatt célszerii lesz alkalmasan normélni az arvektort:
az drak Osszegét vesszitk 1-mek: Y I p; = 1, azaz az drvektor egy n-dimenzids
szimplex. (Mdsik alternativa: az utolsé 6sszetevot vessziik 1-nek: p, = 1, de nem
éliink ezzel.)

Egyensilynak neveziink egy olyan (p*, X (p*)) hipermatrixot, amelyre (9)—(11)
egyszerre teljesiil, tovabbd z;(p) = 0.

3.1. TETEL. Ha a z(p) piaci tulkereslet—ar-fiiggvény folytonos, akkor létezik
legaldbb egy egyenstiilyi p* drvektor és hozzatartozé X (p*) fogyasztédsi matrix.

Bizonyitds. A bizonyitas alapgondolata egyszerii: az arvektorok n-dimenzids
szimplexét folytonos fiiggvénnyel leképezziik e szimplexbe, s ekkor a nevezetes
Brouwer-féle fixponttétel (1911) értelmében létezik legaldbb egy fixpont. Csak azt
kell belétni, hogy e fixpont éppen az egyensilyi ar. Sziikségiink lesz egy vektor
pozitiv részének a jelolésére: zy = (z14,...,2n).

Léssuk a vazolt leképezést:

/ T( ): p+2+(p)

p = FEPROI ahol 1 = (1,...,1).

Konny(i belatni, hogy a T(p) leképezés a n-dimenzids szimplexet ugyanabba a
szimplexbe folytonosan képzi le, létezik tehat egy fixpont, pl. p*.

Legyen I(p) azon indexek halmaza, amelyre a piaci tulkereslet pozitiv: z; > 0,
ha i € I(p). Ha ez nem iires halmaz, akkor a T'(p) leképezés emeli ezen termékek
arat, és csokkenti a tobbiét. A piaci egyensiilyban nincsenek ilyen termékek: I(p*)
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iires halmaz, és a konstrukcié miatt a p* egyensulyi arvektor T' fixpontja. De a
megforditas is igaz: ha van fixpont, akkor az egyensilyi arvektor. Valéban: jelolje
a T'(p) nevezbjét A, ekkor a fixpont-egyenletet rendezve:

Af=pi+ 2 (0%), i=1,2,....n

Beszorozva mindkét oldalt p}-gal, 6sszeadva a kapott egyenleteket, és felhasznalva,
hogy az egyéni kéltségvetési korlatok miatt p*2*(p*) = 0, adédik \p*? = p*?, azaz
A = 1. Visszahelyettesitve a fixpont-egyenletbe: z;y(p*) = 0. a

A tételt leforditva a hétkoznapok nyelvére, azt kaptuk, hogy kedvezé koriilmé-
nyek kozott a piac optimalisan osztja el a javakat az emberek kozott. Ezt lattuk,
amikor a ,tervgazdasigbol” révid idore kiruccantunk a piacgazdasagba, ahol min-
dent lehetett kapni, csak elég pénz kellett a vonzd aruk megvasarolasihoz.

De ez a tétel sulyos feltevésekre épiil, és ha azokat elmozditjuk, akkor
a tétel kicsorbul. Csak a legfontosabb problémaéakat jelezziik, tdvirati stilusban.
a) Feltettiik, hogy az egyes piaci szereplék sulya kicsi, és mindenki elfogadja
a piaci arakat olyannak, amilyenek. Ezzel szemben a valdésdgban olyan Orids-
véllalatok is miikodnek, amelyek szinte szabadon alakitjdk az araikat (Microsoft,
hollywoodi filmipar stb.). b) Feltettiik, hogy minden szereplének van annyi kezdé-
vagyona, amely elfogadhat6 megélhetést biztosit a szamara. Kiilonosen a haboruk
idején mutatkozik meg e feltevés életidegensége, ahol jegyrendszert kell bevezetni,
nehogy a jobbmoduak az Osszes élelmiszert felvasaroljak a szegények orra eldl.
c) Foltettiik, hogy az egyes szereplék dontései nem befolyasoljak mésok életét.
Ezzel szemben a kozosségeknek torvényekkel kell megakaddlyozni, hogy a kornye-
zetszennyezd véllalatok koltségtakarékossag cimén tonkretegyék a koriilottitk élok
életét. d) Foltettiik, hogy az embereknek teljes informdaciéjuk van a vésdrolt ter-
mékekrol és szolgaltatdsokrdl. A valdésdgban azonban a beteg csak azért bizhat
meg vakon az orvosban, mert az allam oklevéllel igazolja az orvos szakértelmét.
Hasonl6 aszimmetrikus informécio jellemzi a beteg és a biztosité viszonyat, s ez
indokolhatja a kotelez6 allami egészségbiztositas bevezetését.

3.2. Az egyiittélé nemzedékek modellje

A 2.2. pont id6ben kiterjesztette a 2.1. szakasz statikus modelljét, mikézben
elhanyagolta a termékvildg sokszintiségét. Ehhez hasonldéan a 3.2. szakasz id6ben
kiterjeszti a 3.1. szakasz tobbszerepl6s statikus modelljét, de kozben visszatér az
egytermékes vildgba. A lényeg: kiillonboz6 életkoru nemzedékek élnek egytitt.

Legyen t = 1,2,... az id6szakok indexe, és a = 1,2 az életkoré (fiatal, idés),
gyakorlatilag 30 év hosszusagu id6szakokkal dolgozva. Ekkor a jovedelmeket id6tol
fiiggetlennek, de életkortol fiiggonek vessziik: my és mo. Bevezetjilkk a t-edik
id6szak (s;) megtakaritdsdnak ¢ 4+ 1-edik id6szakra vonatkozé kamattényezdjét:
Ryy1, valamint az id6- és életkorfiiggd fogyasztédst: (c1,4, c2,1+1)-t. (A kamattényezd
indexe azért t + 1 és nem ¢, mert szokds szerint nem a kezdd, hanem a zaré
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id6szakkal jelolik a két idészakot 6sszekotd kamattényezdt.) Ekkor a fogyasztdsi
egyenletek definicié szerint

€1t =M1 — 5¢ és Cot41 = Mo + Rysq. (12)

Eltekintiink a halalozési kockazattdl, azaz mindenkinek egységesen 2 idoszaknyi
felnétt életet adunk. Foltessziik még, hogy minden anya v > 0 lanyt sziil, ahol v
szintén valds szém. (Ezt gy kell elképzelni, hogy az anydkon beliil vannak 0, 1,
2 stb. szamu gyermeket sziilok, és az igy ad6dé nagy nevezoji raciondlis szamot
valésnak tekintjiik. Apdkrol és fiaikrdl kiilon nem beszéliink, de &k is léteznek.)
Ha ragaszkodunk a korabban véazolt cseregazdasidghoz, akkor a t-edik idGszakbeli
Osszes megtakaritdsok egyenlege 1 fiatalra vetitve 0; és a (12) mésodik egyenletében
szerepld idoskori R;s; megtakaritast 1 idoszakkal visszaddtumozzuk:

VSsy = Rtflstfl. (13)

Lemondva az optimalizaldsrol, csupan azt tessziik fol, hogy az s; megtakaritas
adott fiiggvénye az R, kamattényezének: s; = s(R;). Foltessziik, hogy létezik
olyan Rp > 0 szédm, amelyre a megtakaritds eltiinik: s(Rp) = 0. Behelyettesitve
(13)-ba, egy elsérendii nemlinedris differenciaegyenlet kapunk az egymést kovetd
kamattényezokre:

vs(Ry) = Ri—18(Ri—1), t=1,2,..., Ry adott. (14)

Kimondhatjuk a kovetkezo tételt.

3.2. TETEL. a) Az egyiittél6 nemzedékek modelljében adott s(-) megtakaritdsi
fiiggvény esetén a kamattényez6-dinamikat leiré (14) rendszernek dltaldéban két
dllandésult dllapota van: s(Rp) = 0, ahol nincs megtakaritds, és ahol a kamat-
tényezé egyenls a gyermekszammal: R = v. b) A két allandésult dllapot koziil
egyik vagy masik lehet lokdlisan aszimptotikusan stabil. Példaul Rp < v esetén
Rp lokalisan aszimptotikusan stabil.

Bizonyitds. a) Vegyiik észre, hogy a (14) egyenlet mind Rp-re, mind Rg = v-re
fonndll, tehat mindkett6 dllanddsult dllapot.

b) Az implicit fiiggvény tétele szerint megfeleld feltevések mellett létezik (14)
megolddsa: R; = f(R:;—1). Behelyettesitve (16)-ba, és derivdlva R;_; szerint:
vs'(f(Re—1))f'(Ri—1) = s(Ri—1) + Ri—18'(Ri—1), azaz 0 < f'(Rp) = v/Rp <1 -
a lokalis stabilitas elégséges feltétele. |

Megjegyezziik, hogy elvont szinten e modell a tbh- és a magannyugdijrendszert
stilizalja. A magédnrendszer hozama nyilvdn Rp, a tb-rendszer bels§ hozama
pedig v. Sokan ennek az egyszerli Osszefiiggésnek az alapjan részesitik el6ny-
ben egyiket vagy masikat. A valésidgban azonban a korabbi korményzatok nem
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a semmibdl teremtettek egy Uj rendszert. Példaul a hazankban 1998-2010 ko-
z0tt fendlld kotelez6 magannyugdijrendszerbe terelt maganjarulékok hidnyoztak a
tb-nyugdijrendszerbdl, ezért kellett ket allami forrdsbdl pétolni.

Kiemeliink még egy kritikus feltevést: a dolgozé egy iddszakra (30 évre) elére
ismeri a kamattényezot, ezt nevezik tokéletes eléreldtdsnak vagy altaldanosabban,
raciondlis vdrakozasnak. Logikusnak tind feltevés, de a valdésdgban gyakran nem
teljesiil. Példaul akik 2004 és 2008 kozott Magyarorszagon svéjci frank alap jelza-
loghitelt vettek fol, azt tételezték fel, hogy stabil forintarfolyam mellett megmarad
a svajci frank kamatldb elénye a forinttal szemben. Ma mar tudjuk, hogy az ellen-
kezOje tortént. Nem nehéz kiszdmolni, hogy mi torténik maiv varakozés esetén,
amikor az el6z6 idOszak tényleges kamattényezojét vetitik ki a jovore. Persze, ez
30 év tavlataban durva feltevés, de éves idOszakra térve méar nem.

3.3. Nash-egyensuly

Eddig eltekintettiink attél, hogy a szereplok esetleg olyan nagy silytak lehet-
nek, hogy hatdsuk nem hanyagolhato el a kolcsonhatdsi modellben. Most a jaték-
elméletbe kiruccanva, egy olyan helyzetet vizsgalunk, ahol kevés jatékos szerepel,
és ezek figyelembe veszik dontéseik egymasra gyakorolt hatasait.

Legyen a jatékosok szama n > 1, indexiik ¢ = 1,2....,n, stratégiahalmazuk
S; a d;-dimenziés tér részhalmaza, elemeit pedig nevezziik a megfelel6 jatékosok
stratégidinak: s; € S;. Az elemzési problémat az jelenti, hogy mindegyik jatékos
hasznossagat nemcsak sajat, hanem a tobbi jatékos stratégidja is befolyasolja.
Leegyszertisiti a jeloléseket, ha kiilon jelolést vezetiink be a ,,tobbi” stratégia vekto-
rara, s igy a hasznossagfiiggvényekre:

S—i =81y y8i-1,8i41s--5Sn) és w;(81,8-4).

Egy (s7,...,s)) stratégiavektort Nash-egyensiulynak nevezziik, ha egyik jatékos
sem javithat hasznossdgdn azaltal, hogy eltér sajat Nash-stratégiajatol, feltéve,
hogy a tobbi jatékos ragaszkodik a Nash-stratégidhoz. Képletben:

ui(sy,s%;) > ui(sq, s*;), ha s; € 5, i=1,...,n.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a) a Nash-egyensily definiciéjdban burkoltan
megjelenik a raciondlis varakozas, ugyanis minden jatékos a tobbi jaték egyensulyi
stratégidjat varja, és vdrakozdsa beteljesiil; b) egy jatéknak lehet t6bb egyensilya
is, és ¢) ha legaldbb két jatékos eltér az egyensilytdl, akkor ezeknek a jéatékosoknak
néhet a hasznossaga.

3.3. TETEL. Ha az S; stratégiahalmaz a d;-dimenziés euklideszi tér kompakt
és konvex részhalmaza, az wu; hasznossagfiiggvény folytonos, és s;-ben konkav
(i=1,...,n), akkor létezik legaldbb egy Nash-egyenstily.

Bizonyitds. A bizonyitds a mar emlitett fixponttétel halmazértékii fiiggvé-
nyekre torténd Kakutani-féle dltaldnositdsdn (1941) alapul. Tegyiik f6l, hogy
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bi(s—;) € S; halmazértékii leképezés a tobbi jatékos s_; € S_; stratégidjira adott
legjobb vdlaszok halmaza. Megfelel¢ technikai feltevések mellett e halmazok nem
iiresek. Nash-egyensily esetén s} € b;(s* ;). Definidljuk a

b(s) = (bi(sis5-i))i

Osszetett leképezést, amely az Sp X --- x S, halmazt képezi le 6nmagaba. Konnyl
belédtni, hogy a Nash-egyensily a b leképezés fixpontja: s* € b(s*), marpedig ilyen
fixpont létezik. O

Egyik legegyszeriibb jatékelméleti példa az in. éremparositas, amelybdl kideriil,
hogy Nash-egyensuly szarmaztatasahoz sziikség lehet az eredeti stratégiahalmazok
radikalis bovitésére.

3.1. Példa. Erempérosités. Két jatékos lerak az asztalra egy—egy azonos pénz-
érmét, amelynek értéke 1 egység. Ha azonosat raknak (FF vagy II), akkor az
1. jatékos nyeri el mindkét érmét; ha kiilonboz6t raknak (FI vagy IF), akkor a
2. jatékos nyeri el mindkét érmét. Ez egy nulladszegii jaték: us = —uq. Ha csak ez
a két (in. tiszta) stratégia létezne, akkor nem létezne Nash-egyenstily. Erdemes
tehdt béviteni a stratégidk terét a kevert stratégidk bevezetésével: egy s; € [0,1]
valés szammal jelolt stratégia azt jelenti, hogy az i-edik jatékos s; valdsziniiség-
gel jatssza Fejet, és 1 — s; valdszintiséggel az Irést. Belathaté, hogy az 1. jatékos
varhaté nyeresége

u1(81,82) = 5182+ (1 —51)(1 — s2) — s1(1 — s2) — (1 — s51)89.

Az s1 lokélis optimumat a parcidlis derivalt gyoke adja:

%ul(sl,@)252—1+32—1+52+52:O, azaz sy =1/2.

1

Furcsa, hogy az 1. jatékos lokalis optimuma csak a 2. jatékos valasztasatol fiigg, de
a jaték szimmetridja miatt a 2. jatékos optimalitdsi feltételébdl adddik az 1. jatékos
lokalis optimuma is: s = 1/2. A sarokpontokat mér kizdrtuk, ezért egyetlenegy
Nash-egyensily létezik, és ott mindkét jatékos foldobja a sajat érméjét, és teljesen
a véletlenre bizza a vélasztast.

Csak technikai érdekességii példank utdn most vazolunk egy gyakorlatban is
nagyon fontos példat, amely fényt vet az autépiaci vagy olajpiaci oridsok kiizdel-
mére, valamint arra, hogy bizonyos feltételek mellett minél tobb vallalat verseng
egymassal, annél olcsébban jutnak a vevok a termékhez.

3.2. Példa. Oligopoljaték. Legyen az egymassal versengd véllalatok szama n,
indexiik ¢ = 1,...,n. Homogén terméket allitanak eld, kapacitaskorlat nélkiil. Ha
(q1,- -+, Gqn) nemnegativ elemi valés vektor a véallalatok termelési vektora, akkor az
Ossztermelés Q = g1+ - -+qp. A 2.1. szakaszban vézolt ¢;(p;) kereslet—ar-fiiggvény
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makrovéltozata @ = D(P), s ennek inverzeként bevezetjiik az inverz keresleti
fiiggvényt, méghozza linedris valtozatban: P = a— 5Q), ahol a, 5 > 0. Tegyiik fol,
hogy minden vallalat koltségfiiggvénye azonos, és homogén linedris: ¢; mennyiségii
termék el6allitasi koltsége vq;, ahol 0 < v < « az egységkoltség. A véllalatok tgy
valasztjak meg sajat kibocsatasukat, hogy sajat profitjukat maximalizaljak, de
az arfiiggvényen keresztiil a tobbi véllalat Gsszegzett dontése, Q_; = @ — ¢q; is
befolyasolja profitjukat:

mi(qi, Q—i) = (P(qi, Q—i) — 7)Gi-
Behelyettesitve a linearis arfiiggvényt és Q = q; + Q_;-t:
mi(qi, Q—i) = [ —v — B(ai + Q—i)a;-

Adottnak véve a Q_;-t, az i-edik vallalat profitfiiggvényére a kovetkezd maxima-
lizalasi feltétel adédik:

0= 07100 @-0) = —Bai o~ — Blas + Q1)

Visszahelyettesitve Q_; = Q — ¢;-t az optimalitasi feltételbe,
OZ*BQerCY*’Y*ﬂQa

azaz minden vallalat ugyanannyit termel: () = ng;, azaz n-fels6 indexszel jelolve
az n-vallalatos Nash-egyensulyt:

n_ =7 n_(a_’Y)n e n_Ol—f—’Yl’L
T8t Y T Bmry Pr=-m

Tanulsdg: minél tobb (hatékony) véllalat verseng, anndl jobban kozelit az dr a
koltséghez, azaz anndal kisebb a profit.

A jatékelmélet szamos irdnyba fejlédott, ezek ismertetése kiilon tanulméanyokat
igényelnek. Itt csupan még egy egyszerl jatékot mutatunk be, amelyben a valédi
jatékosok nem a szakemberek &ltal elképzelt hasznossagfiiggvényt maximalizaljak.

3.8. Példa. Ultimatumjaték. Két jatékosunk van, és a bird letesz az asztalra
100 db otforintost. Az els6 id6északban az 1. jatékos bejelenti igényét az dtforinto-
sokra (0 < s1 < 100), és a 2. idészakban a 2. jatékos vagy elfogadja az ajinlatot
(s2 = 100 — s1) vagy felboritja az asztalt, és senki sem kap semmit sem. Koénny(i
belatni, hogy egyetlenegy Nash-egyensily létezik: s7 = 99 és s5 = 1, de a kisérletek
soran a 2. jatékos altaldban 20-30 Gtforintosra tart igényt.
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4. Adoézas és jovedelemujraelosztas

Eddig csak a piaci szerepl6k kolcsonhatasat vizsgaltuk, csupan megjegyzésben
utaltunk arra, hogy gyakran sziikség lehet a piac korméanyzati befolydsoldsara.
Példaul ha a legkisebb keresetli dolgoz6 piaci jovedelme nagyon kicsi, akkor a
korményzat adét vet ki, és alapjovedelem fizetésével djra elosztja a jovedelmeket.

Jé kozelitéssel feltehetjiik, hogy csak a dolgozdk fizetnek személyi jovedelem-
adét. A nédlunk megvaldsult, matematikai értelemben valéban aranyos adéval sza-
molva, ahol egy 0 és 1 kozotti valds 6 az addkulcs, egy w a teljes munkaid6ért jaro,
roviden teljes havi bérii, havonta [ idét dolgozd egyén wl kereset utdn Gwl addt
fizet. (Nem érdemes 6rdban mérni a munkaid6t, egyszer(ibb, ha a maximaélis 176
orat tekintjiik egységnek.)

A gyermekektdl és a nyugdijasoktdl itt eltekintiink, és feltessziik, hogy az ado-
zds egyetlen célja: minden dolgozénak azonos alapjovedelemmel (jele: b) kiegészi-
teni addzas utani piaci jovedelmét.

Kiszemelt dolgozonk fogyasztasa

c=(1—-0)wl+b.
A lehetd legegyszeriibb hasznossagfiiggvénnyel dolgozunk:
Ul(e,1) = 2¢ — wi. (15)

Magyarazat: a fogyasztast duplan vessziik figyelembe, viszont minden dolgozd
6dzkodéasa a munkatol a munkaidé négyzetével aranyos, és az ardnyossagi tényezo
éppen w, a teljes havi bér.

4.1. TETEL. Adott addkulcs és alapjovedelem esetén minden dolgozé optimalis
munkakinélata
*=1-6.

Bizonyitds. Behelyettesitve a fogyasztast (15)-be, a hasznossigfiiggvényt egy-
valtozdssa tettiik:

Ull] = 2[(1 — O)wl + b] — wi?. (16)
Az optimélis munkakindlat U'[l] = 2(1 — §)w — 2wl = 0-b6l mér kozvetleniil
adddik. 0

Megjegyzések. A 4.1. tétel modellje tilzottan egyszeri. 1. Nem veszi figye-
lembe, hogy a valésdgban gyakran lehetetlen folyamatosan valtozé hosszisagi
részmunkat vallalni. 2. Elhanyagolja a csalddfenntarté férfi és a gyermeknevel6
no helyzete kozti kiilonbséget. 3. Elsiklik az adémordl folott, amely az addkulcs
mellett szintén befolyasolja az addelkeriilés mértékét. Ennek ellenére fontos rész-
igazsagot kifejez: nagyobb addkulcshoz egyébként valtozatlan koriilmények kozott
kisebb munkakindlat tartozik, ezért a kormanyzatnak célszerii elkeriilnie a munka
tiladoztatasat.
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Orszagos szinten a dolgozdk kereseteloszldsat egy F' eloszlasfiiggvény irja le, és
olyan mértékegységben szamolunk, hogy a teljes havi bér varhaté értéke egység-
nyi legyen: Ew = 1. Ekkor az alapjovedelem b = 6(1 — 6). Behelyettesitve az
addkulestdl fiiggd munkakinédlatot és alapjovedelmet (16)-ba, adédik

u(f) = (1 — 0)%w +20(1 — 0). (17)

(Itt megkiilonboztetésiil frunk U(-) helyett u(-)-t.)

Tegyiik f6l, hogy a kormanyzat a legkisebb hasznossagfiiggvényti, esetiinkben
a minimalbért dolgoz6 hasznossagéat akarja maximalizélni, akinek teljes havi bére
0 < wy, < 1.

4.2. TETEL. Modelliinkben a tdrsadalmilag optimdlis addkulcs

1—wy

0*

< (18)

1
C2—w, 2

Bizonyitds. (17)-be behelyettesitve w = wy,-et és derivdlva a fiiggvényt, az
optimalisi feltétel

0=1u'(0)/2=—wn(1—-0)+(1-0)—4. (19)
(19) gyoke valéban (18). a

Megjegyzés. A 4.2. tétel nagyon bolcsen azt sugallja, hogy minél nagyobb a
keresetegyenl6tlenség, amelyet itt 1 — w,,, mér, anndl nagyobb az optimalis adé-
kulcs. Ugyanakkor e tétel még a 4.1. tételen is tulmegy a valésag egyszeriisitésében.
Példaul a modellezett kormanyzat csak a legrosszabb helyzetliek helyzetének javi-
tasat tiizi ki célul, és ezzel tulléhet a célon. Errdl szdl a kdvetkezd tétel.

A tarsadalmi jolét korményzati maximalizdlasa helyett egy tomegdemokréci-
aban a valaszték hatdrozzak meg az egyensulyi adékulcsot. Ehhez sziikségiink van
a medidnszavazd fogalmara: legyen a dolgozdk F'(w) kereseti eloszldsa folytonos,
ahol F'(w) a w-nél kevesebbet keresSk ardnya a dolgozé népességben. Jelolje w®
a medidankeresetet, amelyre teljesiil, hogy F(w®) = 1/2. Azaz ugyanannyi dol-
goz6 keres w°-nal kevesebbet, mint amennyi tobbet. Fo6ltessziik, hogy két part
vetélkedik a szavazatokért: egy baloldali part magasabb (6;) addkulcesal, és egy
jobboldali part alacsonyabbal (6r): 0 < g < 0, < 1. A w keresetii szavazé arra
a partra szavaz, amely altal igért addkulcsnal a jéléte nagyobb, mint a mésiknal.
(17) alapjén a w keresetii dolgozé pontosan akkor szavaz balra, ha

uw, 0] > ulw, Og). (20)
(17) értelmében (20) ekvivalens a kovetkezd egyenldtlenséggel

(1 - HL)Qw + 29L(1 — GL) > (1 — GR)Z’LU + 293(1 — GR)
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A 4.1. tétel értelmében [v6. (18)] a w keresetli dolgozé szdméra szdmdra optimélis
addkules )
—w
0 = —. 21
(w) = 53— (21)
Mindkét part olyan addkulcsot javasol, amely gyézelemmel kecsegtet.

4.3. TETEL. A kétparti modellben mindkét part Nash-egyensiilyra térekszik,
amelyben a medianszavazo valasztdsa jut érvényre:

QL = 93 = H(wo).

Bizonyitds. Konnyen beldthat6, hogy (21)-ben a 6(w) addkules a w kereset
szigortan csokkend fliggvénye. A baloldali part megszerzi a dolgozok szegényebb
felének a szavazatait, ha 6(w®)-t javasol, és a jobboldali part megszerzi a dolgozék
gazdagabb feléét, ha 6(w®)-t javasol. Ha barmelyik péart ettdl eltér, a mésik part
elcsdbithatja a méasik part szavazéi hozza kozel es6 részét. O

Megjegyzések.

1. Ugy tlinhet, hogy e modell elfajult, hiszen mindkét part ugyanazt a koz-
politikédt javasolja. A valésdgban gyakran eléfordul azonban, hogy mindkét péart
kozépre hiiz, emiatt a szavazas nagyon kiegyenlitett, és csak mésodlagos kérdések
dontik el a véalasztas eredményét.

2. Természetesen az is gyakori, amikor nem két nagy part van, hanem toébb
kisebb; vagy nem egy, hanem tobb kérdés jatszik kozponti szerepet, és ilyenkor
mas modelleket kell alkalmazni.

5. Torténeti vazlat

Nem akartam torténeti részletekkel elvonni a figyelmet az elmélet logikdjardl,
de a vazlat végére érve helyénvalonak latszik a torténet vazoldsa. Daniel Berno-
ulli volt taldn az els6 gondolkodd, aki 1735-ben a szentpétervari paradoxon elem-
zése kozben rdbukkant a logaritmikus hasznossagfiiggvényre. A kozlekedésmérnok
Cournot (1838) bevezette a keresleti fiiggvényt, és két versengd vdllalat esetén
meghatarozta az egyensilyi megolddst. A hasznossdgfiiggvényen alapuld egyéni
és piaci elemzés uttoérdje Walras (1874/77) volt, aki az dltaldanos egyensulyelmélet
szamos kérdését vazolta, de az akkori matematika és a kozgazdasagtan fejletlen-
sége miatt a szabatos targyalds lehetetlen volt. A fixponttétel felhasznédlasaval
Neumann (1928) bizonyitotta be a nulladsszegli kétszemélyes jétékok alaptételét.
Samuelson (1947) monografidja hatarkd volt a matematikai kozgazdasdgtan fejls-
désében. A fiiggetlen hasznossdgfiigegvényti, sokszemélyes jatékelmélet kialakitdsa
Nash (1951) érdeme. Arrow és Debreu (1954) cikke tartalmazta az éltaldnos
egyensilyelmélet els§ szabatosan bizonyitott tételét. Samuelson (1958) fedezte
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fol az egyiittélé nemzedékek modelljét. Arrow (1963) mdr részletesen elemezte,
hogy az aszimmetrikus informécié és a moralis kockdzat miatt mennyire csorbul
az altalanos egyensulyelmélet érvényessége az egészségiigyi szolgdltatasok terén.
Az optimélis adézéds klasszikusa Mirrlees (1971), a medidnszavazo elméletét Black
(1948) dolgozta ki, és csirdjaban tartalmazta a Nash-egyensilyt.

6. Kovetkeztetések

Egyes szam els6 személyre valtok. Lehetlennek tiing feladatra vallalkoztam:
diohéjban bemutatni a matematikai kézgazdasagtant matematikusoknak. Nagyon
visszafogtam magam: csak néhany alapveté modellt korvonalaztam. Prébaltam
hangstilyozni a modern féaramu kozgazdasagtan egyik alapvetd sajatossagat: min-
dent az egyéni optimalizaldsra vezet vissza; s ebbdl a mikromegkdozelitésbol kisérli
meg levezetni a makroszinten megvaldsulé egyensulyt. A tobbtermékes statikus
modell eredményeit szembesitettem az egytermékes dinamikus modellével. Hang-
silyoztam a kevés- és sokszereplos modellek kozti kiilonbséget.

Ugyanakkor réviden igyekeztem utalni az alkalmazott modellek korlataira: pél-
daul az egyén képtelen kiszamitani az optimélis dontést, az egyensuly létezését
szavatold feltevések szdmos piacon nem &allnak fenn, ezért az egyenily vagy nem
optimalis vagy nem is létezik. A piaci rendszert mindig kiegésziti egy korményzati
szféra, amely példaul az adorendszeren keresztiil befolyasolja a piac miikodését.
Az adérendszer optimalitasa is vizsgalhatd, méghozza nem is egyféleképpen: mést
ad a tarsadalmi jolétet maximalizald tervezés és megint mést a két part versengése.

Csak néhdny alapvets cikk szerepel a hivatkozasi listan. Az itt leirtak zome
megtalalhato a legtobb emelt szintl tankonyvben. Ajanlom a wikipédia mathema-
tical economics cimszavat, amely nem ennyire szabatosan, de nagyobb ivben tar-
gyalja a kérdést. Kiilon felhivom a figyelmet két tovédbbi konyvre: Keynes (1936)
a Nagy Vialsag mélypontja utdn elméletileg is megmagyarazta, hogy az elégtelen
kereslet tomeges munkanélkiiliséghez vezet. Kornai (1971) monografiija nemzet-
kozileg is az els6k kozott mutatott ra az altalanos egyensulyelmélet korlataira.
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ON MATHEMATICAL ECONOMICS FOR MATHEMATICIANS
ANDRAS SIMONOVITS

This survey outlines the elements of mathematical economics for mathematicians. We int-
roduce the static and the dynamic models of optimal consumption. We extend these models
from one to many decision-makers, considering also the theory of strategic interaction: game
theory. Pure market models are extended by government intervention. Appreciating the results,
we point out unsolved problems.
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