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A MICHAELIS-MENTEN-KINETIKA DETERMINISZTIKUS ES
SZTOCHASZTIKUS MODELLJEI

LENTE GABOR

Toth Janos 70. sziletésnapja tiszteletére.

Ez a rovid osszefoglalé kozlemény a kémiai reakcidkra enzimek &ltal
gyakorolt gyorsité hatds matematikai modelljeit mutatja be. Az erre a cél-
ra legelterjedtebben haszndlt Michaelis—-Menten-kinetika értelmezésében az
enzim és szubsztratja kozotti megfordithaté adduktumképzédést kovetben
egy irreverzibilis, termékképzodéshez vezetd reakcid szerepel. A kémiai séma
t6bb kiilonb6z6 matematikai modellt generdl. A determinisztikus megkoze-

séges, nemlinedris differencidlegyenlet-rendszerrel irjuk le. A cikk ismerteti
ennek az analitikus megoldaséra tett kisérleteket, illetve széles kérben hasz-
nélt, zart formaja kozelité megoldésait. A sztochasztikus megkozelités nagy
szamu, de linedris kozonséges differencidlegyenletet hasznal. Ennek analiti-
kus megoldédsa viszonylag konnyen megadhaté arra az esetre, amikor csak
egyetlen enzimmolekula van jelen a rendszerben. Az ennél dltaldnosabb ese-
tekre kozelité megoldasi médszerek ismeretesek.

1. Bevezetés

Az enzimek rendkiviil fontos szerepet toltenek be bioldgiai rendszerekben. Haté-
suk révén a szervezetben nélkiilozhetetlen kémiai reakciok gyorsulnak fel, amelyek
mésként csak mérhetetleniil lassan mennének végbe. Az is eléfordul, hogy egy
enzim két reakcié csatoldsa révén olyan folyamat megvaldsuldsat teszi lehetévé,
amelyek ezen csatolds nélkiil a termodinamika torvényei alapjan tiltottak lenné-
nek.

Az enzimek folyamatokat gyorsité hatasanak kvantitativ leirdsa mar egy év-
szazada alapvetd kérdésnek szamit a biokémidban. Leonor Michaelis és Maud
Menten 1913-ban publikéltak egy azdéta klasszikusnak szamité cikket [24], amely-
nek lényege egy, az enzimek kinetikai hatasat viszonylag nagy altalanossaggal leiré
egyenlet felfedezése volt. Egy bo évtizeddel késébb George Edward Briggs és John
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Burdon Sanderson Haldane az egyenletet molekularis alapokon értelmezték, vagyis
kémiai magyardzatot adtak ré részecskék szabalyszerii kolcsonhatasat feltételezve
[5]. Erdekes médon ezen tény ellenére manapsdg a tankonyvek és a szinvonalas
kémiai szakirodalom gyakran Michaelis—-Menten-mechanizmusként emliti a magya-
razatot is.

Ebben a magyariazatban négy anyagfajta szerepel: az enzim eredeti forméja
(E), az atalakitand6 molekula vagy szubsztrat (S), az enzim szubsztréttal koleson-
hatdsban 1év6 forméja (ES) és a termékmolekula (P). A séméban sszesen harom
reakcié szerepel a kovetkezOk szerint:

E+S 4 ES
ES "L E+S (1)
ES *2 B4Pp

Ez a jelolésméd a kémia reakcidkat nyilakkal reprezentélja, a kiindulasi anyagok
a bal oldalon, a termékek pedig a jobb oldalon taldlhaték. Egy kis gyakorlattal
egy ilyen sémabol az altala generdlt matematikai modellek kénnyedén felirhatok.

Az itt bemutatott sémédban harom folyamat szerepel. Az els6 az enzim és a
szubsztrat kozotti asszocidcid, amelynek terméke az ES-sel jelolt enzim-szubsztrat
adduktum. A mésodik ennek a lépesnek a pontos megforditasa, vagyis ES disszo-
ciacidja az 6t alkoté részecskékre. A harmadik 1épés a lényegi termékképzbdés:
ebben a folyamatban keletkezik a végtermék és visszamarad az enzim eredeti alak-
ja, amely aztdn Uj szubsztratot kothet meg. Vegyiik észre, hogy az enzim két
formajara nézve a teljes séma zart, igen kevés enzim is nagy mennyiségii termék
keletkezését okozhatja. Ezért kémiai értelemben a folyamatban az enzim a katali-
zator szerepét jatssza.

Ez a cikk a Michaelis—Menten-kinetika két tipusi matematikai modelljeit
mutatja be: a reakcidkinetikdban szokasos determinisztikus és a jéval ritkabb,
de valdjaban ebben az esetben szintén nagyon fontos sztochasztikus megkozeli-
téstieket.

2. Determinisztikus megkozelités

A reakcidkinetika hagyoményos, determinisztikus megkozelitésében az egyedi
anyagfajtdk koncentracidjat irjak le az id6 fiiggvényében [12, 18]. A koncentrécidt
az ido folytonos fliggvényének tekintik, ezeket kozonséges differencidlegyenletekbél
lehet meghatdrozni. Az (1) séma dltal generalt differencidlegyenlet-rendszer alakja
a kovetkezo:
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A5 ES] + ki [BS)
——= =~k [E][S] + k1 [ES] + ko[ES]

L2 — B [E][S] — k1 [ES] — ko [ES]

Ezt az egyenletet sebességi egyenletnek hivjak. A reakcidkinetikdban a derival-
tak jelolésére a d/dt formalizmus hasznalata szinte kizdrélagos, taldn azért, mert
a fiiggetlen valtozok cseréje gyakran hasznos eljards az egyenlet megoldésa soran.
Az ismeretlen fiiggvények ([E], [S], [ES] és [P]) nem egyszeriien nemnegativ valds
szamok, hanem fizikai mennyiségek, amelyeknek dimenziéjuk van. A koncentra-
ci6 esetében a fizikai dimenzié az anyagmennyiség és a térfogat hanyadosa. Két
fizikai mennyiség Osszeadasat és kivondsat csak akkor lehet értelmezni, ha dimenzi-
6juk azonos. A dimenzidk egyezésének analizise a fizikai mennyiségeket tartalmazo
egyenletek helytallésaganak fontos tesztje.

A (2) egyenletrendszerbdl els6 rénézésre nem magétoél értet6ds, hogy hét para-
métere van. A sebességi dllanddk (k1, k_1, ko) nyilvanvaléan paraméterek, ezeket
maga az egyenlet is feltiinteti. Ezekkel kapcsolatban két megjegyzést is érdemes
tenni. Az els6 az, hogy ki és k_; egymastdl fiiggetlenek annak ellenére, hogy
olyan kémiai reakcidk sebességi allandéi, amelyek egymads pontos megforditdsai.
A maésik észrevétel az, hogy ezen paraméterek dimenzidja nem azonos: k_1-é
és ko-é az 1d8 dimenzidjanak reciproka (elsérendil sebességi allandd), mig ki-é
a koncentracié és az id6 szorzatdnak reciproka (mdsodrend®i sebességi allandd).
Maga a feladat lényegében kezdetiérték-probléma, igy a négy kezdeti koncentracié
([Slos [Elo, [ES]o és [P]o) is a paraméterek kozé tartozik. Az enzimkatalizis tipikus
eseteiben [ES]g = [P]o = 0, [S]o > [E]o, k—1 > ka2 és k1[S]o > ko is teljesiilnek;
ezeket a tulajdonsidgokat a gyakorlatban a megoldasok keresésénél idénként fel is
hasznaljak.

Itt kell még megemliteni, hogy a (2) egyenletrendszer a sebességi egyenletek
abba a nagy jelent&ségli csoportjaba tartozik, amelyeket tomeghatas tipusinak
neveznek. Ezek lényege, hogy minden eléfordulé reakcié sebessége egyenesen ard-
nyos a benne szerepl6 anyagok koncentracidjaval, s az ardanyossagi tényez6 a sebes-
ségi allandoé, ez fliggetlen minden koncentraciotol.

Vegyiik észre, hogy a (2) egyenletrendszerben a tagok két fiiggetlen linedris
kombinéciéja is nullat ad:
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d)S] d[ES] d[P]

w Ta e 7O
d[E]  dES]
dt * dt =0

Ezen egyenletek integrélis alakjdban a tényleges koncentracidk szerepelnek a
derivaltak helyett, s szerepeltethetck benniik a kiindulasi koncentraciok. Ezt az
alakot mérlegegyenleteknek szokas nevezni, mert a kémiai tomegmaradds torvényé-
vel vannak szoros kapcsolatban, s abbdl a differencidlegyenletek ismerete nélkiil,
pusztan a kiilonbo6zé részecskék osszetételébél levezethetdk:

[S] + [ES] + [P] = [So + [ES]o + [Plo = ©2

[E] + [ES] = [E]o + [ES]o = @. (3)

A mérlegegyenletek dltaldban lényegesen egyszerisitik a sebességi egyenlet meg-
oldasat, mert segitségiikkel néhdny koncentracié linearis kapcsolatba hozhaté a
tobbivel, igy a differencidlegyenlet-rendszerben szereplo egyenletek szama csok-
kenthetd.

Szintén a megoldas konnyitését szolgdls eljards a dimenziémentes alakra vald
transzformélds. Ennek lényege az, hogy a paraméterekkel val6 szorzassal vagy osz-
tassal olyan 1j fiiggetlen és fiiggd valtozdkat hozunk létre, amelyeknek mar nincs
fizikai dimenzidja. Ezt az eljardst skdldzdsnak is lehet nevezni [18], mert lényegé-
ben a koncentraciénak, illetve az idének keresiink olyan skéalat, amely a paramé-
terértékekkel van osszefiiggésben. A (2) egyenletrendszer dimenzidémentesitéséhez
célszerll j mennyiségek a kovetkezdk:

[ES] [P]

f:Ta 9267

CRQ kg o

=tk L 1= 2
T 25 @ kgj k27 (b [9)

Ezekkel a dimenziémentes valtozdkkal és allanddkkal a mérlegegyenleteket is
felhaszndlva a (2) egyenletrendszer a kiovetkezd alakra hozhaté:

Y —ao-nO—1-9 @+

T 4)
dg (
o=

fgy az eredeti sebességi egyenletet lényegi informéaciovesztés nélkiil olyan alak-
ra transzformdltuk, amelyben az ismeretlen fiiggd valtozok szdma kettére (f és
g), a paraméterek szdma pedig Stre csokkent (a, 3, ¢, valamint f és g kezdeti
értéke). Valbjdban a két csokkenés fiiggetlen egymdstdl: az egyenletek szdma a
mérlegegyenletek révén csokkent (ezekbdl kettd van), a paraméterek szdma pedig
a skdldzds miatt (id6- és koncentracidskédldt vezettiink be). A dimenzidémentes
koncentraciéfiiggvényekre a skaldzds miatt mindig teljesiil, hogy 0 < f < ¢ és
0<g<1
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Itt kell megjegyezni, hogy a szakirodalomban nagyon ritkan hasznaljék éppen
ezt az alakot, kiilonosen a ¢ fiiggvény definicidja és hasznalata nem szokdsos, mert
a (2) egyenletrendszer jobb oldalain a [P] koncentracié sehol nem jelenik meg.
Ennek ellenére a jelen szerzé szerint ez nagyon is logikus vélasztds, két okbdl
is: egyrészt a kisérleti technikdk tilnyomé tobbsége dltaldban éppen a P anyag
koncentraciovaltozasara érzékeny, masrészt errol a fiiggvényrol eleve biztos, hogy
monoton novekve, s ez a tény segitheti a megoldasi eljarasokat.

A (4) differencidlegyenletnek jelenleg nem ismert a teljes megolddsa,! noha a
paraméterek ismert értékeire numerikus moédszerekkel rutinszeriien, kell6 pontos-
saggal megoldhaté. Mivel g monoton fliggvény, az id6 kikiiszobolésével az f és g
fliggvények kozotti kapcesolat is kereshet6 a kovetkezd differencidlegyenlettel:

df «
= SG=N=f=g) = (B+1) (5)

Ezen differencidlegyenlet megolddsa sem ismert, viszont lehet6vé teszi a meg-
olddsok kvalitativ, a két véltozé fazisterében torténé tanulmanyozdsat [6].

Egy modell kvalitativ ismeretéhez dltalaban hozzatartozik a széls6érték-kiala-
kulas lehetGségeinek tisztazasa is. Az f fiiggvény 7 szerinti masodik derivaltja a
kovetkezdképp szamolhatd ki:

2
T =Y 20y +ag—ad—a—p-1) a6~ f
T dr

Az f és ¢ — [ a kordbban megéllapitottak szerint nem lehetnek negativak.
igy ha f-nek 7 szerinti elsé derivaltja nulla, akkor ugyanazon a helyen a méasodik
derivéltja nem lehet pozitiv. Ez azt bizonyitja, hogy ha f-nek van szélséértéke,
akkor az maximum, amibdl azonnal kovetkezik, hogy f-nek nem lehet egynél tobb
szélsOértéke. A tobbi fliggvény szélséértékeirdl a kovetkezd megallapitdsokat lehet
tenni: [P] novekvd fiiggvénye az idének, [ES] idéfiiggésében legfeljebb egy maxi-
mum lehet, [E] idéfiiggésében legfeljebb egy minimum lehet, [S] id6fiiggésében
pedig legfeljebb egy maximum lehet (a tipikus [ES]o = 0 esetben [S] szigortian
monoton csokkend fiiggvény).

Gyakorlati szempontbdl hasznos a (4) egyenlet kozelité megolddsait is keresni,
amelyeknek az a jellemzGje, hogy kiilonbségiik a tényleges megoldasndl altalaban
kisebb, mint a rendszer tanulmanyozasdhoz hasznélt kisérleti modszerek jellem-
70 hibaja. Az els6 kozelito Osszefiiggést az teszi lehet6vé, hogy a tipikus kezdeti
feltételek kozott szerepel az S és E anyagok kezdeti koncentracidja kozotti nagy
kiilsnbség, amely biztositja, hogy 1 > f mindig teljesiil. Igy a (4) és (5) egyenle-
tekben is szerepl6 (1 — f — g) tagban az 6sszeadanddk szama csokkenthetd:

I-f-g~(1-g).

1Ha a sziveg azt irja, hogy egy egyenlet megolddsa nem ismert, ez nem pusztédn annyit jelent,
hogy a szerz6 nem talédlta leirt megolddsnak nyomat a szakirodalomban, hanem egyuttal azt is,
hogy sem a sajat eréfeszitések, sem a Mathematica program nem taldltak ilyet.
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A (4) és (5) egyenletekbél ezen egyszeriisités utdn létrejové differencidlegyen-
leteknek sincs ismert megoldasa.

A kovetkez6 egyszerlisitési lehetdséget steady-state kozelitésnek (vagy Boden-
stein-elvnek) nevezik, s alkalmazdsi lehetGségeinek kiterjedt szakirodalma van [4,
12, 18, 21, 23, 35]. A mddszer lényege, hogy a paraméterek bizonyos megfelels
tartomdnydban a (4) egyenletben az els6 derivalt értékét nullanak tekintjiik:

O0=a(¢—-f)1—g)—(B+1/f

fgy a két fliggd valtozot kozvetlen kapcsolatba hoztuk egyméssal, ebben az
esetben f kifejezhetd gy, hogy csak g fiiggvénye legyen:

ap(l —g)

f:a—i-ﬁ—&—l—ag'

Ezt nevezziik az f fliggvény steady-state kozelitésének, ezt a tényt néha az
fss jelolés haszndlataval emelik ki. Ennek segitségével a (4) differencidlegyenlet-
rendszer egyetlen, szeparalhatd, kozonséges differencidlegyenletre vezetheté vissza:

dg  ag(l-g)

dr  a+pB+1-ag (6)

Ez az egyenlet ekvivalens a klasszikus Michaelis-Menten-egyenlettel [24], amely-
nek legelterjedtebb, dimenziémentesitést nem tartalmazo felirdsi formaja a kovet-
kez6:

dlP] _ ks[EJo[S]

Wik—}vij’fz+[s]'

(7)

Szokasos még bevezetni a vy, maximalis reakciésebesség és Ky Michaelis-
allandé nevili paramétereket a kovetkezdk szerint:

k_i+k
Umax = k2[E]07 KM - % (8)

Mindez azért célszerii eljards, mert a paraméterek koziil a kezdeti koncent-
racidkat a kisérletez6 lényegében szabadon allithatja be (tehdt értékiiket ismeri),
a maradék harom sebességi allanddt viszont a kisérleti adatokbdl kell meghata-
rozni. Olyan esetekben, amikor a steady-state kozelités hasznalhatd, nincs remény
mind a hdrom sebességi dllandé kiilon meghatdrozdsdra, csak a (8) egyenletben
bemutatott két paraméterkombinacié férhetdé hozza.

A (6) egyenlet analitikus megolddsa viszonylag egyszerien megadhaté zart
alakban a Lambert W-fiiggvény felhaszndlasaval [29]:

p+1 (0‘(1 = 90) La(1—go—o7)/(B+1)
g=1- w ea1=g0=¢7 .
a B+1

Alkalmazott Matematikai Lapok (2016)



MICHAELIS-MENTEN-KINETIKA 165

Itt a go jelolés a g fiiggvény kezdeti (vagyis 7 = 0 helyen felvett) értékét jelenti.
Ennek az egyenletnek az S részecske koncentracidjara irt alakja a kévetkezd [18]:

[S} = KMW (E_i]oe([s]ﬂ_vxl1axt)/KM) . (9)
M

A (2) sebességi egyenlet megolddsdnak Taylor-sorat viszonylag kénnyti eldalli-
tani, mert egymast kovetd derivdldsokkal a magasabb rendii differencidlhanya-
dosok t = 0-ban felvett értékei elérhetdk [18] az dsszefiiggés fokozatos derivélasival.
Az ilyen sorba fejtés kiilonosen egyszert, ha a kezdeti koncentraciok némelyike
nulla, s ez éppen a tipikus helyzet a Michaelis—-Menten-kinetika esetében. fgy
példdul [ES] Taylor-soranak els6 néhany tagja a tipikus [ES]o = [P]o = 0 kezdeti
feltételek mellett a kovetkezEképpen adhaté meg:

[ES] = ka[Elo[Slot — 2 [Elo[Slo(ka [Elo + k1 [Slo + k_y + k2)E>+

2
L}

+ [Elo[Slo(2kT[E]o[Slo + (k1[E]o + k1[Slo + k-1 + k2)*)t3+ ...

A P anyag koncentracidjara vonatkozo sorfejtésben az els6foku tag nulla:

k1ks
2

ik
6

[P] = [Eo[S]ot” [E]o[S]o(k1[E]o + k1[S]o + k_1 + k2)t> + ...

fgy bizonyos esetekben, kiilontsen kicsi reakciéid6knél, a Taylor-sorok elsé
néhany tagjanak polinomként valdé haszndlata is a megoldas elfogadhaté kozeli-
tését adhatja a gyakorlat szamara.

3. Sztochasztikus megkozelités

Ez a kozlemény tobb lehet6ség koziil valasztva a folytonos idot és diszkrét
allapotokat felhasznald sztochasztikus megkozelitési moédot hasznalja, mert ez &all
legkozelebb a széles korben elfogadott részecskealapi kémiai anyagszemlélethez.
Ennek matematikdjat Erdi Péter és Téth Janos [12], majd késébb Erdi Péter
és a jelen szerz6 [13] konyvei nagy részletességgel ismertették. Meg kell emliteni,
hogy a témakérnek elsésorban Téth Janos és Erdi Péter munkéjénak készonheten
jelent8s magyar nyelvii eredeti szakirodalma is van [10, 11, 27, 32, 33, 34, 16].

A szokésos, determinisztikus kinetikai megkozelitésben az egyes részecskék kon-
centracidjat adjuk meg az id6 fiiggvényeként. A koncentracidkat folytonosnak
feltételezziik, noha az atomelméletbdl vilagos, hogy ez az anyag részecsketermé-
szete miatt nem kifogdstalan lefrdsmdéd [20]. Ennek ellenére a folytonos kozelités
a problémédk nagy részére mégis megfelel, mert a kémia tobbnyire olyan nagy
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részecskeszamokkal dolgozik, amelyeknél az ebbdl a feltételezésbol szarmazd elté-
rések sokkal kisebbek, mint a kisérleti mdédszerekben rejld, elkeriilhetetlen hibak.
A CDS-megkozelités a koncentrécidk helyett allapotokrdl nyilatkozik, amelyeket
az egyes molekulaszdmok megadasdval azonositunk. A kévetkez6kben s a szubszt-
rat (S), e az enzim (E), es az enzim-szubsztrat adduktum (ES), p pedig a termék
(P) molekuldinak szdmdat jelenti majd. Ezen a ponton feltétleniil ki kell emelni,
hogy s, e, es és p csupan természetes szamok és nem fiiggvények.

Az egyszeriiség kedvéért a tovabbi gondolatmeneteket azokra a mar emlitett
tipikus kezdeti feltételekre irjuk fel, amikor kezdetben sem ES, sem P nincs jelen
(eso = 0 és pg = 0). Igy a (3)-ban megadott determinisztikus mérlegegyenlettel
analég sztochasztikus Osszefiiggések a kovetkezok:

es =eg — e, p=28)—8—ey+e. (10)

A CDS-megkozelitésben a mérlegegyenletek az dllapottér méretét korlitozzéak.
A lehetséges allapotok szama (M), a (10) diofantoszi egyenletrendszer megoldésai-
nak szama. Elemi kombinatorikai gondolatmenettel M értékére a kovetkezo képlet
vezethetd le [7]:

M:<80—62—0+1>><(60+1).

A képlet a sg > eg esetben hasznélhatd, ez a tipikus kezdeti feltételeknél telje-
siil. Ha sg < eg, akkor egy teljesen analég képletet lehet megadni sg és eg felcse-
rélésével.

A sztochasztikus kinetikdban a determinisztikus sebességi egyenlet szerepét
az alapegyenlet (vagy vezéregyenlet) veszi at. Vegyiik észre, hogy egy éllapot
azonositdasdhoz a (10) mérlegegyenletek miatt elegendd az s és e molekulaszamokat
megadni, ha az sy és ey paraméterek értéke ismert. fgy egy adott allapot valo-
szinliségét megadd idéfiiggvényt jelolhetjitk P ;-vel. Az alapegyenlet alakja a
Michaelis—Menten-kinetika esetében a kévetkez6képpen adhaté meg [1, 2, 3, 7, 8,
9, 14, 15, 17, 19, 23, 25, 26, 28, 30, 31, 36, 37]:

dPe s
Tt’ = —[k1es+ (k_1 + K2)(eo — €)] P s+
+ K1 (6 + 1)(8 + 1)Pe+1,8+1 + /1,1(60 — e+ 1)Pe,1’571+ (11)
+ I{Q(eo —e+ ].)Pe,1’5.
Az egyenletben szerepl6 sztochasztikus sebességparaméterek a determiniszti-
kusakbdl a kovetkezé médon hatarozhaték meg:

liliklNA/V, R_1 :k_l, KZQZkQ.

A (11) differencidlegyenlet-rendszer tomoren matrixformalizmussal is felirhatd.
Ehhez elészor egy x(e, s) rendezéfiiggvényre van sziikség, amely minden dllapothoz
egy egyedi pozitiv egész szamot, vagyis sorszamot rendel kihagyasok nélkiil. Ennek
egy lehetséges alakja:
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(so—s—ey+e+1l)(eg+1)—e, hae<s

(so—s—eo—i—e—l—l)(eoﬁ—l)—%—e, ha e > s.

x(e, s) =
fgy a (11) differencidlegyenlet-rendszerben szerepld tagok sorba rendezhetdk
egyetlen P vektor elemeiként, s az alapegyenlet ezzel a kovetkez6 forméba irhaté
at:
dp
dt
A (12) képlet az alapegyenlet igen tomor felirdsmddja, a benne szerepld ©
matrix elemeit atmeneti valoszinliségeknek is szokas nevezni. Mivel az egyenlet
linearis, a megoldésat is fel lehet irni a matrixokon értelmezett exponencialis fiigg-
vény hasznalataval a kovetkezd alakban:

OP. (12)

P = exp(01)Py.

Ezen megoldas haszndlata a jelenleg szokédsos szamitastechnikai hatérrel M
néhany ezret nem meghaladé értékeire megvalésithatd, mi tobb, numerikus szami-
tdsokban egyenesen kivanatos is. Vegyiik észre, hogy a CDS-megkozelitésii szto-
chasztikus alapegyenlet mindig linearis differencialegyenlet-rendszer, tehat elvi-
leg akar analitikusan is megoldhaté, s ilyen szempontbdl kedvezobb sajatsagu a
determinisztikus kinetika gyakran nem linedris differencidlegyenlet-rendszereinél.
Az dllapotok és igy az egyenletek szima azonban nagyon nagy, a CDS-modellekben
ez a nehézségek 6 forrasa.

Ha ez enzimmolekuldk kezdeti szdma 1 (e = 1), az alapegyenletet Ardnyi és
T6th dltal publikdlt médszerével [1], generdtorfiiggvények hasznalatdval meg lehet
oldani. A generdtorfiiggvény alakja a kovetkezd:

so—1+e

Ge(z,t) = Y 2°Po(t).

s=0

A képletben z segédvaltozo, értéke komplex szam is lehet. Az alapegyenletet a
generatorfiiggvénnyel a kovetkezd parcialis differencidlegyenletbe lehet transzfor-
malni:

9G.(2,1)
ot

0Geq1(2,t) 0G(z,1)
0z B P (13)
— (ko1 + K2)(1 — €)Ge(z,t) + (ko1 + £2)2(2 — €)Ge—1(2,1).

=kr1(e+1)

Ezzel a médszerrel a (11) képletben bemutatott 2sg + 1 (ez M értéke akkor,
ha ey = 1) kozonséges differencidlegyenletet két parcidlis differencidlegyenletté
alakitottuk, hiszen e csak a 0 és 1 értékeket veheti fel. A (13) egyenletrendszer
megolddsa viszonylag kénnyen megtaldlhaté [1]:
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Go(z,t) = Ter-1(z=1)/r1 ,—rat _,_f k-1 + K2 elritra)t
K_12 + Ko
2 oo r n 7 49n
L3S |2 (k2 (:)AE )z A
i=1 n=0 L —Ai K (14)
Gl(Z,t) — F(fl) _ fefn,l(zfl)/nlefngt _ fef(nlJrnQ)t_
2 o) r n T qn+1
(n) | k2 — (K2 + )\z(' ))Z Ay
- Z Z I ) e
i=1n=0 L -\ i

A ¢, mennyiség definicidja a kovetkezd:

. )\gn))\gn) + (K)l +Kk_1+ Iﬂ;g))\gn) + K1Ko2
k1(ka + /\z(-n))

an

A )\; dllanddk értékeit egy kovetkezd mésodfoki egyenlet gyokeiként lehet kiszé-
molni, s alakjuk a kovetkez6:

RO —wi(n+1) =K1 — Ky \/[fﬂ(n—s— 1) 4 ki1 + ka)® — dk1ka(n + 1)
=
2 2

N _ —rn 1) — ko — ko N \/[Hl(n +1) + K1 + Ko)® — dkika(n + 1)
1 - .
2 2

Erdekes (de persze nem véletlen) egybeesés, hogy ezek a A; dllandék éppen
a (12) egyenletben szerepld © métrix sajitértékei. A (14) egyenletben szintén
szerepld I' allanddkat a kezdeti értékekbdl lehet kiszamolni:

Végiil az egyedi P, s allapotvalésziniiségi fiiggvényeket a kovetkezoképp lehet
megadni a generatorfiiggvénybol:

Pes - laSC‘;(C(ZI’t).
k sl 0z
MeglehetOsen sok tovabbi munka foglalkozik az ey = 1 specidlis esettel, ezt a
szakirodalom néha egyenzimmolekulds kinetika néven is emliti [8, 9, 15, 19, 25,
31, 36, 37]. A tipikus kezdeti koriilmények ilyen rendszerekben olyanok, hogy
csak az atalakulatlan szubsztratmolekuldk és az enzim alapalakja van jelen, vagyis
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P 5,(0) =1, és P. (0) = 0 minden més allapotra. Ezen feltételek mellett a P 4,
és Py 5,1 fliggvényeket kiilonosen konnyti zart formédban megadni:

so—1 1
P1 s = — ()\; 01) ) + 1:1501) e)\gsofl)t ?\5301) ) + l(flSol) e)\(2s0—1)t
7 S0~ S0~ So— s0—
)\1 ’ - )\2 )\1 _ /\2 0
)‘(So_l) )\(So_l) (so—1)
Py o1 = _( 2 + K150) (A + /{150)6)\1 0oV,

AT =28 )k
A5 4 k1so) AP + kiso) Y

+
OV V)

Kisérleti eredményekkel valé 6sszehasonlitdasra sokat hasznéljak az els6 termék-
molekula keletkezéséhez sziikséges varakozasi id6t (7,) [15]. Ennek varhaté értékét
a kovetkez6 képlet adja meg:

(1) = / T (—8Pus(t) _ dPosa () g miso Rt p
bt 0 dt dt KR1K2S0 ’

Ez az egyenlet a kordabban, a determinisztikus megkozelitésnél mar definidlt Ky
Michaelis-allandé és [S] szubsztratkoncentracié felhasznédldsaval érdekes 1j alakra
irhaté at:

1 _ ka[S] ' (15)
(rw)  En+[S]

A (15) osszefiiggést a szakirodalom idénként egyenzimmolekulds Michaelis—
Menten-egyenletként emliti [15], ezzel is felhivva a figyelmet a (7) determiniszti-
kus Michaelis-Menten-egyenlettel valé analégiara. Ez az analégia azonban ebben
az esetben puszta véletlen egybeesésnek tarthaté. A determinisztikus kinetikdban
a (7) egyenlet csak a steady-state kezelésmdéd bevezetése utdn jon létre, vagyis
érvényessége a sebességi allandok lehetséges kombinacidinak kis részére korlato-
z6dik. Ezzel szemben a sztochasztikus (15) egyenlet a sebességi dllanddk érté-
kére vonatkozé semmiféle megkotést nem feltételez. A (15) egyenletet nézve akdr
még kisértést is érezhetiink arra, hogy a szamléléban eg-val valé szorzassal kiter-
jessziik egynél tobb enzimmolekulat tartalmazé rendszerekre, azonban az altalano-
sitas valgjaban igy nem lehetséges, ebben az esetben az Gsszefiiggések mar sokkal
bonyolultabbd valnak [7].

A sztochasztikus modellekben is lehetséges a determinisztikus steady-state koze-
litésnek megfeleld mdédszert hasznélni [7, 21, 26, 28]. Ennek egy elényds mddszere
annak feltételezése, hogy a P, , eléallithat6 egy csak a termékmolekulak szamatol
(p=s0—s+e—ep) és az id6tol fiiggd R, fuiggvény, illetve egy csak az allapot-
ra jellemz6 Se, , mennyiség szorzataként (itt es az enzim-szubsztrat adduktumok
molekuldinak szdma, es = eg — e):
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Ezzel az 1j mennyiséggel a (11) alapegyenletet a kovetkezd formdaba alakitjuk
at: IR
TtP = kgapflRpfl — k)gapRp.
Az egyenletben szerepel az a, 1j mennyiség, amely az ES molekuldk szaméanak
vérhaté értéke akkor, ha éppen p (= sg—s—eg+e) termékmolekula (P) van jelen a
rendszerben. Az R, fiiggvényrdl konnyen belathatd, hogy azon P, ; valészintiségek

Osszege, amelyekhez azonos p molekulaszam tartozik:

min(eq,s0—p)

R, = E P so+e—p—eo-
=0

Az a,-vel jelolt varhaté értéket S-bél kiindulva lehet meghatarozni:

min(eq,s0—p)

ap = E 1S5 p-

=0

Az ilyen kozelitést hasznalé munkdk eltéré képleteket hasznalnak S és a,
szamolasara. A legegyszeriibb megkozelitéseknél S haszndlata nem is feltétle-
niil sziikséges, ekkor a, (nem kifogastalan) szdmoldsi mdédszere a determinisztikus
Michaelis—-Menten-egyenleten alapul [26, 21]:

o — eo(so —p)
p= — T
so =Pk S

Az eddig publikaltak koziil taldn az a legmegalapozottabb gondolatmenet,
amelyben S értékeit feltételes egyensilyi valdszintiségekként adjuk meg a statisz-
tikus termodinamika eszkoztardval, allapotdsszegeken keresztiil [7]:

(eo) (so—p)! (ml-&-fsz)_
i /) (so—p—i)! K1

min(ep,s0— e so—p)! K_1+k2 )
Sopih o) (c0) (ool (k)

Az a, mennyiség szamolasara alkalmas képlet igy a kiovetkezd alakot 6lti:

Sip=

P

min(eg,s0—p) - (e (so—p)! Ko1tka )
Doy eTh Z(io) (soo—p;ii)! ( ;1 2)

ap = — =
min(eg,s0— e so—p)! K_1+kK
SR (7) piy (S

1F1 (7 min(eo, So 7p) + ]-, |60 — S0 +p| + 17 -
)

H71+H2>

K1

= min(ep, g — p : P
1K1 (- min(eq, so — p), leo — so + p| + 1, —#)

K1
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Az 1F; jelolés a konfluens hipergeometrikus fiiggvényt jelenti. Maga a képlet
egyébként fiiggetlen forrdsbdl, a mésodrendii reakcidk sztochasztikus leirasabol is
ismeretes [22]. Az a, mennyiség szérdsa a kovetkezSképp adhaté meg:

K
Oa, = \/C;fv]\[[l\:I — (€0 —ap)(s0 —p — ap)-

Az enzim-szubsztrét adduktumok (ES) és termékek (P) molekulaszdmanak vér-
haté értéke és szdérdsa (természetesen ezek az idé fiiggvényei) is egyszertien kiszé-
molhatdk:

(es) = zﬂ: a; R;
i=0

50

Oes = | O [(02,; + [a:]2)Ri] — [(es))?

=0

{p) =) iR
=0

S S 2
O'p(t) = zo:iZRi - <ZO: ZR1> .
=0 =0

Az els6 termékmolekula keletkezéséig elteld varakozdsi id6 (7,) varhaté értéke
is megadhaté ezzel a kozelitéssel, s ez joval Gsszetettebb, mint a (15) egyenlet
egyszeri szorzasa egp-lal:

1

Koo '

(Tw) =

A (11) alapegyenlet masféle kozelité megolddsa adhaté meg a binomidlis koze-
lités segitségével [17]. Ennek lényege, hogy a kiilonbozé részecskék eloszldsat min-
dig binomidlisnak tekintjiik:

w _ _
Pézzproz — ( ) (1 _ 6)w+e 60660 [
’ ey — €

(16)
( 50 ) ﬂ_s+eo—e(1 . ﬂ_)so—s—eo—&-e.

S+ey—e

Ebben a képletben két 1j id6fuiggvény szerepel, m és e. Az el6bbi definicidja:
_ — t
S K_1+ Ko W SoKR1 exp Iﬁ:l(SO €ok2 ) )
Sok1 K_1+ K2 K_1+ K2

Alkalmazott Matematikai Lapok (2016)




172 LENTE GABOR

A W jel a (9) képlethez hasonldéan a Lambert W-fiiggvényt jelenti. Az e fiigg-
vényt csak tobb egymast koveto egyenlettel lehet viszonylag tomoren leirni, ezek-
ben megadjuk a (16) egyenletben szerepel$ w mennyiség definici6jdt is:

w = min(ep,ep + s — e)

)\1 1 _ e()\27)\1)’i1t

= a/\z/)\l — e(A2=A1)K1t

eo + mSsg N K_1 + Ko N \/(eo + 780+ k_1 + k2)? — degmsg

)\ =
! 2 2k 2

e+ TSg  K_1 + Ko \/(eo + 7So + K1 + K2)? — degTso
+ - :
2 2K 2
Az eredeti kozleményben [17] szerepld részletes analizis szerint ezek a kozelitd

képletek minden, a gyakorlat szamara fontos paraméterérték mellett a tényleges
megoldas elfogadhato kozelitését adjak.

Ay =
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DETERMINISTIC AND STOCHASTIC MODELS OF MICHAELIS-MENTEN KINETICS

GABOR LENTE

This short review article gives a summary of the mathematical models used to describe the

enzymatic acceleration effects on certain chemical reactions. Michaelis—Menten kinetics is usu-
ally interpreted by a reversible adduct formation reaction between the enzyme and its substrate,
followed by the irreversible formation of the product. This chemical scheme gives rise to different
quantitative mathematical models. In the deterministic approach, simultaneous non-linear ordi-
nary differential equations are used to characterize the concentrations of the four participating
species. The possibilities of obtaining exact analytical or approximate, but explicit solutions are
discussed. The stochastic approach defines a huge set of linear ordinary differential equations for
the probabilities of possible states. A full symbolic solution is given for the case when there is
only a single enzyme molecule present in the system, and a number of approximation methods
are discussed for more complicated initial conditions.
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