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MEGOLDOTT ES MEGOLDATLAN FELADATOK
AZ OSZCILLALO REAKCIOK ELMELETEBEN

POTA GYORGY

Az 1un. oszcilldlé reakciékban — allandé hémérséklet, nyomas és térfo-
gat mellett, jél kevert, azaz térben homogén rendszerben — nagyszamu helyi
széls6érték jelentkezik bizonyos anyagok koncentracio-idé gorbéin, a rendszer
gyakorlatilag periodikusan viselkedik. Anyagaramlasra nézve zart rendsze-
rekben e periodicitas csak atmeneti, egy bizonyos idétartam utan megsziinik,
és a rendszer lényegében monoton médon egyensilyhoz tart. Anyagaramlds-
ra nézve nyitott rendszerben azonban a periodikus viselkedés csillapitatlanul
folytatédhat mindaddig, amig az anyagaramlas fenndll. E jelenség elméleti
tanulményozédsihoz a leiré autoném differencidlegyenlet-rendszer megoldasa-
inak vizsgdlata sziikséges. Ennek soran azonban — a rendszer nemlinearitdsa
miatt — a megoldasokat csak ritkan tudjuk zart alakban elééllitani. Végtelen
sok helyi széls6érték — periodikus viselkedés — esetén a periodikus megoldasok
felléptének feltételeit vizsgalhatjuk. Véges szdmu helyi szélsGérték esetén a
feladat a széls6értékek szamanak becslése lehet és annak vizsgédlata, hogyan
fligg ez a szam a paraméterektdl és a kezdeti feltételektdl.

Itt néhany korabbi elméleti vizsgalatot tekintiink &t az oszcillacids reak-
cidkkal kapcsolatban. Meghatdrozott feltételek mellett igazoljuk, hogy a
periodikus viselkedés létrejottéhez uin. autokatalitikus reakcid sziitkséges, és
kimutatjuk a periodikus viselkedésii reakciéosémak unicitasat.

Bemutatunk néhany olyan vizsgdalatot is, amely — a megfelel6 differencidl-
egyenlet-rendszer megolddsaval nyerheté — koncentracié-idé gorbék szélséér-
tékeinek szdmara vonatkozik.

Kitériink altalunk megoldatlannak ismert feladatokra is abban a remény-
ben, hogy ezek felkeltik az olvasok érdeklédését.

1. Bevezetés
Az allandé hémérsékletli, nyomésu és térfogati — emellett jol kevert, azaz

térben homogén — kémiai reakciérendszerekben az egyik legérdekesebb jelenség
az un. oszcillalo reakcidk fellépése. Az oszcillalé kémiai reakcidkban bizonyos

Alkalmazott Matematikai Lapok (2016)



176 POTA GYORGY

anyagfajtdk koncentracié-idé goérbéin szamos helyi szélsoérték jelentkezik, a rend-
szer gyakorlatilag id6ben periodikusan viselkedik. A periodikus koncentraciéval-
tozdsokat periodikus szin-, vezetGképesség-, potencial- stb. valtozasok kisérhe-
tik, amelyek révén a jelenség kisérletileg észlelhetové és vizsgalhatova vélik. Jol
ismert, jellegzetes és latvanyos példa az 1950-es években felfedezett és azdta vizs-
gélt Belouszov—Zsabotyinszkij-reakcié (réviden BZ-reakcid), amelynek videdja — a
hozz4 tartozé kémiai alapokkal egyiitt — példdul a [9] hivatkozdsban megtekintheté.

A BZ-reakcidt és a kordn megismert egyéb oszcillalé reakcidkat eleinte kisérleti
miitermékeknek vélték, mert a termodinamika II. fétételének megsértését — egy-
fajta 6rokmozgdt — lattak benniik. Kideriilt azonban, hogy anyagaramlédsra nézve
zart rendszerekben a periodikus koncentriciovaltozasok csupdn iddlegesek, addig
tartanak, amig a monoton fogyo kiindulasi anyagok koncentracidjanak csokkenése
eléggé naggya nem valik. Ezutan a periodicitds megszlinik, s a rendszer — legfel-
jebb néhény tovabbi szélséérték utdn — monoton tart az egyensulyi allapotdhoz.
Anyagaramlasra nézve nyilt rendszerben ugyanakkor az elfogyé kiindulasi anyagok
potolhatdk, s igy itt a periodikus koncentraciévaltozasoknak nem kell eltinniiik,
azok csillapitatlanul folytatodhatnak egészen addig, amig az anyagaramlas tart.

Az oszcillalé kémiai reakcidk kisérleti észlelése (kés6bb mar bizonyos értelemben
vett ,tervezése”) 1okést adott a kapcsol6dé elmélet kifejlesztésének is. Itt — a konk-
rét kisérleti rendszerek leiraséan tul — elsésorban az volt a feladat, hogy megallapit-
suk, altalaban — azaz konkrét anyagoktdl fiiggetleniil — milyen reakcidk, ,vissza-
csatoldsok” sziikségesek az id6ben oszcilldlé koncentracidk megjelenéséhez. (Ezen
a teriileten a szerzok jelentls része a ,visszacsatolds” szot inkdbb metaforikusan
hasznalja, és arra a hatésra utal vele, amelyet a rendszer strukturaja, a koncent-
raciék megvaltozdsa a reakcidsebességre gyakorol.)

Minthogy a reakcidkinetika — ezen beliil az oszcillalé reakcidk — leirasdhoz auto-
ném kozonséges differencidlegyenlet-rendszereket hasznalunk, a periodikus viselke-
dés elméleti vizsgélatahoz természetesen kindlkozott a differencidlegyenletek kvali-
tativ elmélete. Ennek alapvetd eszkoztara a XX. szdzad mésodik felére lényegében
készen varta az alkalmazokat (lasd példaul [20]). Ez utébbiak aztén — meglehetd-
sen tekintélyes szamban — meg is érkeztek, és aligha kétséges, hogy nagy szerepet
jatszottak a kvalitativ elmélet tovabbi fejlédésében.

Ugyanakkor az oszcillalé viselkedésmdd lefrdsa — elvben — gy is lehetséges,
hogy nem a koncentraciék periodikus valtozésat vizsgaljuk, hanem a rajtuk fellépo
helyi széls6értékek szamat. Ez anyagaramlisra nézve zart rendszerekben lehet
érdekes, ahol a periodicitas csak id6leges és a fennalldsa alatt is inkabb kozelito
jellegii. Az ilyen vizsgalatokhoz ismereteink szerint nem 4all rendelkezésre dltalanos
elmélet, igy az eredmények is jéval szerényebbek.

A kovetkezOkben — egy kordbbi el6addsom [29] kiegészitésével — néhdny olyan
eredményt és ezekhez kapcsolédo megoldatlan problémakat mutatok be, amelyek a
sajat vizsgdlataimhoz kapcsolédnak. Tudni kell, hogy palyam kezdetén, az 1980-as
évek elején 2 honapos belfoldi 6sztondijat tolthettem el Téth Janos és kutatotarsa,

Alkalmazott Matematikai Lapok (2016)



MEGOLDOTT ES MEGOLDATLAN FELADATOK AZ OSZCILLALO REAKCIOK
ELMELETEBEN 177

baratja, Erdi Péter miihelyében. Ebbdl sokéves — igy hiszem, kolcsonosen inspirald
— szakmai kapcsolat sziiletett. Erdekes, hogy kozosen mégis csupan egy megjelent
munka szerzdi listdjdban szerepeliink [5], de a dolgozatokban szerepld koszonet-
nyilvanitasban — féleg részemrol — sokkal jobban &llunk. Mindenesetre a kovetkez6
témak — szamos egyéb mellett — Téth Janost és szerzétarsait is érdekelték és — a
teljesség igénye nélkiil — igyekszem is utalni az idevagd eredményeikre.

2. A reakcidkinetika differencialegyenletei

Az allandé hémérsékletii, nyomasa és térfogati, jol kevert reakcidkinetikai
rendszereket

&= £(c); c(0) = co

alaki, valamely W C R¥ nyflt halmazon értelmezett kezdetiérték-feladat irja le.
Itt ¢ a koncentracidk, f pedig a reakciésebességek K-dimenzids vektora. Az esetek
nagy tobbségében f nemlinedris fliggvény, és emiatt képlettel kifejezheto, zart ala-
ki megoldést csak ritkdn taldlunk. Kapdra jon tehat, hogy a differencidlegyenletek
kvalitativ elméletének segitségével valamit mondhatunk a megoldasok viselkedésé-
r6l a rendszer megoldasa nélkiil is.

Ebben a cikkben — a vizsgélt teriilet céljainak megfeleléen — in. reakcidkineti-
kai modellekkel foglalkozunk. Ezek jellemzbje, hogy eleget tesznek ugyan a kémiai
reakciék idobeli lejatszodéasat leird alapveto reakcidkinetikai torvényszeriiségeknek,
de nem kapcsolédnak konkrét anyagfajtakhoz (példaul kénsav, H'-ion, etil-alkohol
stb.), elvben tébbféle anyagfajta-egyiittessel is megvalésulhatnak. Ennek megfele-
16en az anyagfajtakat konkrét kémiai képlet helyett csupan nagybetiikkel jeloljiik.
Elofordulhat az is, hogy egy-egy modell megalkotéi a nagybetiikhoz eredetileg
konkrét anyagfajtakat rendeltek, de esetiinkben ezt nem kell figyelembe venni.

A kémikus egy-egy konkrét esetben a lejatsz6do kémiai reakcidk és azok sebes-
ségi egyenletének felsoroldsdval kezdi, ezekbdl dllitja fel a rendszert (,,pl. lombikot,
reaktort, él6lényt stb.-t” [3]) leiré differencidlegyenlet-rendszert. Példdul az

X+Y — 27; vy = kizy
A+Y — 2Y+7Z; vo = koay
X+7Z — P v3 = ksxz

Y = Q; vy = kyy

egyirdnyu reakciéknak (—) és — a kisérletekb6l ismert vagy csupén feltételezett —
sebességi egyenleteiknek (v, vq,vs,v4) az
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T =—v; —v3 =—kizy — k3xz
y=—v1 +v2 — vy = —kizy + kaay — kgy
Z = 2v1 +vo —v3 = 2k12y + koay — kszz
p=wv3 = kzxz

q.:’U4:k4y

differencidlegyenlet-rendszer felel meg, amelyben z, y, 2z, p és ¢ rendre az X, Y,
Z, P és Q anyagfajtak ismeretlen koncentracié-ido fiiggvényei; ky, ko, ks, kg > 0 az
in. sebességi egyiitthatok, amelyek matematikailag allanddk; végiil a az A anyag-
fajta koncentrécidja, amelyet ebben az esetben kiilsé anyagbetdplaldssal allandé
értéken tartunk, ezért nem irtunk fel a-ra kiilon differencidlegyenletet. Ezeket az
egyenleteket egészitjiik ki a kezdeti feltételekkel.

Figyeljiik meg, hogy a jobb oldalakon a negativ eléjelii tagokban mindig meg-
jelenik az a véltozd, amelyet a bal oldalon differencidlunk. (Az els§ egyenletben
példdul nem léphetne fel —ksy vagy —kgzy alaki tag.) Ez dltaldnos szabdly, és
matematikai szempontbdl talan ez a ,reakcidkinetikai differencidlegyenlet” legegy-
szerlibb ismérve.

Megjegyezziik, hogy a reakcidkinetika egzakt matematikai elméletként is fel-
épithetd, ezzel kapcsolatban ldsd példdul a [6, 38, 4] munkdkat referencidikkal
egylitt.

3. Hany oszcillalé modell van?
3.1. A két valtozd koncentracié esete

A legfeljebb méasodrendu reakcidkat és két valtozé koncentracidéju anyagfajtat
tartalmazo reakcidkinetikai modelleket dltalanossagban az

T =ag+ a1r + ay + a3x2 + asxy + a5y2

1
G = by + bry + bax + b3y® + bayx + bsa> S

differencidlegyenlet-rendszer irja le, ahol z és y a valtozé koncentraciok, az ag, . . . , as
és by, ..., by egylitthaték pedig allanddk, amelyekre

agp, a2, as, b07 b27 b5 > 07

tovabba
a3, b3 <0

teljesiil. A maradék aq,aq, b1, by egyilitthatok pozitivak, negativak és nullak egy-
arant lehetnek. A kiilonféle reakcidkat tartalmazé modellek esetében az egyiittha-
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tok kiilonféle részhalmazai zérusok. Példaul az

A —- X V1 :kla
X - W ngkgl‘
X+Y — 2Y vs = ksxy

reakcidrendszert leird differencidlegyenletek — amennyiben A és W koncentracidja
allando —

T = ag+ a1x + asxy

Yy = bazy,

ahol
a0:k1a>0, a1:—k2<0; a4:—k:3<0; b4=k‘3>07

a fel nem tiintetett tobbi tag egyiitthatéja pedig nulla.

A két dimenziéban érvényes Bendixson-kritérium [10] segitségével sikeriilt iga-
zolni [19, 14], hogy az (1) rendszernek csak akkor lehet pozitiv periodikus megol-
désa (amely a pozitiv koncentrdcidk oszcillaciéjanak megfelel), ha a rendszerben
a1, a4, by, by valamelyike pozitiv. Ha ugyanis aq,aq,b1,bs <0, de az (1) rendszer-
nek van pozitiv periodikus megoldédsa, akkor — a Bendixson-kritérium értelmében
oQ

opP
B (L Y) T afy(a:,y) = a1 + 2a3x + asy + by + 2b3y + by (2)

kifejezés — ahol P és @ rendre (1) elsé és mésodik egyenletének a jobb oldala
— a pozitiv sitknegyedben nem el6jeltarté. Ez azonban — az eléjelek miatt — csak
akkor lehetséges, ha a (2) kifejezésben szereplé dsszes egyiitthaté nulla. Ha (2)-ben
barmelyik egyiitthaté kiilonbozik nullétél, gy (2) jobb oldala mindeniitt negativ
lesz a pozitiv sitknegyedben, ami kizarja a pozitiv periodikus megoldas 1étezését.
Az (1) rendszer tehét

&= ag + asy + asy®

y = bo +b21’+b51’2

alaki, ennek azonban — a nemnegativ jobb oldalak miatt — nem lehet periodikus
megoldasa. Ez az ellentmondés igazolja az allitést.

Kémiai nyelven arrél van szd, hogy pozitiv periodikus megoldas felléptéhez
a reakciérendszerben jelen kell lennie egy tn. autokatalitikus reakciénak, amely
példaul a kovetkezd alaku lehet:

A+X — 2X; v =kiax
X4+Y — 2X vy =koxy

és/vagy
B+Y — 2Y; w3 =ksby
X4+Y — 2Y; vy = kyxy.
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Itt az A és B anyagfajtdk koncentracidja feltevés szerint allandé.

Linedris stabilitasvizsgalattal [11] sikeriilt bebizonyitani, hogy az (1) rendszer
porzitiv staciondrius pontjai koziil a csomdk és a fékuszok mindig stabilisak [8, 12,
37).

A Bendixson-kritérium altaldnositdsanak tekintheté Dulac-kritérium [10] segit-
ségével végiil azt is meg lehetett mutatni [25], hogy ha az (1) rendszernek van
pozitiv periodikus megoldasa — azaz a pozitiv siknegyedben zart trajektéridaja —,
akkor a rendszer

T = a1x + asxy

(3)

Y = by + bayx

alakid. Az egyiitthatok kiillonbozé eldjelkombinaciéit végigvizsgalva kideriilt az is,
hogy a pozitiv periodikus megoldés 1étezéséhez vagy (a) a; > 0, ag < 0, by < 0 és
by > 0, vagy pedig (b) a1 <0, ag > 0, by > 0 és by < 0 sziikséges.

A Dulac-kritérium alapjén elegendé egyszerii szamolassal beldtni, hogy ha az
ai, a4, by, by egytitthatékon kiviil mas egyiitthaté is kiillonbozik nullatol, gy a pozi-
tiv negyedben a

{5 <P>+3<Q)] ()= —20 % 0 0y by by by bsw
ox \ zy oy \ xy 2y x? oy 2 ylz y? oz y?
kifejezés elbjeltarté (negativ). Ez kizdrja pozitiv periodikus megoldds 1étezését.
Itt P és @ ismét rendre (1) els§ és mdsodik egyenletének jobb oldala. (Az (1)
rendszer specidlis eseteire nézve lasd az [1, 41, 42, 31] hivatkozasokat.)

Ismeretes, hogy a (3) rendszernek minden (a) vagy (b) feltétel szerinti egyiitt-
hato-egyiittesre van pozitiv periodikus megoldasa; azonban a pozitiv negyedben
a stacionarius allapotot végtelen sok zart trajektoéria Oleli koriil, amelyek nem
w-hatarhalmazai egyetlen mas trajektorianak sem, azaz egyikiik sem az alkalma-
zésokban nagyon keresett hatérciklus [13]. Igy az (1) rendszernek lehet ugyan zart
trajektéridja a pozitiv negyedben, de az nem lehet hatéarciklus.

Kémiai szempontbdl a (3) rendszer az (a) és (b) feltételekkel egyiitt rendre
megfelel a

A+X — 2X; v = kiax
X+Y — 2Y; vo = koxy
_>

Y P; vz = k3y

és az
A+Y — 2Y; vy = kiay
Y+ X — 2X; vo = koyx
X = P; vz = k3x
modellek kinetikai differencidlegyenleteinek, feltéve, hogy A koncentracidja
allandé. Lathatd, hogy az X és Y anyagfajtak jelolésének felcserélésével a két
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modell atmegy egymasba, és mindkét esetben a jél ismert Lotka—Volterra-féle
klasszikus modellel [18, 40] van dolgunk.

Kémiai nyelven azt mondhatjuk tehat, hogy a legfeljebb méasodrendii reakcio-
kat és két valtozd koncentraciéju anyagfajtat tartalmazé modellekben az egyetlen
oszcillator a Lotka—Volterra-modell, hatarciklusos oszcillacié pedig nem léphet fel.

Schuman és Té6th [32] mds — mélyebb — matematikai médszerrel bizonyitottak
az elébbi allitdsokat.

Téth és Hars [33] a kovetkezd kérdést vetik fel: Legyen adva az

T=x—aY; Y=Y —Y
Lotka—Volterra-tipusi rendszer
E=—mn=¢ (4)

linearizalt alakja. Mi az a legegyszeriibb kétvaltozos kinetikai tipusu differencidl-
egyenlet-rendszer, amely a (4) alakot 6lti, ha valamelyik staciondrius pontja koriil
linearizaljuk? A ,legegyszeriibb” fogalmat természetesen alkalmas mddon defini-
aljak. Valaszuk szerint a legegyszertibb ilyen rendszer egyértelmiien a Lotka—Vol-
terra-rendszer. Ugyanezt a kérdést megvizsgéljak az un. kétdimenziés Explodator-
rendszer esetében is, tovabba mddszert javasolnak el6irt tulajdonsagu kinetikai
rendszerek konstrukciéjara.

3.2. A hirom valtoz6 koncentracio esete

Ha nem kettd, hanem harom valtozé koncentraciéji anyagfajtat engediink meg,
akkor a reakcidkinetikai modelljeinket harom valtozés autoném differencidlegyenlet-
rendszerek fogjak leirni. Amint az kozismert, a Bendixson- és a Dulac-kritérium
nem altaldnosithaté ketténél tobb dimenzidra kiegészité feltételek nélkiil, igy
ebben az esetben lényegesen nehezebbnek tiinnek a bemutatott kétdimenzids eset-
hez hasonlé vizsgalatok.

Viszonylag egyszertien vizsgalhaté volt azonban az

T =ag+ a1z + agy + azz + a4y + asxrz + agyz + a7:£2 + a8y2 + a9z2

1§ = by + b1y + box 4 bz + bazy + bsyz + bgxz + bry? + bgx?® + byz? (5)
z=co+c1z2+ cox + c3y + cuxz + c5yz + cgry + 0722 + 08z2 + 09y2
rendszer, amelyre
ap, az, a3, ag, as, ag > 0
b07 b27 b37 b67 b87 b9 2 0
€05 €2, €3, C6, 8, C9 > 0

ar,br,cr <0
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és

AP+BQ+CR=0 (7)
teljesiil, ahol A, B és C nem csupa zérus allanddk, P, @ és R pedig rendre (5) elsé,
masodik és harmadik egyenletének a jobb oldalat jelentik. Az tin. Demidowitsch-

kritérium [2] helyes sikbeli vdltozata alapjdn sikeriilt igazolni [26], hogy e rend-
szerben nem lehet a pozitiv térnyolcadban zart trajektéria, ha

a1, a4, 0as S 0
b1,b4,b5 <0

c1,¢4,c5 < 0.

Ez kémiai nyelven azt jelenti, hogy a periodikus koncentraciévaltozasok felléptéhez
autokatalitikus reakcid, példaul

A+X — 2X; v1 = k1ax
X+Y — 2Y; vo = koxy
X+7Z — 27 vy = ksxz

jelenléte sziikséges (az A anyagfajta koncentrdcidja — azaz a — édllandd). Ez a
megallapitds eredetileg Motovénak koszonhet6 [19].

Az emlitett sikbeli Demidovitsch-kritérium alapjan ki lehetett mutatni [26] azt
is, hogy ha az (5)—(7) rendszernek van pozitiv periodikus megolddsa — azaz a
pozitiv térnyolcadban zart trajektoriaja —, akkor a rendszer

T = a4xy + a5z
Y = byzy + bsyz

Z =422 + C5Y2
alaki, amely tartalmazza az

X+Y — 2Y; v1 = kixy
Y+7Z — 27 vg = koyz
7Z+X — 2X; v3 = kaxz

modell

T =—kixy + ksxz
Y = kizy — kayz (8)
z=—ksxz + koyz

i+y+i=0
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kinetikai differencidlegyenleteit. Ismeretes [43, 39], hogy a (8) differencidlegyenlet-
rendszernek — k1, ko, k3 minden pozitiv értékére — valéban van pozitiv periodikus
megoldasa.

Kémiai szempontbdl az (5)—(6) egyenletek masodrendii reakciékbdl 4116 modell-
eket frnak le, amelyek azonban — (7) miatt — anyagdramldsra nézve zdrtnak tekint-
heték. Az igy fellépé pozitiv periodikus megolddsokat a kémikusok jelentés része
matematikai miterméknek tekinti, tehat ezekkel a vizsgdlatokkal a zart rendszer-
ben ,szabalytalanul” fellépé oszcillalé reakciémodellekre kapunk inkdbb felvildgo-
sitast.

Megvizsgaltuk [26] azt az esetet is, amikor az (5)—(7) egyenletek szerinti, zart
kémiai rendszert anyagdramlasra nézve nyiltta tessziik, aramldsos reaktorban en-
gedjiik a reakcidkat lejatszodni. Matematikailag az

Lii':P-l-ko(.’)So—l‘)
9 =Q+ko(yo—y)
2=R+]€0(20—Z)

rendszert vizsgdltuk, amelyben P, @ és R ismét rendre az (5) rendszer jobb oldalait
jelentik tovabba
kO > Oa Z0, Yo, 20 > 07

és xo, Yo, 2o legalabb egyike nem nulla. Ebben a rendszerben — anyagaramlédsra
nézve nyitott jellege miatt — a pozitiv periodikus megoldasok kémiailag mar ,lega-
lisak” lehetnek. Ezzel egyiitt matematikailag igazolhatd, hogy a rendszernek nincs
pozitiv periodikus megoldasa.

Kémiai szempontbdél azt mondhatjuk tehdt, hogy ha aramldsos reaktorban
megjelené periodikus koncentraciévaltozasokat modelleziink, akkor a modellnek
legalabb négy valtozd koncentracidja anyagfajtat kell tartalmaznia.

A Demidovitch-kritériumhoz és annak — a sikbeli valtozatot nem érinté —
Schneider-féle korrekci6jdhoz [30] illeszkedik Téth Jénos tobbdimenziés Bendixson-
tipusu tételekkel kapcsolatos dolgozata [34].

3.3. Megoldatlan feladatok

Legjobb ismereteim szerint mdig megoldatlan az a feladat, hogy az (5)—(6)
rendszernek — immaér a (7) feltevés nélkiil — melyek azok a részrendszerei, amelyek-
nek van pozitiv periodikus megolddsuk. Ez a feladat alighanem a jov6 kutatoira
marad. Erdekes lenne, ha kideriilne, hogy nem is olyan nehéz, mint amilyennek
latszik. Az oszcillaciés viselkedés olyasfajta unicitdsa, mint amelyet a kétdimenzids
esetben lattunk, itt aligha johet szdba, mivel tobb haromvaltozés reakciomodellt
ismeriink, amelyekben a periodikus viselkedésmdéd — numerikusan vagy formalis
matematikai titon — bizonyitva van. A (8) modell mellett ilyen példaul a nevezetes
Oregonétor-modell [7], vagy az Explodédtor-modell [21].
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Fontos lenne az is, hogy a kémiai, biokémiai oszcillaciok tervezésére vonatkozd
— rendszerint a ,visszacsatolds” fogalmaval megalkotott — fizikai elveket egzakt
matematikai elméletekké forméljuk at. El6fordul egyébként, hogy egy-egy szerzé
a sajat vizsgdlatait abszolutizdlva megalapozatlanul mond ki altalanos feltételeket
a kémiai oszcillacid megjelenésére nézve. Téth Janos a multistacionaritds és az
oszcillacid kozotti vélt kapesolatokat birdlja, tévhiteket oszlat el [35].

Téth Jénos Simon Péterrel kézosen irt — az alkalmazasokra is kitérd — tankony-
ve [36] pedig remélhetdleg szdmos 1j kutatét toboroz a teriiletnek.

4. A széls6értékek szama

Anyagaramlasra nézve zart rendszerekben az idével megszting, kozel periodikus
viselkedés, vagy akar a csupan néhany széls6értéket mutaté koncentraciéo—idé gor-
bék is érdekesek lehetnek. Ez indokolja, hogy a koncentracié—id6 gorbéken fellép6
széls6értékek szamat megprobaljuk meghatarozni vagy megbecsiilni. Ha a kinetikai
differencidlegyenletek megoldasat zart alakban elé tudjuk allitani, akkor a széls6-
értékek szamat a derivéltak vizsgalatdaval megprobalhatjuk meghatarozni. Nincs
azonban garancia arra, hogy a benniinket érdeklé esetben a megoldast zart alakban
el6 tudjuk &llitani, rdadasul a megoldas analitikus vizsgalata nagyon bonyolult is
lehet.

4.1. Els6rendii rendszerek

Az un. els6rendii reakciérendszerekben a leiré kinetikai differencidlegyenlet-
rendszer alakja
¢ = Kc, (9)

ahol ¢ a koncentréicidk vektora, K pedig a sebességi egyiitthatékat (és esetleg a
sztochiometriai egyiitthatékat) tartalmazé matrix. A linedris differencidlegyenle-
tek elmélete [23] alapjén (9) megolddsa felirhaté a

J
cr(t) = Pei(t)ed’ k=1,2,... K (10)
j=1

alakban, ahol A, Ao,..., Ay a K matrix rendre mq,mo,...,m y multiplicitasu
kiilonbozd sajatértékei, Pyi(t), Pra(t),. .., Prs(t) pedig rendre legfeljebb mq — 1,
mo — 1,...,my — 1 fokszdmu polinomok. Ha — termodinamikai elvek és a tapasz-
talat alapjan — elfogadjuk, hogy anyagaramlasra nézve zart rendszerben csillapodé
oszcilldcié nem léphet fel, akkor a sajatértékek valésak. Az anyag megmaraddsa, az
egyensilyi koncentraciok 1étezése miatt az egyik sajatérték nulla, a tobbi negativ,
a nulla sajatértékhez tartozé polinom pedig egyszerii allandéra redukalodik.
Ezek utdn egy szellemes lemma segitségével megvizsgélhatjuk a (10) koncent-
raci6—id6 fiiggvényeket [24]. Eredményiil azt kapjuk, hogy — anyagéramlédsra nézve
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zart rendszerben — mindegyiken legfeljebb K — 2 helyi széls6érték léphet fel, ahol
K a rendszert felépitd anyagfajtdk szdma (tehat (9) dimenzidja).

s

Itt tehét a koncentracio—ido6 gorbéken fellépo szélsoértékek szama nem noveked-
het egy korlat f6lé akkor sem, ha a kezdeti koncentraciékat tetszéleges mértékben
megnoveljiik.

4.2. A nemlinedaris eset

A zért alakban eléallitott megoldds vizsgalatanak korlatai sejlenek fel az

A — X, v = kla
2X — P vy = kox?

modell esetében, amelynél az a, © koncentraciokra

a=—-v1 = —ka
T =0 — 2uy = k1a — 2kox?
a(0) =ag >0
z(0)=0

érvényes. Az X anyagfajta koncentrécidjara tehat

JJ(t) = k‘laoe_klt — 2k52$2(t)
2(0)=0

teljesiil, amelynek analitikus megoldédsa egy Bessel-fiiggvényeket tartalmazd, bonyo-
lult kifejezés [3, 16]. Ha azonban észrevessziik, hogy

#(t) = —k2age ™t — dkox(t)i(t)

alapjan a helyi szélséérték € helyén — (€) = 0 miatt — (&) = —k?age "¢ < 0,
akkor kovetkezik, hogy tetszéleges helyi szélséérték csak helyi maximum lehet.
Ezzel — egyszerti iton — jelentdset 1éptiink elére az z megoldas gorbéjén fellépd
helyi széls6értékek szdmdnak becslésében. [28]

Mindez természetesen nem jelenti, hogy ne kellene torekedniink a zart alaku
megoldasok eléallitaséra.

Ha nem tudjuk a megoldast zart alakban el6allitani, vagy ennek vizsgalata
nehézkes, hasznosnak bizonyulhat egy ilyen — viszonylag egyszerti — tétel is [22]:

Legyen a valds, és legyen f(x)-nek Z szdmu zérushelye a 0 < x < +oo inter-
vallumban. Ekkor az

af(z)+ f(x)
fliggvénynek ugyanitt legaldbb Z — 1 zérushelye van.
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E tétel egy egyszerii altalanositdsat a magasabb rendii derivaltakra alkalmaz-
va sikeriilt megadni [27] a t&bb helyi széls6érték felléptének bizonyos sziikséges
feltételeit a kovetkez6 rendszerben:

i(t) = kopoe """ — af(x(t))y" (t) — ag(x(t))

y(t) = (C =0)f(z(t)y"(t) + (c = b)g(x(t)) — kay(?) (1)
z(0) =

y(0) =

ahol kg, pg,a,b,c > 0 éllanddk, ¢ — b > 0, n > 1 pozitiv egész; feltettiik, hogy
£(0) = ¢(0) = 0, tovdbba f'(z) > 0, és ¢’(x) > 0, ha = > 0.

Megallapithaté volt, hogy a (11) kezdetiérték-feladat tetszdleges pozitiv (z,y)
megoldasa esetén

k
(a) k—o < n, ha z-nek egynél tobb helyi széls6értéke van;
2

k

b) -2 < 1, ha y-nak ketténél tobb helyi széls6értéke van.
k
2

Kémiai szempontbdl (11) a

P - X v = kop

aX +bY — cY; vy = f(x)y™, e¢>bn>1 (12)
aX — (c—b)Y; vy = g(x)
Y = Q vy = kay

tipusi modelleket irja le anyagdramlasra nézve zart rendszerben. A (12) egyenletek
{a=b=1; c=2; n=1; f(z) =kix; g(x) = ksx}

esetén megadjdk példdul a klasszikus Lotka-modellt [17] a nem katalizalt 1épéssel
egylitt, az

{a=10=2; c=3; n=2; f(z) =kiz; g(x) = ksz}

esetben pedig a teljes Autokataldtor-modellt (lasd [15] a referencidkkal egyiitt).
Ha az el6bbi (a) és (b) egyenl8tlenségek a < jellel teljesiilnek, akkor — a (12)
reakciokbol szemléletesen is lathatéan — a P kiindulasi anyag fogyasa kismértéki, a
rendszer kozel van a nyitott allapothoz, amelyben P elfogy6 mennyisége bearam-
lassal pétlédik, s igy koncentracidja dllandé marad. Ha ez az anyagaramlésra

nézve nyitott allapot csillapodé vagy csillapitatlan oszcillacidval jar, k—o kicsiny

értéke anyagaramlas nélkiili, zart rendszerben varhatéan kedvez a szélséértékek
megjelenésének. Igy érthetd meg az (a) és (b) egyenlétlenségek kémiai tartalma.
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4.3. Megoldatlan feladatok

Ismereteim szerint megvalaszolandé kérdés maradt, hogy melyek azok a kine-
tikai tipusu differencidlegyenlet-rendszerek (és a hozzdjuk kapcsolédé reakcidkine-
tikai modellek), amelyekben a megolddsok gorbéin véges szdamu helyi széls6érték
léphet fel, s a széls6éértékek maximalis szama a kezdeti értékektdl és az egyéb para-
méterektol fiiggetlen. Itt nyilvan szélesebb osztalyok azonositdasara kell gondolni.
A mintédt a kordbban targyalt elsérendii kinetikai rendszerek szolgéltathatjak. Fel-
vethet6 az is, hogy egy-egy modellben vagy modellcsoportban a paraméterek és a
kezdeti feltételek milyen kombindcidja sziikséges és/vagy elegendé meghatérozott
szamu helyi széls6érték felléptéhez. Erre az el6bb targyalt nemlinearis eset adhat
mintat.

Még érdekesebb kérdés, hogy melyek azok a kinetikai tipusu differencidlegyenlet-
rendszerek (és a hozzdjuk kapcsolddd reakcidkinetikai modellek), amelyekben a
megolddsokon — adott paraméterek és kezdeti értékek esetén — véges sok helyi szél-
s6érték mutatkozik ugyan, de a szélsGértékek szama a kezdeti értékek alkalmas

megvalasztasaval korlatlanul nohet.
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SOLVED AND UNSOLVED PROBLEMS IN THE THEORY OF OSCILLATORY REACTIONS

GYORGY POTA

In the oscillatory reactions — when the reaction system is well-stirred, that is, spatially
homogeneous, moreover its temperature, pressure and volume are constants — the concentration
vs. time curves of some species exhibit a large number of local extrema — temporal periodicity
appears in the system. In the systems that are closed to matter inflow and outflow this peri-
odic behaviour is only transitional; it ceases after a time period and the system — essentially
monotonously — tends to its equilibrium state. In the systems, however, that are open to matter
inflow and outflow the undamped periodic behaviour can continue until the end of the matter
transport.

For the theoretical study of an oscillatory reaction we investigate the associated autonomous
kinetic differential equation system. However, this system is usually non-linear so we can only
rarely present its solution in a closed form. In the case of infinitely many local extrema that
correspond to periodic behaviour, we investigate the conditions of the appearance of a positive
periodic solution. In the case of finitely many local extrema we can try to estimate the number of
the local extrema and the dependence of the latter on the parameters and the initial conditions.

Here we survey some earlier theoretical results on oscillatory reactions. Under appropriate
conditions we show that the prerequisite of strictly periodic behaviour is the presence of an
autocatalytic reaction and that there is an unique reaction scheme that produces strictly periodic
concentration changes.

We also survey some results on the number of local extrema that can be assumed by the
solutions of the corresponding kinetic differential equation system.

We also present some — to our best knowledge unsolved — problems in the hope that these
will interest the readership of this journal.
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