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ALTALANOSITOTT HDMR-MODSZER ALKALMAZASA
KORRELALT BIZONYTALAN PARAMETEREK HATASANAK
VIZSGALATARA

VALKO EVA':2, VARGA TAMAS!:2, ALISON S. TOMLIN?,
BUSAI AGOTA!, TURANYI TAMAS!

A HDMR- (High Dimensional Model Representation) médszert széles
korben alkalmazzak korreldlatlan paraméterekkel rendelkezé modellek globa-
lis érzékenységanalizisére. Egyes modellek esetén azonban a modell paramé-
tereit olyan mérési eredmények alapjan hatarozzak meg, amelyek kovetkez-
tében a paraméterek értékét korreldltan kapjuk meg. A HDMR-mddszer egy
altalanositasat mutatjuk be, amelynek soran a Rosenblatt-transzformacié se-
gitségével korreldlt paraméterminta alapjan fiiggetlen paramétereket allitunk
el6. A mddszer alkalmazdsaval kiszamithatjuk az 6sszes korrelalt és feltéte-
les érzékenységi indexet. Az elkészitett szdmitégépes program pontossdgat
egyszerll linedris modelleken teszteltiik, majd elvégeztiik egy optimalizalt
szintézisgdz-égési modellel szamitott gyulladasi id6k érzékenységanalizisét.
Az égési modell esetén az érzékenységi eredmények megmutattik a paramé-
terek kozotti korrelacidk jelentés hatdséat, és hogy a korrelacidkon keresztiil
a legtobb vizsgalt paraméternek kozel azonos hatdsa van a modelleredmény
szérasara. Emellett a feltételes érzékenységi indexek alapjan azonosithatéak
azok a paraméterek, amelyek a sajat hatdsaikon keresztiil vannak jelentés
befolyéssal az eredmény szérasara, tehat onmagukban is fontos szerepet jat-
szanak az égési folyamat szimuldcidja sordn.

1. Bevezetés

A részletes reakciémechanizmusokon alapulé égési modellek rendszerint sok
paramétert tartalmaznak. Valamennyi paraméter értékét mérések vagy becslések
alapjdn hatdroztak meg, és emiatt az értékiik bizonytalan. A bizonytalansdgana-
lizist széles korben haszndljdk az égéskémidban [1, 2]. A bizonytalansdganalizis
célja a szimulaciés eredmények bizonytalansaganak szamitasa a modellparaméte-
rek bizonytalansiganak fiiggvényében. A globdlis érzékenységanalizis modszerei
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alkalmasak arra is, hogy azonositsuk, hogy az egyes paraméterek bizonytalansa-
ga az egyes szimuldciés eredmények mekkora bizonytalansigat okozza. A modell
paramétereinek egy részét kozvetlen mérésekkel hatdrozhatjdk meg. Az égéské-
midban ilyen kozvetlen mérésekkel hatdroznak meg egyes sebességi egyiitthatokat
vagy termodinamikai paramétereket. A kozvetlen mérések statisztikus és sziszte-
matikus hibdinak kiértékelése alapjan becsiilheté a modellben taldlhaté paramé-
terek bizonytalansiga [3]. Az igy becsiilt paraméterbizonytalansigok fiiggetlenek,
mert ezeket a paramétereket kiilon-kiilon mérésekkel hataroztak meg. Az égés-
kémia terén eddig elvégzett bizonytalansdganalizisek sordn (1d. példaul [4]-[9]) a
modellparamétereket mindig korreldlatlannak tekintették.

Kozvetett méréseknek hivunk olyan méréseket, amelyek értelmezése kizard-
lag tobbparaméteres modellek felhasznaldsaval végzett szamitdsok alapjan lehet-
séges. Az égéskémidban jellemz6 kozvetett mérések a gyulladdsiidé-, a lamindris
langsebesség- és a koncentraciéprofil-mérések. Az égéskémiai modellek megalko-
tdsdhoz mindig felhasznaljdk kozvetett mérések eredményét is, emiatt ezeknek a
modelleknek a paraméterei mindig korrelaltak. A modellek fejlesztésének hagyo-
manyos moédja, hogy ha egy 14j kozvetlen mérés eredménye alapjan megvéltoz-
tatnak egy paramétert, akkor prébalgatas alapjan tobb m&s paramétert is meg-
valtoztatnak gy, hogy a modell tovabbra is jol adja vissza a kozvetett mérési
adatokat. Ennek az eljardsnak egy szisztematikusabb mddja a reakciémechaniz-
musok optimalizdcidja (14sd példdul [10]-[13]), amelynek sordn az égéskémiai mo-
dellek reakcidkinetikai és termodinamikai paramétereit kisérleti adatokhoz illesz-
tik. Az tjabb ilyen mechanizmusoptimalizaciés munkdk sordn meghataroztik a
paraméterek kovarianciamatrixat is. Sheen és Wang példaul etilén és n-heptan
égési modellek optimalizacidja soran kiszamitottak az illesztett paraméterek kova-
rianciamatrixat [14]-[16]. Munkdikban A Arrhenius-paramétereket, valamint m
iitkozési hatékonysdgi paramétereket illesztettek. Turdnyi és munkatdrsai [17]-[22]
kib&vitették ezt az eljardst egyes fontos elemi reakcidlépések A, n és E Arrhenius-
paramétereinek és m litkozési hatékonysagi paramétereinek illesztésével, valamint
ezen paraméterek kovarianciamétrixat is meghataroztak. Ezen munkdk nyomén
tobb fontos égéskémiai modell ismert, ahol a paraméterek k6zos bizonytalansagarol
is vannak kvantitativ ismereteink. Emiatt sziikséges olyan 1j globalis érzékenység-
és bizonytalansaganalizis médszerek fejlesztése, amelyekkel lehetséges ezen infor-
mécidk figyelembe vétele.

Jelen cikk egy olyan 14j globdlis érzékenységanalizis mddszert mutat be, amely
segitségével figyelembe lehet venni optimalizacids eljarasbdl szarmazé korrelalt
modellparaméterek bizonytalansaganak hatasat. A médszert el6szor egyszerii line-
aris modelleken mutatjuk be, majd egy szintézisgaz-levegé-elegy gyulladési ideje
szimuldciéjanak példajat targyaljuk.
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2. A felhasznalt mdédszerek
2.1. A HDMR globalis érzékenységanalizis-mddszer

Az érzékenységanalizis célja annak meghatdrozdsa, mekkora hatdsa van az
egyes modellparaméterek bizonytalansaganak a modell eredményének bizonyta-
lansdgara. A lokdlis érzékenységanalizist rendszeresen hasznéljak égési modellek
vizsgdlatdra [23]. A lokélis médszerek legnagyobb hitranya, hogy a paraméterek
rogzitett névleges értékénél tudjuk csak a paraméterek érzékenységét vizsgdlni.
A nemlinedris egyiittes hatdsok feltérképezésére nincs lehetdség, és a kapott érzé-
kenységi egyiitthatok csak a vizsgdlt pontra jellemzOk a paramétertérben. Glo-
balis érzékenységanalizis hasznalatakor azonban a paraméterek egyiittes eloszla-
sanak megfelel6en minden paraméter értéke tetszolegesen valtozhat, ily médon a
paraméterértékek egyiittes eloszlasdnak terében tudjuk alkalmazni az érzékeny-
séganalizist. A bizonytalansiganalizisen alapuld eljardasok célja annak feltérké-
pezése, hogyan valtozik a modelleredmény bizonytalansaga a modellparaméterek
bizonytalansdganak fiiggvényében. A globalis érzékenységanalizis magdban foglal-
ja a globdlis bizonytalansidganalizist is, ugyanis mindkett6 informéaciot szolgaltat
a modelleredmény bizonytalansagarol, mig az el6bbi megadja az egyes modellpa-
raméterek bizonytalansaganak hozzajaruldsat is az eredmény bizonytalansagahoz.
To6bb eljards ismert globdlis érzékenység- és bizonytalansiganalizisre [2]. Ezek a
modszerek kiilonboznek szamitdsigényben és a szolgaltatott informéaciok jellegében.

Az érzékenységanalizis mddszerei koziill a HDMR- (High Dimensional Model
Representation) médszer [24]-[26] szamos elénnyel rendelkezik. A mddszernek szé-
mos véaltozata létezik; ezek kozill a véletlen mintavételezésen alapulé (random
sampling) RS-HDMR-mddszerrel foglalkozunk.

Jelolje a modell paramétereinek vektordt x = (x1,xo,...,x,), a szimuldcids
eredményt pedig f(x), ahol (f : R®™ — R). Tekintsiik a modell eredményét, mint
a paraméterek un. hierarchikus sorfejtését

FR) =fo+ ) filw)+ D filwiz)+-+ froon(r, 2o, 20), (1)

i=1 1<i<j<n

ahol fy a modell eredményének dtlaga adott minta mellett; az f;(z;) : R = R
egyvaltozés fiiggvény adja meg az i-edik paraméter egyedi hozzdjaruldsit az f(x)
értékéhez, mig fij(z;, ;) : R? — R az i-edik és a j-edik paraméterek egyiittes
hatdsa a f(x)-re, és {gy tovdbb. A nulladrendii, els6rend(i, mésodrendii stb. kom-
ponensfiiggvényeket tehat rendre fo, fi, fi; stb. jeloli. Jelen munkéban az (1)
egyenletben megadott hierarchikus sorfejtést a masodrendii tagok utan csonkol-
tuk, igy a modelleredmény egy kozelitését kapjuk. Amennyiben a modell paramé-
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terei fiiggetlenek, a megfeleld6 komponensfiiggvények egyértelmiien és optimalisan
meghatdrozhaték ortogonalis polinomok fiiggvényeként:

O;
)= > ajie(w) (2)

T'i—l
fij(@i zy) Z Z BV G ()97 (),
r;=1 q]_l

ahol O; és O;; a polinomok rendjét jeloli, mig o, 5;; a megfeleld ¢; és ¢; bazisfiigg-
vények egyiitthatéi. Ezek az egyiitthaték az RS-HDMR-médszer alkalmazésaval
szamolhatdk, adott minta és szimulacio esetén.

Jelolje V' a modelleredmény szordsnégyzetét, V; pedig f(x)-nek az i-edik para-
méter okozta megfeleld feltételes szérasnégyzetét, tovabbd V;; az x; és x; paramé-
terekhez tartozo feltételes szérasnégyzetet. Jelolje E, illetve V egy véletlen mennyi-
ség varhat6 értékét, illetve szorasnégyzetét meghatdarozé operdtort. Az els6- és
maésodrendi érzékenységi indexeket a kovetkezdképp definidljuk:

Sy =Vi/V=V(E(f(x)|z:))/V(f(x)) és Sij = Vij/V = V(E(f (x)|zi, z;)) /V(f(x)).

Amennyiben pontos illesztést tudtunk elérni, a (2) egyenletben megadott kompo-
nensfiiggvényekkel felirt hierarchikus sorfejtés jél adja meg a modell eredményét,
és ekkor a megfelel6 érzékenységi indexek Osszege egyhez kozeli.

Az i-edik paraméter teljes hatdsat a modelleredményre a kovetkez8képp defi-
nialjuk:

Gtotal — g, JrZS” +- - =EV({fx)|z1,. s Tim1, Tig1, - 20)) /V(f(X)).
J#1

Az Sfoml teljes érzékenységi index az i-edik modellparaméter hozzédjaruldsat
méri a modell szérasnégyzetéhez, beleértve tehat x; 6néllé hatasat az eredmény
szorasnégyzetére, valamint az 6sszes tobbi valtozoval vett egyiittes magasabbrendi
hatasat.

Ha a modellparaméterek fiiggetlenek, akkor a korabban emlitett ortogondlis
bézisfiiggvények, valamint a megfelel$ egyiitthaték optimélisan és egyértelmiien
megvalaszthaték. A (2) egyenletet felhaszndlva, a feltételes szérdsnégyzetek, vala-
mint a megfelel6 érzékenységi indexek a kovetkezéképpen szamithatdk:

O;

Si=Y (aj")*/V

Oi; Oy

Z Z ﬁn%

r;=1qg;=1
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O;

Oi; Oy
Sfotal _ Z (a?)Q + Z Z 5:;47 /V

7“7;:1 ’r‘i:1 qj:1

Ez az eljards nem alkalmazhaté akkor, ha a modellparaméterek nem fiigget-
lenek. Ebben az esetben ugyanis az egyértelmiiség sériil, igy a megfeleld ay, f5;;
egylitthaték mar nem alkalmasak az érzékenységi indexek szdmitdsdra [27].

Munkank sordn Mara és Tarantola [28] javaslata alapjan szamoltunk érzékeny-
ségi indexeket korreldlt paramétert modellekre az in. dekorreldcids eljarast alkal-
mazva. Hasonlé megkozelitéssel dolgoztak kordbban Zhou és munkatdrsai is [29)].
Az édltalunk kidolgozott Gj mddszer a Rosenblatt-féle dekorreldciés eljaras alkalma-
zasa utdn RS-HDMR-moddszert hasznal a korreldlt és a korreldlatlan érzékenységi
indexek meghatdrozasara. A korabbi munkékkal ellentétben a korrelalt paraméte-
reket tartalmazé modellek globalis érzékenységanalizisét nem csak egyszerii teszt-
példédkon, hanem egy valds égéskémiai modellen is alkalmaztuk, és értelmeztiik
a megfelel6 érzékenységi indexek jelentését. A modszert Matlab programnyelven
fejlesztettiik, a GUI-HDMR nevii program (Ziehn és Tomlin [30, 31]) kiterjesztésé-
vel. A mddszer tetszéleges, abszolit folytonos eloszlastu egyiittes paramétereloszlas
mellett alkalmazhaté. Mivel az altalunk vizsgélt égéskémiai modell paramétereire
egyiittes normalis eloszlast feltételeziink, ezért csak ennek az esetnek a targyald-
saval foglalkozunk.

2.2. A Rosenblatt-féle dekorrelaciés eljaras

Mara és Tarantola [28] a Rosenblatt-féle transzformdcids eljardst [32]
javasolta korreldlt minta korreldlatlanitasdra. Az eljaras célja egy n-véaltozos
abszolit folytonos eloszlas transzformalasa egy n-dimenziés hiperkockan
egyenletes eloszlasuva. Tekintsiink egy abszolut folytonos eloszlasfiiggvényhez
(F(x) = F(z1,22,...,2,) : R" 5 R) tartozé6 véletlen vektort, jelolje ezt
X =(X1,Xs,...,X,) € R". Legyen

X = (Z1,T2y...,Tn) = Tx =T(z1,22,...,Ty),
ahol a T transzforméciot a kovetkezéképp értelmezziik:
ﬂZP(Xl §$1)=F1($1) (5&)
Ti=P(X; <zi| Xy =21, Xo=20,..., Xi 1 =251) =
= Fi($i|x17 e ,J)i_l),i = 1,2, N

ahol Fy, Fs,. o F, : R — R a megfelelo feltételes eloszlasfiiggvények.
Ekkor az X = TX véletlen vektor egyenletes eloszlast az n-dimenzids hiper-
kockén, tovabba
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P {K <z,i=1,... ,n} = / . /doann(acn|:zcn,17 conyxy) . de Fy(zq) =
{XIXi<z3}
Tn T1 n
://dﬂ...dﬁznmﬁ-, ahol 0<7;<1,i=1,...,n.
00 i=1
Tehit az X1, X, ..., X, valtozdk fiiggetlenek, valamint egyenletes eloszldstiak

a [0, 1] intervallumon. Ez a transzformdcié explicit egyenletekkel kifejezhetd, ha F
tobbvéltozés normélis eloszlas m varhatéérték-vektorral, valamint C = {¢;; } kova-
rianciamétrixszal. Legyen CP = {{¢;;} : 4,7 = 1,...,p < n}, ennek megfelelden
|Cl;| a {cij} elemhez tartozé aldetermindns a C” métrixon beliil, valamint |CP|

Cp méatrix determindnsa. A transzformalt paraméterek a kovetkezd egyenletek
alapjan szamithatok:

= d (M) (6a)

€L
Cil

ahol @ a standard normalis eloszlasfiiggvény, amely tehat a normalis eloszldst
egyenletes eloszlassd transzformélja. A ¢ standard normaélis eloszlasfiiggvény alkal-
mazasa nélkill a transzformalt mintank egyiittes normalis eloszlast kovet, és a
transzformélt paraméterek korreldlatlanok. Az egyiittes normalis eloszlasfiigg-
vénynek megfeleléen az RS-HDMR-mddszer hasznalatdhoz bazisfiiggvényként Her-
mite-polinomokat hasznaltunk.

2...mn (6b)

i—1
7, =0 l‘i—mi‘i‘Z(
J=1

2.3. A transzformalt paraméterek érzékenységi indexeinek értelmezése

A transzformalt =7, 73, . .., T, paraméterek tehat a fentiek alapjan tobbvalto-
z6s standard normalis eloszlast kovetnek, és a megfelel6 1j paraméterek korrela-
latlanok. A transzformalt paraméterekhez tartozé mintara alkalmazzuk az RS-
HDMR-médszert, és ennek segitségével szamitjuk a megfelel6 érzékenységi index-
eket. Felmeriil a kérdés, hogyan értelmezziik a transzformalt minta alapjan szami-
tott érzékenységi indexeket, amelyek tehat az j paraméterekhez tartoznak. Mit
is jelentenek ezek az indexek az eredeti paraméterekre nézve?

Az els6 paramétert standard normalizaltuk, azonban a tobbi valtozé korreld-
ciéjanak hatdsit nem csatoltuk le a valtozordl, igy az x; paraméterhez tartozd
S1 érzékenységi index értéke megegyezik az els6 transzformdlt paraméterhez tar-
tozé érzékenységi index, St, értékével. Az igy kapott érzékenységi index tehat az
r1 paraméter hatasat méri a modelleredmény bizonytalansagara, ahol a paraméter
értéke az Osszes tObbi paraméterrel vett korreldciéjanak megfeleléen valtozik.
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Az {gy definidlt érzékenységi indexet nevezziik az x; paraméterhez tartozd kor-
relalt érzékenységi indexnek, valamint értelmezziik a korrelalt teljes érzékenységi
index fogalmét is: S%Ot‘” = Giotal — gGeorrtotal Ay eljirast minden paramé-
terre megismételve az Osszes korreldlt teljes érzékenységi index meghatarozhato.
Ezen korrelalt teljes érzékenységi indexek tehat ravilagitanak az egyes paraméterek
modelleredményre gyakorolt hatasara, amikor a paraméter értékei az Gsszes tobbi
valtozdval vett korrelaciés hatasuknak megfelel6 tartoméanyon beliil valtozhatnak.
Amennyiben egy paraméter jelentds hatdssal van a modelleredmény bizonytalan-
sagara, elvarjuk hogy a hozzd tartozd korreldlt teljes érzékenységi index egyhez
kozeli értéket vegyen fel. Azonban egy paraméter egyhez kozeli korrelalt érzékeny-
ségi indexébdl még nem vonhatunk le kivetkeztetéseket a paraméter fontossagat
illetéen. Abban az esetben, ha egy a modell szempontjabdl jelentéktelen véltozd
er0sen korrelalt egy valéban fontos valtozdval, a korrelalt érzékenységi index értéke
egyhez kozeli, ez azonban nem tiikrozi a paraméter valodi jelentéségét.

A sorozatos transzformdcidk célja ezek utan a paraméterek korreldlatlanita-
sa. Ezek az egymdst kovetd 1épések a paraméterek sorrendjétol fiiggetleniil el-
végezhetdk, azaz n paraméter esetén a dekorrelacios eljardas masodik 1épésében
(n — 1) paraméterbél kell kivdlasztanunk a kovetkez&t. Az eljards mésodik 16pésé-
ben nyert paramétert indexeljiik 2-vel, és az ahhoz tartozé érzékenységi indexeket
jelolje S5. Ez az érzékenységi index megmutatja az xo paraméter hatdsanak nagy-
sdgat a modelleredmény bizonytalansagara, amikor az xo paraméterrél lecsatol-
juk az x, paraméterrel vett korrelaciéjanak hatasat. Az eredeti paramétereinkre
nézve tehat S5 = Sy_1, azaz az igy kapott érzékenységi indexet mint feltételes
érzékenységi indexet értelmezziik. Ezek utan kiszamithatjuk a masodik paramé-
ter teljes érzékenységi indexét az elsé paraméterrel vett korrelacié hatdsa nélkiil:
Gtotal — Gtotal A dekorrelaciés eljaras lépéseinek megfeleléen minden egyes 16-
pésben feltételes érzékenységi indexet hatarozunk meg. Ezek koziil kiemelend6 az
utolsé 1épésben kapott érzékenységi index szerepe és jelentésége. Az utolséd, n-edik
lépésben az x,, paraméterrol lecsatolva az 6sszes tobbi paraméterrel vett korrela-
cié hatdsat, majd erre a valtozéra alkalmazva az RS-HDMR-médszert, megkapjuk
az x, paraméter hatdsinak nagysagat a modelleredmény bizonytalansagara, ha a
paraméterrél lecsatoltuk a tobbi valtozd korrelacidja okozta hatést. Ezt az érzé-
kenységi indexet korrelalatlan érzékenységi indexnek nevezziik, és a tovdbbiakban
az alabbi jelolést alkalmazzuk: S, _(,_1)—.._o_1 = Sp""". Ertelmezhetjﬁk ennek
a korreldlatlanitott valtozonak a teljes érzékenységi indexét is. Erre az értékre
a tovdabbiakban mint korreldlatlan teljes érzékenységi indexre fogunk hivatkozni
(Stotal — S;Of‘(lﬁhl)f_.f%l = Guncorr-tot) “amely tehdt az n-edik paraméter hatd-
sat méri az dsszes tobbi véltozd korreldcibja okozta hatds nélkiil [28]. Megjegyez-
ziik, hogy a korrelalt teljes és a korreldlatlan teljes érzékenységi indexek értéke
fliggetlen a dekorrelacids eljaras koztes 1épéseinek sorrendjétol.

Fiiggetlen paramétereket tartalmazé modellek esetén egy paraméter fontossaga
jellemezhet6 egyetlen érzékenységi indexszel. Korreldlt paramétereket tartalmazé
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modellek esetén a korreldlt és korrelalatlan teljes érzékenységi indexek, valamint
a koztes feltételes érzékenységi indexek is szolgaltatnak informéciét egy valtozd
fontossagarol, és mindezek figyelembevételével tudunk csak kovetkeztetést levonni
egy paraméter szerepérél a modellben.

Ha az eljarast fliggetlen paraméterek esetén alkalmazzuk, akkor a megfeleld
korrelalt, korreldlatlan és feltételes érzékenységi indexek értéke elvileg megegyezik.
Ez esetben ugyanis a dekorreldcids eljaras egyes 1épései soran a megfelel6 valtozok-
rél nem kell a mas valtozdékkal vett hatast lecsatolni, igy a kiszamitott érzékenységi
indexek azonosak. Numerikus szamitasok esetén azonban még fiiggetlen paramé-
terek mellett is egy véletlen mintageneralds sordn a valtozok kozott korrelaltsag
fedezheto fel, amely a mintaszam novelésével csokkenthets. Ez eredményezhet fiig-
getlen véaltozok esetén is eltérést a fenti érzékenységi indexek szamitott értékeiben.
Ezért is fontos az érzékenységi indexek konvergencidjanak vizsgélata a mintaszam
fiiggvényében.

Ebben a kézleményben az egyszertiség kedvéért csak a korreldlt teljes (S¢or7-tot)
és korreldlatlan teljes (Spneormtot) érzékenységi indexek vizsgalatat mutatjuk be.
Amennyiben egy adott ¢ paraméterhez tartozé korrelalt és korreldlatlan teljes érzé-
kenységi index is kozel nulla, akkor a paraméter biztosan nem fontos. Ha a para-
méter korreldlt érzékenységi indexe egyhez kozeli, akkor az adott x; paramétert
fontosnak tekintjiik. Ha ugyanakkor az x; paraméterhez tartozo korrelalatlan érzé-
kenységi index nullahoz kozeli, akkor levonhatjuk azt a kivetkeztetést, hogy a para-
méter fontossaga mas paraméterekkel vett korrelaciojabol kovetkezik. Végezetiil,
ha egy paraméterhez tartozd korreldlatlan érzékenységi index értéke egyhez kozeli,
a paraméternek jelentés egyedi hatasa van a modell eredményére.

3. Szamitasi eredmények

A kifejlesztett Matlab program pontossaganak és hatékonysdgdnak bemutata-
sara olyan linearis modellek érzékenységi indexeit szamitottuk ki, amelyeknél ezek
az indexek analitikusan is szamithatok. Az analitikus megoldds szamitdsi médjat
Valké és munkatdrsai cikkének [33] fiiggeléke tartalmazza. A mddszert alkalmaz-
tuk egy szintézisgdz-levegé-elegy égését leiré modellre is.

3.1. Modell analitikus megoldassal

Az els6 teszt sordn egy linedris modellt vizsgaltunk, ahol a modelleredményt
leiré fiiggvény f(x) = 221 + 3z2 + 5xz. A modell hdrom paraméterérdl, xy, xo, r3-
rol feltessziik, hogy standard normélis eloszlast kovetd, egyméssal korreldlatlan
paraméterek. A harom paraméter kovarianciamatrixat jelolje Cgp, amely
ebben az esetben egy 3 x 3-as egységmatrix. Megmutathatd, hogy a keresett korre-
lalt, valamint korrelalatlan teljes érzékenységi indexek szamithaték az
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i? /50 képlettel. Mivel a paraméterek
korreldlatlanok, a korreldlt és korreldlatlan teljes érzékenységi indexek meg kell
hogy egyezzenek. Ahogy az 1. tdblazatban lathato, az altalunk fejlesztett program
visszaadta az analitikus megoldast 102 abszolit pontossiggal 10000-es mintaszdm
mellett.

A kovetkezo tesztpéldédkban az f(x) = x1+x2+x3 linedris rendszert vizsgéltuk.
A modellt meghatdrozé harom paraméterrél feltessziik, hogy eloszldsuk egyiittes
normalis eloszlast kovet. A vizsgalt harom kiilonbozoé esetben a paraméterek kozti
korrelécié értékét valtoztattuk; az egyiittes eloszlasokat megadd kovarianciamat-
rixokat jel6lje rendre Cy, Cy és Cs.

Sitotal—uncorrelated _ Sfotal—correlated _

1 0,5 0,1
Ci=|05 1 01

0,1 0,1 1

1 -0,3 0,3
Co=| -0,3 1 -0,6

0,3 -0,6 1

1 —0,4 —0,4
Co=| -04 1 -0.4

-0,4 —0,4 1

A modell linearitasdbdl kovetkezik, hogy az egyes paraméterek korrelédlt, vala-
mint teljes korrelalt érzékenységi indexei megegyeznek, ezért csak a korrelalt teljes,
valamint korrelalatlan teljes érzékenységi indexeket mutatjuk be az 1. tablazatban.

Co Cl
ANALITIKUS NUMERIKUS ANALITIKUS NUMERIKUS
Sicorr,tot Szlnco'r'r,tot Sicorr,tot S;u,ncor'r,tot Sicorr,tot Szyncorr,toz Sicorr,tot S;J,nco'rr,tot
z1 0,180 0,180 0,179 0,179 0,582 0,170 0,581 0,169
z2 0,320 0,320 0,322 0,318 0,582 0,170 0,588 0,170
z3 0,500 0,500 0,499 0,502 0,327 0,224 0,326 0,222
CQ CS
ANALITIKUS NUMERIKUS ANALITIKUS NUMERIKUS
Sico'r"r,tot S;J,nco'rr,tot Sicor'r,tot S;u,nco'r'r,tot Sico'rr,tot Szy,ncor'r,tot Sico'rr,tot Szy,ncorr,tot
z1 0,556 0,493 0,563 0,497 0,067 0,778 0,074 0,789
z2 0,006 0,347 0,005 0,337 0,067 0,778 0,055 0,761
zs 0272 0,347 0,283 0,344 0,067 0,778 0,072 0,782

1. tablazat. A négy tesztesethez tartozd, analitikusan és numerikusan szédmitott
érzékenységi indexek.
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A miésodik példéban (C; kovarianciamétrixhoz tartozé eset) minden paramé-
ter fontosnak tekinthetd, és a paraméterek kozti korrelacié hatdsdnak fontossagat
a korreldlt teljes érzékenységi indexek jelentos nagysaga mutatja. Mind a harom
valtozd korreldlatlan teljes érzékenységi indexe 0, 1-nél nagyobb, ami arra enged
kovetkeztetni, hogy mind a harom paraméternek jelentos egyedi, 6nallé hatasa
van a modelleredmény bizonytalansdgdra. A harmadik példdban (Cq kovariancia-
matrixhoz tartozé eset) a paraméterek kozti negativ korreldcié hatdsaként a mé-
sodik és harmadik paraméterhez tartozé korrelalatlan teljes érzékenységi indexek
nagyobbak, mint a korreldlt teljes indexek. Az utolsé példéban (Cs kovariancia-
métrixhoz tartozd eset) a modell, valamint a kovarianciamétrix szimmetrigjabol
adoddan ugyanazokat a korreldlt, valamint korreldlatlan teljes érzékenységi index
értékeket varjuk mind a hdrom paraméterre. A korreldlt és korrelalatlan teljes
érzékenységi indexek kozti kozel 0, 7-es eltérést a paraméterek kozti nagy korre-
laci6é indokolja. Ahogy a tablazatbdl latjuk, ebben az esetben minden paraméter
egyformén fontos, és kiilon-kiilon vett egyéni hatdsuk a modellre jelentGs.

A bemutatott négy linedris teszt jOl tiikkrozi a kiilonbozo feltételes érzékenységi
indexek vizsgdlatdnak fontossdgdt. Bemutattunk olyan példdkat (1d. a C; kova-
rianciamdtrixhoz tartozé esetet), ahol nagy korreldlt teljes érzékenységi indexek
mellé joval kisebb korreldlatlan teljes érzékenységi indexek tarsultak, amik tehat
azt tiikrozik, hogy a paraméter csak méas paraméterekkel vett korrelacidéja révén
fontos a modellben. Forditott esetet mutattunk be a negyedik példdban (1d. a
C3 kovarianciamatrixhoz tartozé esetet), ahol a nagy korreldlatlan teljes érzé-
kenységi indexek ravilagitottak az egyes paraméterek jelentéségére, valamint arra,
hogy a paramétereket tekinthetjiik ,,egyforméan fontosnak” a modell szempontjabdl.
A példak arra szolgdltak, hogy hangsilyozzuk, pusztan a korrelalt, vagy korrelé-
latlan teljes érzékenységi index ismeretében nem vonhatunk le kévetkeztetéseket
egy adott paraméter fontossagat illetéen még a legegyszeriibb linearis modellek
esetében sem, hanem az érzékenységi indexek egyiittes vizsgalata sziikséges.

3.2. Gyulladasi id6 vizsgalata szintézisgaz-levegd égési modell
alkalmazasaval

Kiszamitottuk a korrelalt és korrelalatlan érzékenységi indexeket egy sztochio-
metrikus szintézisgaz-levego-elegy gyulladasi ideje modelljének felhasznaldsdval.
A szintézisgdzt (CO és Hy elegye) gyakran készén vagy biomassza részleges oxi-
dacigjaval allitjak el6. A szimulacids koriilmények a Kalitan és munkatarsai dltal
végzett mérések egyikének felelnek meg [34], amelyek sordn a gyulladési id6t az
OH-gyok kemilumineszcencia jele idészerinti derivaltjanak maximumaként hata-
roztdk meg. A kisérlet kezdeti koriilményei T = 1092K, p = 1,0atm, ¢ = 1,0
voltak, és a tiizeldanyag Osszetétele [Hy]/[CO] = 4/1 volt. A gyulladdsi idk
szimulaciéjat homogén, adiabatikus modell alapjan végeztiik.

A szimuldcidk soran a Varga és munkatarsai altal kozolt szintézisgaz-égési mo-
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dellt [35] hasznaltuk. A modell fejlesztése sordn 55 paramétert optimalizéltak,
koztitk 18 elemi reakciélépés av = In A, n, és ¢ = E//R Arrhenius-paramétereit és
5 harmadiktest litkozési hatékonysagi paramétert. A paraméterek illesztése 554
adatkészlet 7195 kisérleti adatpontja alapjan tortént. Egy adatkészlet azokat a
mérési pontokat tartalmazza, amelyeket egy méréssorozatban, ugyanazon a készii-
léken mértek. Minden olyan paramétert illesztettek az optimalizacié soran, amely
a rendelkezésre allé kisérleti adatok alapjan kell6 pontossiggal meghatarozhaté
volt. Az illesztett paraméterek kovarianciamdtrixdt a [35] kozlemény elektronikus
mellékleteként kozolték.

A szamitott teljes érzékenységi indexek konvergencidjat folyamatos mintaszam
novelés mellett vizsgaltuk. 50000, 100000, 150000, 200000, 250000, valamint
300000 elemti egyiittes normalis eloszlast kovetd, a kovarianciaméatrix alapjan gene-
ralt mintak alapjan vizsgaltuk az adott mintaszam mellett és a 300000-es minta-
szam mellett kapott érzékenységi indexek abszolit eltérését. Az abszolit eltérések
maximumat adott mintaszam mellett az 1. abran lathatjuk.

0.1
] korrelalt teljes érzékenységi index
—-—--korrelalatlan teljes érzékenységi index
©
2
e
5 001
= ]
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o
[0
=]
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(&}
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o]
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: N\
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mintaszam
1. abra. Az z-tengelyen megadott mintaszammal és a 300000-es mintaszammal
szamitott érzékenységi indexek legnagyobb abszolut eltérései korrelalt teljes
indexekre (fekete) valamint korreldlatlan teljes indexekre (piros szaggatott).

A szimuldcidkat a CHEMKIN-II programcsomag SENKIN programja [36] segit-
ségével végeztiik el. Az integralasi abszolit (ATOL) és relativ (RTOL) hibahatd-
rokat alacsony értékre allitottuk be (ATOL = 1,0 x 1072°, RTOL = 1,0 x 107%9),
hogy kicsi legyen a numerikus hiba. A szimulaciés eredmények alapjin meghata-
roztuk a korreldlt és korrelalatlan érzékenységi indexeket. A paraméterek minta-
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vételezését, a szimulaciok Osszedllitasat és az érzékenységi indexek szamitasat egy
sajat fejlesztésii, Optima nevii MATLAB program [20] segitségével végestik el.

Reakcié Paraméter Reakcié Paraméter
1 CO+OH=CO2+H InA 29 OH+H,=H+H>0 n
2 CO+OH=CO2+H n 30 OH+H,=H+H>0 E/R
3 CO+0OH=CO2+H E/R 31 H202+H=H2+HO In A
4 H+0,=0+0H In A 32 H202+H=H2+HO n
5 H+0,=0+0H n 33 H>O05+H=H>+HO> E/R
6 H+02=0+0H E/R 34 | 20H(+M)=H202(+M) LP_In A
7 |H+O02(+M)=HO2(+M)| LP_InA 35 | 20H(+M)=H202(+M) LP.n
8 |H+O2(+M)=HO2(+M) LP.n 36 | 20H(+M)=H202(+M) | LP_E/R
9 |H+O2(+M)=HO2(+M)| m_Hs 37 CO+02=C02+0 In A
10 | H4O2(+M)=HO2(+M)| m_H20 38 CO+02=C02+0 E/R
11 |H+O2(+M)=HO2(+M) m_Ar 39 | CO+HO2=CO2+0OH In A
12 |H+O2(+M)=HO3(4+M)| m_CO2 | 40 | CO+HO2=CO2+OH n
13 O+H,=H+OH InA 41 | CO+HO2=CO2+0H E/R
14 O+H,=H-+OH n 42 2HO2=H202+02 In A
15 O+H.=H+OH E/R 43 2HO2=H202+02 E/R
16 HO2,+H=20H InA 44 |HCO(+M)=H+CO(+M)| LP_In A
17 HO2.+H=20H E/R 45 |HCO(+M)=H+CO(+M) LP_n
18 | HO24+OH=H>0+0, InA 46 |HCO(+M)=H+CO(+M)| LP_E/R
19 | HO2+OH=H20+0 n 47 | HCO(+M)=H+CO(+M) m_Ar
20 | HO2+OH=H20+0- E/R 48 | HCO(+M)=H+CO(+M) m_He
21 | H+OH+M=H,0+M InA 49 HCO+H=CO+H2 In A
22 | H+OH+M=H,0+M n 50 20H=0+H>0 In A
23 | H+OH+M=H,0+M E/R 51 20H=0+H,0 n
24 | H+OH+M=H,0+M m_He 52 20H=0+H20 E/R
25 H+HO2=H3+02 InA 53 2H+M=H3+M In A
26 H+HO>=H5+0> n 54 2H+M=H>+M n
27 H+HO2=H3+0- E/R 55 2H+M=Hy+M E/R
28 OH-+H2=H+H-20 InA

2. tablazat. A szintézisgdz-modell paraméterei

A vizsgédlt modell paramétereit, valamint azok sorszamat a 2. tdblazatban
foglaltuk Ossze. A megfelel6 korreldlt, valamint korreldlatlan teljes érzékenységi

indexek értékeit a 2. és 3. abrdkon mutatjuk be.

Az dbrakon lathaté, hogy a

legtobb paraméter korrelalt teljes érzékenységi indexe hasonld értékekkel rendel-
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2. dbra. A szintézisgaz-égési modell 55 paraméterének korrelalt teljes

érzékenységi indexei. A paraméterek szamozasat a 2. tabldzat tartalmazza,
illetve a megfelel6 reakciélépéseket az abra tetején adtuk meg.

kezik, mig a korreldlatlan teljes indexek értékei csak bizonyos paraméterek ese-
tében jelentések. Az elébbi azt mutatja, hogy a paraméterek kozotti korrelaci-
0k miatt majdnem minden paraméter hasonlé mértékben jarul hozza a modell-
eredmény szorasnégyzetéhez. A korreldlatlan teljes érzékenységi indexek alapjan
vizsgalhatjuk, hogy melyek azok a paraméterek, amelyeknek nem elhanyagolhato
6nallé hatasuk van a modell eredményére, ezek pedig informéciét szolgaltatnak
az egyes elemi reakciok fontossiagardl. A 3. dbrardl leolvashatd, hogy a kovetke-
z6 reakcidlépések paraméterei mutatkoznak fontosnak a korreldlatlan teljes érzé-
kenységi indexek alapjan: H+0O,=0+0OH, H+0s+M=HO>+M, O+H;=H+OH,
HO;+H=0OH+OH, H+HO>=H>+05, OH+Hy;=H+H50 és CO+05=C0O45+40.

Elvégeztiik a szimuldlt gyulladasi id6 lokalis érzékenységanalizisét a modellben
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3. dbra. A szintézisgdz-égési modell 55 paraméterének korreldlatlan teljes

érzékenységi indexei. A paraméterek szamozdsat a 2. tablazat tartalmazza,
illetve a megfelel6 reakcidlépéseket az abra tetején adtuk meg.

szereplé egyes elemi reakcidlépések A Arrhenius-paraméterei szerint. A lok&lis
érzékenységi egyiitthatokat az Snl°¢ = 9InY/dInp; egyenlet alapjan szamoltuk,
ahol Y a szimuldlt eredmény és p; az i-edik A Arrhenius-paraméter a modell-
ben. Az eredmények a 4. dbran lathatdak, és Gsszhangban vannak a korreld-
latlan teljes érzékenységi indexek alapjan azonositott fontos reakcidékkal, vala-
mint a szintézisgdz égési mechanizmusardl rendelkezésre allé kémiai ismeretekkel.
A H+02=0H+H és O+Hy=H+OH reakciok a legfontosabb lancelagaz6 1épések
a szintézisgdz égése soran. A H+Os+M=HOs+M reakcié a legfontosabb inhi-
biciés 1épés, mivel a H+O;=0OH+H reakcioval verseng a H-atomokért és HOo-
gyokot termel, amely sokkal kevésbé reaktiv a H-atomnal. A H+HO,=Hs+04 és
CO+4+05=C05+40 reakcidk fontos lanckezdo 1épések, és a OH+Ho=H+H50 reak-
cié fontos lancfolytato 1épés.
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H+0,=0+OH
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4. dbra. Az egyes reakcidlépések A Arrhenius-paramétereinek normalt lokalis
érzékenységi egyiitthatoi a szimuldlt gyulladasi idékre. Az dbran a hét
legnagyobb abszolit értékii egytitthatd lathato.

4. Osszefoglalas

A legtobb, eddig kidolgozott globalis érzékenységanalizis-modszer csak korreld-
latlan paraméterek esetén alkalmazhaté. Kidolgoztak méar néhany olyan médszert
is, amely alkalmazhaté korreldlt modellparaméterek hatdsainak vizsgdlatdra [27]-
[29]. Ezen médszerek alkalmazhatdsdgat eddig csak egyszeril, kevés paraméterrel
rendelkezO, mesterséges modelleken mutattdk be. Munkédnk soran kifejlesztettiink
egy 1j globalis érzékenységanalizis mddszert, amely alkalmas korrelalt paraméterek
vizsgdlatdra. Ez a mdédszer a Rosenblatt-transzformécio [28, 32] és egy optimalizalt
RS-HDMR-mdédszer [26] egyiittes alkalmazdsén alapul. A médszer pontossagat és
hatékonysagat egyszerii, analitikus megoldassal rendelkez6 példakon mutattuk be,
majd a mintaszdam fiiggvényében a megfeleld érzékenységi indexek konvergenci-
ajat vizsgaltuk. A tesztpélddk soran numerikus szamitdssal tizezres mintaszam
mellett 1072 abszolit pontossiggal tudtuk reprodukdlni az analitikusan szdmi-
tott érzékenységi indexek értékét. Végezetiil egy olyan szintézisgaz-levego égési
modellt vizsgaltunk meg érzékenységanalizissel, amelyben 55 paraméter korrelalt
bizonytalansdgat ismertiik. Ebben az esetben 50, 100, 150, 200, 250, valamint
300 ezer mintan alapuld vizsgalat soran térképeztiik fel az érzékenységi indexek
értékének konvergenciajat, és ennek alapjan becsiilve 300 ezres mintaszam esetén

Alkalmazott Matematikai Lapok (2016)



VALKO EVA, VARGA TAMAS, ALISON S, TOMLIN,
154 BUSAI AGOTA, TURANYI TAMAS

1073 nagysdgrend{i abszolit pontossigot tudtunk elérni. Csaknem valamennyi
megvizsgalt paraméter esetén a szamitott korreldlt teljes érzékenységi index kozel
azonos. Ebbdl azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy a modellben csaknem min-
den megvizsgalt paraméter fontosnak tekinthet6, mivel az erds korrelaltsag miatt
az egyes paraméterek megvaltoztatdasa az Osszes tObbi paraméter megvaltozasat is
magaval vonja. Ezzel ellentétben egyes sebességi paraméterek korrelalatlan teljes
érzékenységi indexe nagy, mig a tobbi paraméteré nagyon kicsi. Az el6bbi para-
méterek azok, amelyeknek onalléan, a tobbi véltozdval vett korrelacigjuk nélkiil
is jelent6s hatdssal vannak a modelleredményre. A kiugréan nagy korreldlatlan
teljes érzékenységi indexszel rendelkez6 paraméterek olyan reakcidlépéseket mu-
tatnak fontosnak, amelyeket a szintézisgiz égési mechanizmusarol rendelkezésre
all6 kémiai ismeretek alapjan is fontosnak tartunk. A lokalis érzékenységanalizis
is ugyanezeket az elemi reakcidlépéseket mutatja fontosnak.
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INVESTIGATION OF THE EFFECT OF CORRELATED UNCERTAIN RATE
PARAMETERS USING A GENERALIZED HDMR METHOD

Eva VALKGH5, TaMAs VARGA®®, ALISON S. ToMLING, AcoTa Busar, TamAs TURANYI?

The High Dimensional Model Representation (HDMR) method has been widely applied to
obtain global sensitivity indices of uncorrelated model parameters. However, in some models the
parameters had been determined from experimental data in such a way that these parameter
values are correlated. A generalization of the HDMR method is presented here, which uses the
Rosenblatt transformation on a correlated model parameter sample to obtain a sample of inde-
pendent parameters. The method provides a full set of both correlated and marginal sensitivity
indices. The accuracy of our computer code was tested on simple linear test cases. Also, igniti-
on delay times predicted by an optimized syngas-air combustion model were investigated using
this new global sensitivity analysis tool. In the case of the combustion model, the significant
effect of parameter correlations was demonstrated. According to the correlated total sensitivity
indices, all investigated parameters had almost identical influence due to the correlations. Using
uncorrelated total sensitivity indices, the parameters that are influental on their own right on
the combustion process could be identified.
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