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A DYNAMIC MATRIX CONTROL AL’KALMAZA,SA LINEARIS )
DIFFERENCIALEGYENLETEKRE KORLATOSAN VALTOZO BEMENO
JEL ES VALTOZO REFERENCIA TRAJEKTORIA ESETEN

DARIDA SANDOR

Cikkiinkben a Model Predictive Control (MPC) médszercsalad egy algo-
ritmusdt, az ugynevezett Dynamic Matrix Controlt (DMC) vizsgéljuk olyan
rendszerekre, melyeket egy linedris differencidlegyenlettel adunk meg.
Az MPC-algoritmusok alapelve, hogy a vezérérelni kivant rendszert annak
bels6 ismerete nélkiil, pusztan a bemend jelekre adott valasza alapjan iranyit-
juk. A DMC-algoritmus leginkabb diszkrét idejii, linearis, id6ben invaridns
rendszerekre alkalmazhaté. A rendszer részletes leirdsa és a szamitdsok meg-
talalhatéak a szerzé MSc szakdolgozatédban [1] is. Ismeretes annak matema-
tikai bizonyitasa, hogy egy linedris differencidlegyenlet altal definidlt rend-
szert a DMC-algoritmussal a kivant konstans trajektdridra vezérelhetjiik,
amennyiben a rendszer aszimptotikusan stabil [2], és a bemend jel megval-
tozésara nincs fels6 korlat. Cikkiinkben azt vizsgaljuk, hogyan vezérelhetd a
rendszer, ha ez a két feltétel nem teljesiil, vagyis, vezérelhet6-e a rendszer a
DMC-algoritmussal, ha a bemend jel megvéltozdsa korlatos, és vezérelheté-e
valtozo trajektéridara. Mindkét eset gyakorlati jelent6séggel bir, a bemend jel
altalaban valamilyen bemend energidt reprezental, igy annak megvaltozasa
(speciélisan novelése) mindenképpen korldtos mennyiség.

1. Az algoritmus felépitése

El6szor tekintsiik at, hogyan épiil fel a step response modell, illetve a DMC
algoritmus. Vegyiink egy linedris, diszkrét idejii, s idOben invaridns rendszert,
melynek a ¢t = 0,1... idépontbeli bemenete u(t), kimenete y(t) valds szdmok.
Tovabba tegyiik fel, hogy y(0) = 0. Az algoritmus felépitéséhez a step response
modellt hasznaljuk. Ehhez el6szor sziikség van a rendszer egységugrédsra adott
valaszara mas néven unit step response-ra, vagyis hogy milyen kimeneteket kapunk,
ha u(t) =0, hat < 0ésu(t) =1, hat > 0. Jelsljiik az igy kapott kimeneteket,
y(i) = gi-vel. Ennek segitségével épitjiik fel a step response modellt, nevezetesen
a rendszer jésolt kimenete a ¢ id6pillanatban [3]:

y(t)model = Zngu(t - Z)
1
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A DMC-algoritmus felépitése az aldbbi. Tegyiik fel, hogy m lépésre elére jésolunk
control effort-ot. A jésolt kimentekre, az aldbbi osszefiiggés 4ll fenn (részletesen
lasd [2] vagy [1]):

7 =GAu+ f,

ahol,
9= @+ 1]t),.... (Gt +mt)T,
Au = (Au(t),. .., Aut +m —1))7T,
f: (f(t+1)v""f(t+m))Ta

a rendszer ugynevezett szabad véalasza,

Ft+k) =yt)+ Z (Grri — 9i) Ault — ).
=1
Ha feltessziik, hogy a rendszer stabil, vagyis lim,,_, o, y(t) létezik és véges, igy elég
nagy N-re g; =~ gy minden ¢ > N-re. Igy megfelel§ N-re szimolhatunk az

fit+k)=y(t)+ Z Grti — gi)Au(t — 1) (1)

=1

szabad valasszal.
Definialjuk tovabba a

g2 g1 e 0
G=1 " : .
dm 9m—1 oo g1

maétrixot, mely a rendszer ugynevezett dinamikus mdtriza. A referencia trajekto-
riatol valé eltérést a kovetkezo kvadratikus fiiggvénnyel reprezentaljuk,

J = (0t + jlt) — w(t+5))°
Jj=1

Bevezetve a

w=(wt+1),...,w(t+m))
vektort, ez J = |GAu + f — w|?, melynek minimuméat a Au = G=1(f — w) 6ssze-
fiiggés adja [2]. Természetes otlet, hogy valamilyen médon szabédlyozzuk a kontroll

paramétert. Ennek egyik médja Au beépitése a minimalizalandé kvadratikus fiigg-
vénybe, valamilyen A > 0 paraméterrel. Ekkor
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J = (y(t+ijlt)—w(t+j)) +Z>\A (t+5-1))% = |GAu+f—w*+A|Aul?. (2)
j=1

Ez egy kvadratikus pozitiv definit fiiggvény, melynek minimumbhelye ott lesz, ahol
a Au szerinti derivalt 0. Derivalds utédn, 2G(GAu + f — w) + 2AAu = 0, melybél
az aldbbi Gsszefliggésre jutunk:

Au= (G*+\)"'G(w — f). (3)

A )\ paraméter azt fejezi ki, hogy mennyire "biintetjiik” a kontroll gyors véltozasat.
Gyakorlati szempontbdl ennek igen nagy jelentosége van, hisz altalaban a kontroll
egyfajta bemend energiat fejez ki, ami mindenképpen korlatos mennyiség.

2. Alkalmazas linearis differenciadlegyenletekre

Vegyiik az alabbi differencidlegyenletet:

y(t) = ay(t) + bu(t), (4)

ahol a,b € R, és u(t) a kontrollfiiggvény. A célunk, hogy y(t)-t (illetve egy diszkre-
tizdcidjat) egy adott trajektdridra vezessiik. Ezt a tovdbbiakban w(t)-vel jeloljiik,
ez lesz a referencia-trajektoéria. Tegyiik fel, hogy u(t) = w valamilyen konstans.
Ekkor a megoldés, konnyen kiszamithaté:

y(t) = e™yo + g(e“t — u. (5)

Diszkretizaljuk (5)-t 7 1épéskozt valasztva. Keressiink olyan kontrollt, mely kons-
tans minden [74, 7(i+1)] szakaszon. Igy ezeken a szakaszokon (5) érvényes. Jeloljitk
tovabba a-val e*”-t. Ekkor az alabbi diszkrét rendszert kapjuk:

b
Yr+1 = oy + 5(04 — Dug, (6)

ahol a megfelel6 k alséindex azt jelenti hogy a k7 idOpillanatban vagyunk. Az igy
kapott rendszer (6) linedris, idéinvaridns és diszkrét, igy alkalmazhatjuk rd a DMC-
algoritmust. Az algoritmus vizsgdlatdbdl kapott kordbbi eredményekbél [2] az
alabbi osszefiiggések adottak.

— Ha az eredeti rendszer stabil volt, azaz (4)-ben a < 0, és A = 0, akkor 1étezik
N gy, hogy a DMC-mddszerrel a rendszer a kivant konstans trajektéridhoz
tart, ahol N a rendszer szabad vélaszénak kozelitésére utal (1). A konver-
gencia sebességére fels6 becslést is adhatunk, nevezetesen, hogy

AN
|Yr1 — w] < BNFT[a M5 )[yy, — wl.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2017)



32 DARIDA SANDOR

— Ha a fenti rendszerre A = 0 mellett alkalmazhaté a DMC-algoritmus és
a kivant trajektorara vezérli a rendszert, akkor létezik A* > 0 gy, hogy
minden \* > X esetén szintén vezérelhet6 a rendszer a DMC-algoritmussal,
ha a dinamikus matrix 1 x 1-es, vagyis a dinamikus matrixban m = 1.

3. Vezérlés korlatos valtozasi bemend jellel
3.1. Au korlatjanak beépitése az algoritmusba

A kovetkezoekben arra keressiik a valaszt, milyen feltételekkel alkalmazhaté a
DMC-algoritmus a (6) rendszerre, ha feltessziik hogy Aug < Au* minden k-ra,
vagyis a bemend jel megvaltozasa korlatos. Tegyiik fel, hogy a dinamikus matrix
1 x 1-es, vagyis p = m = 1. Ekkor tudjuk, hogy Au; = g%"ﬁ(w — fx+1). Bevezetve

2
apu = grfjr)\ paramétert, a Aug = g—l(w — frr1) Osszefiiggésre jutunk. Rogzitett

Au* mellett az alabbi egyenlGtlenségnek kell fenndlnia:

g1
A —— > . 7
W — fre1 =M @

Vegyiik észre, hogy minél kisebb Au*-ot hatdrozunk meg, annél kisebb p-t, sziik-
ségképpen nagy A-t kell valasztanunk. Ha az egyenlotlenség bal oldala nagyobb,
mint 1, akkor a u = 1, azaz A = 0 paraméterekkel fut az algoritmus.

3.2. Vezérelhet6ség Au* fiiggvényében

”

Az el6zbekben lathattuk, hogy Au* megvalasztdsabdl egyértelmiien meghaté-
rozhaté a p (tehdt kozvetve a A) paraméter. Ez két kérdést vet fel. Egyrészt, az
adott p paraméterrel a DMC-algoritmus a kivant trajektéridra vezérli-e a rend-
szert? Masrészt ha igen, logikus kovetkeztetés, hogy a paraméter valamelyest ront
a konvergencia sebességén, ezt az adatot szeretnénk becsiilni, illetve szamszerisi-
teni. Ezt a feltételezésiinket az aldbbi két abran szemléltetem.

A [2] cikk eredménye azon alapul, hogy a

v = (yx —w,up — (L= @)w/gr, ..., up—nt1 — (1 — a)w/g1)

vektorral felirva a referencia trajektoriatdl valo eltérést, az algoritmus adott 1épé-
sét, és igy a hiba csokkenését egy vi11 = Mpyvi matrix szorzassal reprezentilja
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-

1. 4bra. A X =0 eset

2. dbra. A X = 0.5 eset
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ahol
«@ g1 0 0 0
_pa g1—g _ 292—91—g 29N—-1—9gN-2—9N 29N —9N-1—9gN+1
a M 191 Pt 1lop 911 S g1 K g1
0 1 0 0 0
My=| 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
. . / , , 92 7 7
a szokdsos jelolésekkel, azaz ov = €7, tovdbba p = 215 Igy IM,|| < 1 az elég-
1

séges feltétel arra, hogy a DMC-algoritmussal a kivant trajektoridra vezérelheto
a rendszer. Arra a specidlis esetre, amikor y = 1 (azaz A = 0) adott a bizonyi-
téas, illetve azt is tudjuk, hogy bizonyos specidlisan megvélasztott u esetén szintén
vezérelheto a redszer.

Szeretnénk tehdt a hibat, a mar kiszdmolt p fliggvényében vizsgdlni. Az alap-
Otlet az, hogy az My matrixot irjuk fel két matrix szorzataként, My = L - My
az aldbbi feltételekkel. Az L méatrix nem fiigghet csak a p paramétertdl, My
pedig az My matrix 4 = 1 esetének felel meg. Ha ez megvaldsithatd, akkor
az L métrix reprezentdlja azt a hatdst, amit a Awu maximalizdlasdval okozunk.
Ebben az esetben tudjuk, hogy ||MNH = R, ahol R < 1 a konvergencia sebességét
mutaté érték. A hibavektorra igy vpy1 = Myvgy = L - Mva. Felhasznélva a
Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlétlenséget,

[ogsall < 1Mol < LM [[[ox]]- (8)

Tehat kimondhatjuk, hogy ekkor az L matrix normdjival szamszeriisithetjiik a
konvergencia romlasat. Kiszamithato, hogy

10 0 0 0
0 u 1—p 00
00 1 00

L=19 o 0 0
00 0 .. 01

Vegyiik észre, hogy p = 1 esetén L = Iny1, igy az eredeti A = 0 feladatra vezet
vissza. Tehdt a tovabbiakban az L matrix normajat fogjuk vizsgalni.

Fontos megemliteni, hogy az My-1él ismeretes [2], hogy minden sajatértéke
kisebb, mint 1, ezért barmely norméja kisebb, mint 1 [4]. Mi tovdbbi szdmitdsain-
kat a || « |2 norméban végezziik, melyet az egyszeriiség kedvéért || . ||-vel jeloliink.
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Jegyezziik meg, hogy az N x N métrixok véges dimenziés vektorteret alkotnak, és
véges dimenziés vekrortéren minden norma ekvivalens [5].

”L” =V )‘max(LTL)~

Némi szamitas utan,

1 0 0 0 0
0o p (1 — p) 00

prp_ | O HA-m) (1-p)?+1 00
1o 0 0 0 0

0 0 0 .01

Ez egy blokkdiagonalis matrix, igy a sajatértékei megegyeznek a blokkok sajatér-
tékeivel. Az egyetlen blokk, melynek nem trividlis a sajatértéke a

< It n(1 = p) )
p(l—p) (I—=p)*+1

Vegyiik észre a blokk és az alabbi matrix kozti osszefiiggést:

s= H 1-r
0 1

esetén ST pont a blokkot adja. Igy ||S| kiszdmitdséra vezettiik vissza a feladatot.
Masrészt S felirhaté két matrix osszegeként, nevezetesen, S = S1 + S ahol

Sl—<'u 0>7

0 1

sy=( O t=r .
0 0

Ekkor a haromszog-egyenl6tlenség miatt az ||S|| < ||S1]] + [|S2|| fels6 becslés hasz-
nalhaté. Mivel STS; és ST'Sy is szimmetrikus, fgy minden sajatértékiik valds.
Kénnyen kiszamithaté, hogy S{S; sajatértékei az 1 és a u, és p < 1 miatt
|S1]| = 1. Tovdbba SI'S, sajétértékei a 0 és az (1 — p)?, fgy [|S2f] = 1 — p.
Mivel mindkét érték pozitiv, igy fenndll az ||S]| < 2 — u becslés.

Osszegezve az eddigi eredményeket a kovetkezére jutunk. A hibavektor csok-
kenését reprezentalé My métrixra fenndll az ||My|| < (2 — p)R becslés, ahol R

masrészt
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volt a korlatozas nélkiili rendszer hibajanak csokkenése lépésenként. Vegyiik ész-
re, hogy p = 1-re valéban az eredeti konvergenciasebességet kapjuk vissza, és u
ismeretében most mar becsiilhetjiik az algoritmus konvergencidjanak sebessegét,
és elégséges feltételiink van arra, hogy milyen korldtozas mellett haszndlhaté az
algoritmus.

4. Vezérlés nem konstans trajektoriara

Az alabbiakban azt vizsgaljuk, hogyan viselkedik a rendszer, ha nem konstans,
hanem egy w(t) id6ben valtozé trajektéridra akarjuk vezérelni, ahol w(t) egy foly-
tonos fiiggvény. Ebben az esetben legyen a G dinamikus matrix 1 x 1-es, vagyis
egyszerten g;. Tegyiik fel hogy a mddszer asszimptotikusan stabil, és a rendszert a
kivant konstans trajektoriara vezérli, tehat a hibamatrix sajatértékeire R < 1 fels6
becslést tudunk adni. Ha a trajektéria nem konstans, |yg+1—wr+1| < Rlyx— w41,
ahol wy = w(kT), illetve y;, legyen a 7k idépontban vett, mar silyvektorral szorzott
egydimenzids kimenet. Nekiink azonban |y; — wg|-fiiggvényében kellene becslést
adnunk. Legyen Awy41 = wi41 — wg. Ekkor,

Rlyr, — wi + Awgp1| > |Yk+1 — Wht1]-

Kihasznalva a haromszog egyenlétlenséget,
lykr1 — wrr1] < Rlyx — wi| + |RAwg41].
Ez az osszefliggés nyilvan fenndl a k + 2 idépontban is, igy
[Yrr2 — Wri2| < Rlyrpr1 — wri1] + [RAwg4 2],
igy a masodik 1épésre
[Ykt2 — wita| < R2|yp — wi| + R?|Awgyo| + R|Awg1].
Altalanosan a n-edik lépésre
[Yktn — Wein| < R™|yp — wi| + R Awpy1| + ... + R2|Awppn_1| + R|Awgyn|.

Tegyiik fel, hogy létezik valamilyen L, konstans, ugy, hogy minden k-re
|Awg| < L,. Ha w(t) folytonos Lipschitz-tulajdonsigi fiiggvény, akkor annak
Lipschitz-konstansa szorozva a lépéskozzel megfelel6 lesz. Ekkor a mértani sor
Osszegképlete alapjan,

RnJrl -1
R‘ < R"|yp — wg| + LyT

|yk+n - wk+n‘ S Rn|yk - wk| + LwT R_1

1—R"
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3. dbra. Az algoritmus viselkedése valtozé trajektéridra

Mivel |2=| konstans, igy a hiba o(7)-val névekszik a konstans trajektoriara valé
vezérlés hibajahoz képest. Ezt figyelhetjiik meg, egy folyamatosan valtozé trajek-
toria esetén az aldbbi abran:

Az dbran w(t) = sint fiiggvény dltal definiélt trajektéridra vezérliink. Kivaldan
megfigyelhet6 a lépéskidzzel megegyez6 nagysagrendii eltolodas a célfiiggvény és az
algoritmus altal adott kimenet kozott.

Kovetkezmény: Barmely linedris differencidlegyenlet-rendszerre kimondhatjuk,
hogy ha az a DMC-algoritmussal konstans trajektéridra vezérelhetd, akkor bar-
mely olyan trajektéridra vezérelhetd o(7) pontossiggal, melyet Lipshitz-folytonos
fliggvénnyel definidlunk.

5. Eredmények

Korédbbi eredményekbdl lathattuk, hogy linedris differencidlegyenlettel defini-
alt rendszer vezérelhet6 a DM (C-algoritmussal abban az esetben, ha az eredeti
differencidlegyenlet aszimptotikusan stabil. Cikkiinkben ilyen rendszerek vezérel-
het6ségét vizsgdltuk két tovabbi altalanositassal, a bemend jel megvéltozasanak
korlatozédsat, és referencia trajektoria valtozasat szem el6tt tartva. A bemend jel
megvéltozasara tett korlatbdl (Au* ) kifejezheté ugyanis a bemené jel csillapitdsét
szolgalé paraméter (u vagyis kozvetve \), nevezetesen fennéll a
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g1

Ay ———
W — fr41

Osszefiiggés. A p paraméter meghatdrozdsa utdn a kovetkezd feladat annak vizs-
galata volt, hogy adott p mellett az algoritmus alkalmazhaté-e vezérlésre. A hiba
csOkkenését reprezentalé matrix My tigyes felbontdsa utan sikeriilt szamszeriisi-
teniink a csillapitas hatasat a konvergencidra, igy az

Myl < 2 - )R

Osszefiiggésre jutunk, ahol R csillapitas nélkiili algoritmus konvergencidjanak sebes-
sége.

Ezek utan megvizsgaltuk, hogyan viselkedik a rendszer, ha nem konstans,
hanem id6ben valtoz6 trajektdridra w(t) vezéreljiikk. Szdmitdsaink megmutatjik,
ha a w(t) folytonos fliggvénnyel definidlt trajektéria Lipshitz-folytonos, akkor a
hiba a w(t) fiiggvényhez tartozé Lipshitz-konstans és a rendszer diszkretizdls-
sakor 1épéskdznek valasztott 7 értékektdl fiigg. Igy ha egy rendszert a DMC-
algoritmussal konstans trajektéridra vezérelhetiink, akkor barmilyen Lipshitz-foly-
tonos fiiggvény altal definidlt trajektéridra is, egy 7 1épéskoz nagysagrendii hibatol
eltekintve.
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THE USE OF DYNAMIC MATRIX CONTROL FOR CONTROLLING
LINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS FOR NON-CONSTANT
TRAJECTORIES WITH LIMITED INPUT PARAMETER

SANDOR DARIDA

Dynamic Matrix Control (DMC) is one of the most used algorithm of Modell Predictive
Control (MPC) method. We use DMC to drive a system to a given trajectory where the system
is defined by a linear differential equation. We already know from previous results that such
a system can be controlled by DMC when it is asymptotically stable. However results were
restricted to constant trajectory case and also did not considered the fact that input must be
bounded. We show controllability can be proved with theese extended conditions. It is also shown
that convergence speed can be calculated directly from the bound of the input. For non-constant
trajectories we proved that system can be controlled by DMC if the trajectory is defined by a
Lipschitz continuous function.
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