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EGY NEMLINEÁRIS VEGYES-EGÉSZÉRTÉKŰ OPTIMALIZÁLÁSI
FELADAT KÜLÖNFÉLE MODELLJEINEK KOMPARATÍV ELEMZÉSE

DOBJÁNNÉ ANTAL ELVIRA ÉS VINKÓ TAMÁS

Egy optimalizálási feladat megoldásának sebességét sokféle tényező befo-
lyásolhatja, többek között az adott feladat mérete (beleértve a változók és a
korlátok számát is), t́ıpusa (lineáris, egészértékű stb.), a megoldó algoritmus,
valamint a reprezentáció módja (beleértve az alkalmazott adatstruktúrákat
és a matematikai modellt is). Jelen tanulmányt egy hálózati folyam probléma
matematikai modelljének feĺırása kapcsán felmerülő kérdések ihlették.

A cikkben azt vizsgáljuk, hogy egy konkrét, nagyméretű lineáris és nemli-
neáris vegyes-egészértékű programokat is magában foglaló optimalizálási fel-
adat megoldásának sebességét mennyiben befolyásolja különféle modellezési
technikák alkalmazása. Egy elosztott tartalommegosztó hálózat max-min
méltányos erőforrás-elosztásának kiszámı́tását célzó modell tizenkét változa-
tát hasonĺıtjuk össze egy kiterjedt numerikus tesztelés során, két professzio-
nális megoldó és huszonhét nagyméretű tesztfeladat felhasználásával.

Reményeink szerint a közölt eredmények túlmutatnak a konkrét problé-
mán, és árnyaltabb képet adnak más hasonló feladatok megértéséhez is.

1. Bevezetés

Élőkép interneten történő közvet́ıtésére számos megoldás létezik. Amennyiben
a skálázhatóság kérdése fölmerül, gyakran az elosztott módon működő módszerek
adnak minőségi választ. Egy ilyen lehetséges módszer a BitTorrent protokollon
alapszik [4]. A BitTorrent eredetileg egy tartalommegosztó rendszer, amely első-
sorban nagyméretű fájlok hatékony hozzáférését seǵıti elő [5, 8]. Kiderült azonban,
hogy a protokoll részleteinek megfelelő módośıtásával lehetőségünk van élő közve-
t́ıtésre (live streaming), illetve video-on-demand szolgáltatások támogatására is
[7, 6, 15, 13, 12].

Mı́g a hagyományos tartalomletöltésnél a felhasználók igénye elsősorban a letöl-
tés sebességére vonatkozik (minél gyorsabb, annál jobb), addig a letöltés közbeni
megtekintés vagy meghallgatás jellegű szolgáltatásoknál minden felhasználóra a
számára elérhető lehető legjobb minimális letöltési sebességet kell garantálnunk.
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Jelen cikkben ez utóbbi feladatra fókuszálunk. A feladat, bizonyos feltételek kikö-
tése mellett, megfogalmazható egy speciális szerkezetű gráfon értelmezett nemline-
áris vegyes-egészértékű optimalizálási feladatként. Ennek részletes léırását az [1]
cikkben találhatjuk meg. Mivel a vizsgált feladat megoldására javasolt iterációs
módszer számos részletet és modellezési meggondolást tartalmaz, ezért természe-
tesen adódik a kérdés: vajon milyen tényezők befolyásolják a megoldás sebességét?
Jelen cikkben összegyűjtöttük a lehetséges opciókat, amelyeket részletes numerikus
vizsgálatoknak vetettünk alá. Bár a feladat specifikus, meggyőződésünk, hogy az
elvégzett numerikus tesztek által kapott eredmények általánosabb érvényű empiri-
kus képet adnak a hasonló t́ıpusú problémák számı́tógépes megoldási lehetőségeire.

A következőkben először megadjuk a legfontosabb fogalmakat, valamint a hasz-
nált hálózati modellt (2. szakasz). Ezután röviden ismertetjük az [1] cikkben java-
solt iterációs módszert, továbbá a lehetséges algoritmus változatok egy bőséges
listáját (3. szakasz). A felhasznált tesztesetek léırását (4. szakasz) a numerikus
eredmények diszkussziója követi (5. szakasz).

2. Max-min méltányos erőforrás-elosztás problémája

Ebben a fejezetben bevezetjük a legszükségesebb defińıciókat, amelyek egy-
részt megadják a vizsgált feladat felhasználási területét, másrészt léırják a vizsgált
optimalizálási algoritmus bemeneteként szolgáló folyam hálózatot.

Mint azt a bevezetőben emĺıtettük, a vizsgált feladat egy elosztott tartalom-
megosztó rendszerben előforduló erőforrás-elosztás problémaköréhez tartozik. Ez
a rendszer a BitTorrent. Jelen cikk szempontjából nézve a rendszernek három fő
komponense van: letöltők (leecherek), megosztók (seederek) és a megosztott fájlok
(ezeket gyakran torrenteknek is nevezzük, amely valójában a megosztott tartalom
technikailag fontos jellemzőit léıró meta fájl, de az elnevezés nem lesz félreérthető).
A BitTorrent a fájlokat darabokra osztja. Egy adott fájlra nézve a megosztók hal-
maza azon felhasználókat tartalmazza, akik rendelkeznek a fájl összes darabjával.
Fontos szempont, hogy a letöltők is tudnak egymás között darabokat cserélni, ı́gy
a letöltés közben egyben feltöltőként is szolgálják a rendszer működését. Pontosan
ez az az ötlet, amitől a BitTorrent rendḱıvüli módon jól skálázható [5]. A továb-
biakban BitTorrent közösség alatt felhasználók (leecherek és seederek), valamint
fájlok egy rögźıtett halmazát értjük.

Capotă és szerzőtársai [3] nyomán egy BitTorrent közösség aktuális állapotát
– vagyis, hogy egy adott időpillanatban ki kinek tölthet fel, milyen adatátviteli
korlátok érvényesek, stb. – egy speciális hármas gráf reprezentációval ı́rhatjuk le.
Ezt az iránýıtott, súlyozott hármas gráfot G = ({U,L,D} , E, f, c) jelöli. A közös-
ség alapvető elemei a felhasználók halmaza (I) és a torrentek halmaza (T ). Minden
i ∈ I felhasználó rendelkezik µi feltöltési kapacitással és δi letöltési kapacitással,
továbbá
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U = { ui | i ∈I} : a feltöltő csúcsok halmaza, ahol ui az i felhasználó feltöltési
(seeding vagy leeching) potenciálját reprezentálja;

D = { di | i ∈I} : a letöltő csúcsok halmaza, ahol di az i felhasználó letöltési
(leeching) potenciálját reprezentálja;

L = { lti | i ∈ I, t ∈ T} : a leeching csúcsok halmaza, ahol az lti (ún. leeching
session) létezése azt jelöli, hogy az i felhasználó éppen leech-eli, letölti a
t torrentet;

E : az élek halmaza; E = EU∪ED, ahol EU =
∪

i,j,t(ui, l
t
j) a feltöltő élek halmaza,

és ED =
∪

j,t(l
t
j , dj) a letöltő élek halmaza;

c : U ∪ L ∪D → N : a kapacitás függvény, amely a résztvevők sávszélesség-korlátait
reprezentálja:

c(ui) = µi, c(di) = δi, c(l
t
i) = ∞;

f : E → R+ : a folyam függvény, a kiosztott sávszélességet reprezentálja azokon
az éleken, amelyek kieléǵıtik a folyammegmaradási tulajdonságot:∑

ui∈U

f(ui, l
t
j) = f(ltj , dj) ∀ltj ∈ L,

valamint a kapacitás korlátokat:∑
ljt : (ui,ltj)∈EU

f(ui, l
t
j) ≤ µi ∀ui ∈ U,

∑
ltj : (l

t
j ,dj)∈ED

f(ltj , dj) ≤ δj ∀dj ∈ D.

Célunk minden (ltj , dj) ∈ ED élre a max-min méltányos erőforrás-elosztás meg-
határozása, vagyis minden egyes letöltő élre a lehető legnagyobb folyam kiszámı́-
tása, figyelembe véve, hogy egy letöltő élen sem növelhető a folyam értéke olyan
áron, hogy egy tőle kisebb folyammal rendelkező letöltő élen csökkentjük azt.
Ez tulajdonképpen a Pareto-optimális erőforrás-elosztás egy rokon feladata [14].
A formális defińıció megtalálható pl. [3] és [14] cikkekben.

3. A probléma megoldása; modellát́ırási lehetőségek

A max-min méltányos erőforrás-elosztás kiszámı́tását célzó algoritmus kiindu-
lási alakját a 3.1. algoritmus tartalmazza. A korábbi cikkünkben [1] bemutatott
megoldás tulajdonképpen Radunović és Le Boudec általános max-min programo-
zási algoritmusának [14] a feladatra adaptált változata. A letöltési élek max-min
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méltányos folyamait iterat́ıv módon számı́tjuk: minden iterációban a legkisebb,
még nem rögźıtett folyammal rendelkező letöltő élekre állaṕıtjuk meg a minden
korlátot kieléǵıtő legnagyobb folyam értékét. A halmazokat nagy betűkkel, az opti-
malizálási feladatok döntési változóit kis betűkkel, mı́g a paramétereket (a rögźıtett
értékkel b́ıró változókkal egyetemben) görög betűkkel jelöljük.

3.1. Algoritmus. mMaxMin

1. Alsó korlát számı́tása a folyam értékekre. MM0 megoldása:

max f,

f.h. f(ltj , dj) ≥ f ∀(ltj , dj) ∈ ED.

A minimális folyam érték eltárolása. Legyen ϕ := f .

2. Maximális átvitel számı́tása. Az MMMaxFlow -val jelölt LP-feladat megoldása:

max
∑

(ltj ,dj)∈ED

f(ltj , dj),

f.h. f(ltj , dj) ≥ ϕ ∀(ltj , dj) ∈ ED.

Optimum eltárolása. Legyen σ :=
∑

(ltj ,dj)∈ED
f(ltj , dj).

3. Inicializálás. Legyen F := ∅, k := 1, E1 := ED, ∀(ltj , dj) ∈ ED : ℓtj := 0, ϕ0 = 0.

4. LP-megoldás (max-min folyam érték kiszámı́tása). Az mMM
(1)
k -gyel jelölt LP-

feladat megoldása:

max fk, (1)

f.h.
∑

(ltj ,dj)∈Ek

f(ltj , dj) +
∑

(ltj ,dj)∈(ED\Ek)

ℓtj ≥ (1− ϵ) · σ

f(ltj , dj) ≥ fk ∀(ltj , dj) ∈ Ek.

Optimum eltárolása. Legyen ϕk := fk.

5. Előmegoldás (max-min folyammal rendelkező élek kiválasztása).

Ekf
:=

 (ltj , dj) ∈ Ek

∣∣∣∣∣∣
c(dj)−

∑
(ltj ,dj)∈(ED\Ek)

ℓtj

deg−k (dj)
= ϕk

 ,

xt
j := 0, ∀(ltj , dj) ∈ Ekf

.

A deg−k (dj) a dj azon bemenő éleinek száma, amelyek Ek elemei. Ha |Ekf
| ̸= 0, ugrás

a 7. lépésre.

6. MINLP-megoldás (max-min folyammal rendelkező élek kiválasztása).

Az mMM
(2)
k -vel jelölt vegyes-egészértékű bilineáris programozási feladat megoldása:

max
∑

(ltj ,dj)∈Ek

xt
j ,

f.h.
∑

(ltj ,dj)∈Ek

f(ltj , dj) x
t
j + ϕk ·

∑
(ltj ,dj)∈Ek

(1− xt
j) +

∑
(ltj ,dj)∈(ED\Ek)

ℓtj = (1− ϵ) · σk, (2)

f(ltj , dj) ≥ ϕk ∀(ltj , dj) ∈ Ek,

f(ltj , dj) > ϕk xt
j ∀(ltj , dj) ∈ Ek,

ahol xt
j ∈ {0, 1}.
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7. Fixálás (kiválasztott éleken folyam rögźıtése). A ϕk-ra vonatkozó akt́ıv korlátok

kikeresése, és a kapcsolódó letöltő éleken a folyam értékek rögźıtése:

Φk :=
{
(ltj , dj) ∈ Ek | xt

j = 0
}
,

ℓtj := ϕk, ∀(ltj , dj) ∈ Ek ahol xt
j = 0,

F := F ∪ Φk, Ek+1 := Ek \ Φk.

8. Megállási feltétel. Ha F = ED, megállunk. Különben k := k+1 és ugrás a 4. lépésre.

Az algoritmus 1. lépésében egy jó alsó korlátot számı́tunk a folyam értékekre,
ezt a 4. lépésben használjuk majd fel. A 2. lépésben meghatározzuk a hálózat
maximális átvitelének mértékét abban az esetben, amikor minden letöltő élre az
f(ltj , dj) ≥ ϕ. Korábbi cikkünkben megmutattuk, hogy ez a σ-val jelölt szint az
algoritmus minden iterációjában biztośıtható. A következő lépésben inicializálunk:
az F halmaz kezdetben üres, ez tartalmazza majd a rögźıtett folyam értékek azo-
nośıtóit; k a ciklusváltozó; Ek a k. iterációban rögźıtetlen folyammal rendelkező
élek halmaza; az utolsó iteráció után pedig ℓtj tartalmazza minden (ltj , dj) ∈ ED

letöltő élre az optimális folyam értékét. A 4. lépésben kiszámı́tjuk a rögźıtetlen
folyamok max-min értékét, továbbá egy jó kezdő (f́ızibilis) megoldást a 6. lépés
speciális MINLP-jéhez. Az 5. lépés egyfajta előmegoldás, szerepét a 3.5. alsza-
kaszban részletesebben bemutatjuk. Ez a lépés el is hagyható. A 6. lépésben
álĺıtjuk elő azt a max-min méltányos elosztást, ami egyúttal a σ átvitelt is garan-
tálja (ϵ toleranciával, amit a lehetséges numerikus hibák miatt engedünk meg).
Ennek a MINLP-nek a célja, hogy a 4. lépésben meghatározott max-min értéket a
lehető legkevesebb élre rögźıtsük egy-egy iteráció 7. lépésében. Végül, 4-től ismé-
teljük a lépéseket, amı́g minden élre meg nem határoztuk a max-min méltányos
allokációt.

A 3.1. algoritmusnak természetesen sokféle variációja képzelhető el, a megva-
lóśıtás során érdemes lehet különféle modellezési

”
trükköket” alkalmazni. Korábbi

cikkünk munkálatai közben mi magunk is többféle változtatást eszközöltünk a
hatékonyság növelése érdekében, azonban az egyes változtatások hasznosságának
igazolására akkor nem kerülhetett sor. A következőkben számbavesszük az álta-
lunk javasolt módośıtásokat, az 5. szakaszban pedig elemezzük az ezen módośı-
tások kombinációiból előálló modell-változatok hatékonyságát a futási idő és az
elért optimum érték tekintetében.

3.1. Egy redundáns korlát hozzáadása

A 3.1. algoritmus 4. lépésében szereplő mMM
(1)
k jelzésű LP feladathoz hozzá-

adhatjuk a következő korlátot:
fk ≥ ϕ. (3)

Antal és Vinkó [1] 3. lemmája alapján a (3) korlát redundáns, és csak az első
iterációban akt́ıv, mivel az (1) jelzésű célfüggvény és a 7. fixáló lépés együttesen
kikényszeŕıti, hogy fk > fk−1 minden k iterációra. Ugyanakkor benyomásunk
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szerint az LP-megoldónak jelentős seǵıtség, ha ez a fix alsó korlát is szerepel a
feladatban.

3.2. Bilineáris vegyes-egészértékű feladat McCormick-át́ırása

A 3.1. algoritmus 6. lépésében szereplő mMM
(2)
k jelzésű bilineáris programozási

feladat helyetteśıthető a McCormick-át́ırásával [11]. Ez az át́ırás egy ekvivalens
vegyes-egészértékű lineáris programozási (MILP) feladatot eredményez, amelyben
a bilineáris kifejezések helyére új, folytonos változókat vezetünk be:

ptj := f(ltj , dj) · xt
j ,

ahol ∀(ltj , dj) ∈ Ek : ptj ∈ R+, továbbá xt
j ∈ {0, 1}. AzmMM

(2)
k feladat McCormick-

át́ırása tehát a következő:

max
∑

(ltj ,dj)∈Ek

xt
j ,

f.h.
∑

(ltj ,dj)∈Ek

ptj + ϕk

∑
(ltj ,dj)∈Ek

(1− xt
j) +

∑
(ltj ,dj)∈(ED\Ek)

ℓtj ≥ (1− ϵ) · σ, (4)

f(ltj , dj) ≥ ϕk ∀(ltj , dj) ∈ Ek,

f(ltj , dj) > ϕk xt
j ∀(ltj , dj) ∈ Ek,

min
(
δj x

t
j , f(l

t
j , dj)

)
≥ ptj ∀(ltj , dj) ∈ Ek, (5)

max
(
0, f(ltj , dj)− δj (1− xt

j)
)
≤ ptj ∀(ltj , dj) ∈ Ek, (6)

vagyis az eredeti (2) jelzésű korlátot lecseréljük (4)-re, és kiegésźıtjük a feladatot
az (5) és (6) korlátokkal.

Habár a probléma dimenziója nő az át́ırás folytán, egy egzakt korlátozás és
szétválasztás t́ıpusú megoldó alkalmazható az előálló MILP globális optimumának
megtalálására [2].

A következőkben az algoritmus 6. lépésében szereplő MINLP-, ill. MILP-fela-
datokra gyűjtőnéven MIP-ként fogunk hivatkozni.

3.3. Kezdőértékadás a bináris változókra

Az mMM
(1)
k optimális megoldása leképezhető mMM

(2)
k egy f́ızibilis megoldásá-

ra. Legyen

f
(2)
k (ltj , dj) := f

(1)
k (ltj , dj),

és

xt
j :=

1 ha f
(1)
k (ltj , dj) > ϕk és (ltj , dj) ∈ Ek,

0 ha f
(1)
k (ltj , dj) = ϕk és (ltj , dj) ∈ Ek.
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Itt f
(y)
k (ltj , dj) a kapcsolódó f(ltj , dj) folyam értékeket jelöli az mMM

(y)
k egy f́ızibilis

megoldásában. Az mMM
(2)
k feladat megoldása során seǵıtséget jelenthet a bináris

változókra vonatkozó kezdőértékek explicit megadása.

3.4. Kezdőértékadás a McCormick-át́ırás mesterséges változóira

AzmMM
(2)
k McCormick-át́ırásának kezdőértéke csakugyan előálĺıthatómMM

(2)
k

kezdőértékéből. Ehhez mMM
(2)
k kezdőértékét bőv́ıtsük a p változókra vonatkozó

értékekkel:

ptj :=

f
(1)
k (ltj , dj) ha xt

j = 1 és (ltj , dj) ∈ Ek,

0 ha xt
j = 0 és (ltj , dj) ∈ Ek.

3.5. Előmegoldás, avagy folyamok rögźıtése a folyammegmaradásra
hivatkozva

A 3.1. algoritmus 5. lépése egy, az AMPL-előmegoldójában is megvalóśıtott
standard LP-előmegoldó technika [9, 10]. Az

Ekf
:=

{
(ltj , dj) ∈ Ek

∣∣∣ c(dj)−∑(ltj ,dj)∈(ED\Ek)
ℓtj

deg−k (dj)
= ϕk

}

halmaz azokat a letöltő éleket tartalmazza, amelyekre a kapcsolódó f(ltj , dj) folyam
értékek egyértelműen kiszámı́thatóak a hálózat folyammegmaradási tulajdonsága
alapján. A fenti kifejezésben deg−k (dj) a dj csúcs azon bemenő éleinek számát
jelöli, amelyeken a k. iterációban még nincs rögźıtett folyam.

Pontosabban, Ekf
minden elemére rögźıthető a ϕk folyamérték az algoritmus

k. iterációjának 7. lépésében, méghozzá a 6. lépésben szereplő MIP megoldásától
függetlenül. Ennek megfelelően az előmegoldást tartalmazó modellekben kimarad
a MIP megoldása, amennyiben Ekf

̸= ∅ valamely k. iterációban.
Ha lenne olyan letöltő él, amelyre ϕk értékű folyamot kellene rögźıteni, de az

előmegoldó ezt nem tudja megállaṕıtani, úgy a következő iterációban ϕk+1 értéke
meg fog egyezni ϕk-val és a MIP megoldásra kerül. Legrosszabb esetben az iterá-
ciók számának duplázásával is járhat ez a megoldás, azonban az általunk tesztelt
esetekben az iterációk jelentős részében minden szükséges fixálás megtörtént az
előmegoldási fázisban, és csak az esetek töredékében volt szükség a MIP megoldá-
sára.

3.6. Modellváltozatok

A fent bemutatott módośıtási javaslatok kombinációiból összesen tizenkettő
modellváltozatot késźıtettünk, hogy a módośıtások hasznosságát külön-külön, ill.
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1. táblázat. A vizsgált modellek áttekintése

Modell 3.1 3.2 3.3 3.4 3.5

ref • • • • •
1 • • • •
2 • • •
3 • •
4 •
5

6 •
7 • •
8 • • •
9 • •
10 • •
11 •

együttesen elemezni tudjuk (eredmények az 5. szakaszban). Az 1. táblázat össze-
foglalja, hogy melyik modell melyik korábbi alszakasz(ok)ban bemutatott módo-
śıtást tartalmazza. Referenciaként (ref) a korábban publikált matematikai mo-
dell [1] szolgált, amely minden módośıtást tartalmazott, a többi modellt számokkal
jelöltük.

4. Tesztesetek

Ahhoz, hogy a különböző algoritmusvariánsokkal numerikus hatékonysági vizs-
gálatokat késźıthessünk, számos mesterségesen generált hálózatot késźıtettünk.
Ebben a szakaszban ezen teszthálózatok előálĺıtásának módszereit közöljük.

Alapvetően három, lényegileg különböző t́ıpusú hálózatot gyártottunk, amelyek
a következők:

Túlkereslet: Ebben az esetben a közösségben elérhető fájlok egy részét sokkal
többen akarják letölteni, mint amennyien a teljes tartalommal rendelkeznek.
A BitTorrent fogalmai szerint tehát ilyenkor nagyon sok letöltő és ehhez
képes nagyon kevés megosztó van jelen. A hálózatokat úgy gyártottuk, hogy
a fájlok véletlenszerűen választott 10%-ában legyen túlkereslet. Konkrétan
a felhasználók fele letöltőként van jelen a kiválasztott t́ız százalékban. Meg-
jegyezzük, hogy ezek a felhasználók emellett letöltőként vagy feltöltőként
részt vehetnek más fájlokban is. Az ilyen állapot általában akkor fordul
elő valós BitTorrent közösségekben, amikor megjelennek rendḱıvül népszerű
tartalmak, amire hirtelen nagyon sokan ḱıváncsiak.
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Egyenletes: Itt minden fájlra teljesül egyfajta egyensúly, nagyjából ugyanannyi
a letöltő, mint a megosztó.

Túlḱınálat: Itt pedig a közösségben elérhető fájlokat sokkal többen ḱınálják letöl-
tésre, mint amennyien azt ténylegesen le is töltik éppen. Tehát több meg-
osztó van, mint letöltő. Érdekes módon valós BitTorrent közösségekben ez
az állapot az, amely a legtöbbször előfordul. Ennek részben az a magyará-
zata, hogy az ilyen közösségekben a rögźıtett szabályok egyike általában elő́ır
bizonyos időtartamig történő rendelkezésre állást (seedelést), vagy pedig azt,
hogy a letöltött mennyiség valamely részét fel kell tölteni a rendszerbe. Ez
utóbbi hosszas időt vehet igénybe abban az esetben, ha a fájlra már csak
csekély az érdeklődés.

T́ıpusonként 9 teszthálózatot gyártottunk, amelyekben a felhasználók száma
100, 300 és 500 volt, mı́g a torrentek száma rendre 50, 100 és 200. Ami a sávszé-
lességeket illeti (amely a folyam hálózatban az élek kapacitását jelenti), mindegyik
hálózatban véletlenszerűen választottunk értékeket, egyenletes eloszlással, még-
pedig a feltöltő élekre a [128, 2048] intervallumból, mı́g a letöltő élekre az [512, 4096]
intervallumból. A gráfok méretét a 2. táblázatban foglaltuk össze. Vegyük észre,
hogy minden gráfban a pontok száma jelentősen több, mint a felhasználók és tor-
rentek száma. Ennek a magyarázata, hogy bemenetként nem páros gráfot kell
megadnunk, hanem a 2. fejezetben emĺıtett hármas gráfot, amelyben elsősorban a
köztes (L halmazba tartozó) csúcsok száma lesz magas.

2. táblázat. A teszteléshez használt gráfok csúcsainak száma (n) és éleinek száma
(m)

A valós BitTorrent közösségekből származtatható gráfok az itt vizsgáltaknál
jóval nagyobb méretűek, ugyanakkor nem feltétlenül reprezentálnak olyan eseteket,
amelyeket itt vizsgáltunk. A kisebb méret továbbá lehetővé teszi, hogy kivárható
időn belül legyen megoldásunk.
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5. Eredmények

5.1. Tesztkörnyezet léırása

A hálózat összetételének, valamint a megoldás során alkalmazott matematikai
modellnek a megoldó (solver) program hatékonyságára gyakorolt hatását szerettük
volna megállaṕıtani, ezért kiterjedt numerikus tesztelést végeztünk. A 3. szakasz-
ban bemutatott tizenkettő modellváltozat, a 4. szakasz huszonhét tesztesete és kettő
professzionális megoldó minden lehetséges kombinációjára három futtatást végez-
tünk.

Az algoritmus-variánsok AMPL-nyelven voltak kódolva. A Gurobi- és a MOSEK-
solvert vettük górcső alá, mivel ez a két általános nemlineáris megoldó állt rendel-
kezésünkre, amelyek a szóban forgó modellek optimalizálási feladatait kivárható
időn belül meg tudták oldani. Mindkét megoldót az alapértelmezett paraméterek-
kel működtettük. A tesztek egy 24 magos Intel Xeon 2, 27 GHz-es számı́tógépen
futottak, ahol 24 GB memória állt rendelkezésre.

5.2. Gurobi

A 3–5. táblázatok a Gurobi-megoldóval elért átlagos futási időket mutatják
a különböző feladatosztályokra. Megjegyezzük, hogy bizonyos modell–teszteset–
megoldó kombinációkra, valósźınűleg a feladat bonyolultságából adódó nagy tár-
igény miatt, mindhárom futtatáskor szegmentálási hibával állt le az AMPL. Ezeket
az eseteket

”
n.a.” jelöli a táblázatokban.

A megértés seǵıtésére minden további táblázatra vet́ıtettünk egy, az adatokból
készült hőtérképet is, a következő sźınskála alapján:

Továbbá minden oszlopban aláhúzással jelöltük a minimumot.
Mindenekelőtt szembeötlő, hogy a hálózat feléṕıtése rendḱıvüli mértékben befo-

lyásolja a megoldó sebességét. Az egyenletes t́ıpusú hálózatokra lehetett a leggyor-
sabban kiszámı́tani a max-min méltányos erőforrás-elosztást, a futási idő átlaga
itt 475 másodperc volt. A túlkeresletet mutató hálózatokban az átlagos futási
idő egy nagyságrenddel nagyobb, 5 380 másodperc volt, mı́g a túlḱınálatot mutató
hálózatokon dolgozott legtovább a megoldó, átlagosan ismét egy nagyságrenddel
tovább, 41 940 másodpercig.

Az 1–3. algoritmusvariánsok minden tesztesetre a leglassabbnak bizonyultak,
a 2. és 3. variáns több esetben szegmentálási hibával állt le. Az 1. variáns az
5.-hez képest átlagosan 59%-kal lassabban futott, a referenciához viszonýıtva tehát
átlagosan több, mint négyszeres futási időt igényelt. Ugyanakkor a 8. variáns
a referenciához viszonýıtva átlagosan 4%-kal rövidebb futási időket produkált.
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3. táblázat. A futási idő átlaga Gurobi-megoldóval a túlkeresletet mutató hálóza-
tokra (másodperc)

4. táblázat. A futási idő átlaga Gurobi-megoldóval az egyenletes keresletet mutató
hálózatokra (másodperc)
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5. táblázat. A futási idő átlaga Gurobi-megoldóval a túlḱınálatot mutató hálóza-
tokra (másodperc)

Megállaṕıtható tehát, hogy a 3.2. alszakaszban bemutatott McCormick-át́ırás alkal-
mazása az előmegoldás nélkül jelentősen, de az előmegoldással együtt is kismér-
tékben bonyoĺıtja a feladatot.

A 3.4. alszakaszban felvázolt kezdőértékadás, az 1. és 2. variáns eredményeire
alapozva, az esetek 84%-ában jav́ıtott a futási időn, átlagosan 6%-kal.

A 3.3. alszakasz kezdőértékadása, a 2. és 3. variáns összevetése alapján a McCor-
mick-át́ırással kombinálva tizenegy esetben, vagyis az összevethető esetek 50%-
ában lasśıtott némileg a megoldáson. Ugyanakkor az 5. és 6. variáns alapján,
tehát csupán a kezdőértékadás hatását vizsgálva kedvezőbb a helyzet: az esetek
89%-ában gyorsabb volt a 6. variáns, átlagosan 6%-kal. Úgy tűnik továbbá, hogy
a hálózat t́ıpusától függ a javulás nagysága: mı́g a túlkeresletet mutató példák-
ban 1%-os lassulást eredményezett a kezdőértékadás, az egyenletes hálózatokban
6%-kal gyorsabb, mı́g a túlḱınálatot mutató hálózatokban 12%-kal gyorsabb volt
a 6. variáns. A 4. és 7., 10. és 8., valamint 11. és 9. variánsok futási idejét is
összehasonĺıtva, a 3.3. alszakasz kezdőértékadását implementáló modellek átlago-
san mintegy 3%-kal voltak gyorsabbak a kezdőértékadást mellőző, minden egyéb
tekintetben megegyező variánsoknál.

A 3.1. alszakaszban bemutatott redundáns korlát hozzáadása a 4. és 5. vari-
áns összehasonĺıtásában 7 esetet leszámı́tva seǵıt a Gurobinak, átlagosan mintegy
4%-kal futott gyorsabban a 4. variáns. Ebben a tekintetben azonban igen nagy
a szórás, a legjobb esetben 30%-kal is gyorsabb volt a 4. variáns, a legrosszabb
esetben azonban 13%-kal lassabb. A 10. és 11. variáns az előmegoldót is imple-
mentálja, ebben a kontextusban nagyobb hasznot hozott a plusz korlát: átlagosan
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9%-kal gyorsabban futott a 10. variáns. A 6. és 7., valamint a 8. és 9. variánst
is figyelembe véve átlagosan 6%-os javulást eredményez a futási idő tekintetében
a 3.1. alszakaszban tárgyalt módośıtás. Érdemes megfigyelni, hogy az egyenletes
ḱınálatot mutató gráfokra csak kis mértékű javulást, ill. bizonyos esetekben lassu-
lást eredményez ez a módośıtás.

Mindhárom t́ıpusú hálózatban a 3.5. alszakasz előmegoldóját megvalóśıtó öt
algoritmusvariáns (a referencia és a 8-11.) produkálta a legrövidebb átlagos futá-
si időket, a 8. és 10. variáns hasonló idővel a két leggyorsabb volt. A referencia
algoritmus átlagosan 58%-kal gyorsabban futott, mint a 3. szakaszban bemutatott
módośıtásokat nélkülöző 5. variáns, habár egyetlen esetben 16%-kal lassabb volt
annál (az 500 felhasználót és 200 torrentet tartalmazó példán a túlḱınálatos teszt-
halmazban). Összevetve a referencia algoritmust az 1. variánssal, továbbá a 8. és
7., 9. és 6., 10. és 4., valamint a 11. és 5. variánsok futási idejét, az előmegoldó
beéṕıtése 32–88%-kal (átlagosan 61%-kal) gyorśıtotta meg a végrehajtást.

A megoldás minőségét tekintve nem volt jelentős különbség az egyes algorit-
musvariánsok között. A többszöri futtatás eredményei is identikusak voltak, csak
a futási idők különböztek.

A futási idők variációs koefficienseit mutatja a 6–8. táblázat. A variációs koeffi-
ciens tulajdonképpen az átlaggal normált szórás százalékos formája. A tesztesetek
eltérő mérete miatt a szórást ebben az esetben nincs értelme összehasonĺıtani.

A Gurobi által igényelt futási idők átlagos variációs koefficiense mintegy 19%
volt a teljes adathalmazra.

5.3. MOSEK

A 9–11. táblázatok a MOSEK-megoldóval elért átlagos futási időket mutatják.
A Gurobival összehasonĺıtva ez a megoldó az esetek 65%-ában lassabb volt: a túl-
keresletet mutató hálózatokra átlagosan 56%-kal, az egyenletes keresletet mutató
hálózatokra 151%-kal, mı́g a túlḱınálatot mutató hálózatokra átlagosan 20%-kal
több időt igényelt, mint a Gurobi.

A hálózat feléṕıtésétől itt is nagy mértékben függött a megoldó sebessége.
Az arányok a Gurobihoz hasonlóak voltak: az egyenletes t́ıpusú hálózatok max-min
méltányos erőforrás-elosztását átlagosan 884 másodperc alatt lehetett kiszámı́tani,
a túlkeresletet mutató hálózatokra ugyanez 3 966 másodpercig tartott, a túlḱıná-
latot mutató hálózatokra pedig átlagosan 34 649 másodpercig.

Érdekes, hogy a 4–7. algoritmusvariánsok produkálták a leggyorsabb futási
időket, ugyanakkor a MOSEK ezekre a modellekre jelentősen eltérő optimumot
talált mind a három teszthalmazban, mint a Gurobi. A többi esetben nem volt
jelentős eltérés a különböző variánsok által talált optimumban. Felmerül a kérdés,
hogy egyáltalán itt miről is van szó. Az algoritmus végeredményként egy valós
számokból álló vektort ad meg, amelynek hossza megegyezik az ED letöltő élek
halmazának méretével. Mivel a használt programok lebegőpontos műveleteket
végeznek, ezért kereḱıtési hiba előfordulhat, amely befolyásolhatja a végeredményt.
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6. táblázat. A futási idő variációs koefficiense Gurobi-megoldóval a túlkeresletet
mutató hálózatokra (százalék)

7. táblázat. A futási idő variációs koefficiense Gurobi-megoldóval az egyenletes
keresletet mutató hálózatokra (százalék)
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8. táblázat. A futási idő variációs koefficiense Gurobi-megoldóval a túlḱınálatot
mutató hálózatokra (százalék)

9. táblázat. A futási idő átlaga MOSEK-megoldóval a túlkeresletet mutató háló-
zatokra (másodperc)
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10. táblázat. A futási idő átlaga MOSEK-megoldóval az egyenletes keresletet
mutató hálózatokra (másodperc)

11. táblázat. A futási idő átlaga MOSEK-megoldóval a túlḱınálatot mutató háló-
zatokra (másodperc)
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Jelen esetben pontosan ezt tapasztaltuk, tehát a két megoldó a kereḱıtési hibákra
különbözőképpen érzékeny.

A Gurobihoz hasonlóan itt is a McCormick-át́ırást megvalóśıtó 1–3. algorit-
musvariánsok voltak a leglassabbak, mindhárom produkált szegmentálási hibát is
a legnagyobb feladatokon.

A 3.4. alszakasz kezdőértékadása, a 3.3. alszakasz kezdőértékadása, és a 3.1. al-
szakasz redundáns korlátja átlagosan mintegy 4%, 3%, ill. 5% lassulást eredménye-
zett a MOSEK-megoldóval kombinálva.

A referencia átlagosan 65%-kal gyorsabban futott, mint az 1. algoritmusva-
riáns, ráadásul ebben az összehasonĺıtásban (tehát a McCormick-át́ırással kombi-
nálva) minden esetben több, mint 50%-os gyorsulást eredményezett a 3.5. alsza-
kasz előmegoldója. Ugyanakkor a 8–11. algoritmusvariánsokat az előmegoldót nem
implementáló párjaikkal összehasonĺıtva átlagosan 67%-os lassulást tapasztaltunk
a MOSEK esetében.

A futási idők variációs koefficienseit a 12–14. táblázat tartalmazza. A MOSEK
által igényelt futási idők átlagos variációs koefficiense a Gurobitól nagyobb, átla-
gosan 30% volt a teljes adathalmazra.

5.4. Konklúzió

A 15. táblázat tartalmazza egy-egy algoritmusvariáns átlagos futási idejét az
egyes teszthalmazokra. A 300 felhasználót és 100, ill. 200 torrentet, továbbá az 500
felhasználót és 100, ill. 200 torrentet tartalmazó teszteseteket mellőztük az átlag-
számı́tás során, hogy a szegmentálási hiba miatt hiányzó adatok (ld. az 5.2. alfe-
jezet eleje) ne torźıtsák az eredményt.

A cikkben közölt tesztek eredményei alapján a következő tanulságokat vonhat-
juk le:

• A hálózat feléṕıtésétől rendḱıvüli mértékben függ a megoldó sebessége.
Az egyenletes t́ıpusú hálózatokra a leggyorsabb, a túlḱınálatot mutató háló-
zatokra pedig a leglassabb kiszámı́tani a max-min méltányos erőforrás-el-
osztást. A sebesség nagyjából arányos az alkalmazott speciális hármas gráf
reprezentáció csúcsainak és éleinek a számával.

• A Gurobi általában gyorsabban oldotta meg a feladatot, és kevésbé volt
érzékeny a kereḱıtési hibákra, mint a MOSEK. Ugyanakkor a Gurobi több
tesztesetre produkált szegmentálási hibát.

• A Gurobi kedvezőbben reagált a cikkben szereplő modellát́ırásokra.

• A 3.2. alszakaszban bemutatott McCormick-át́ırás alkalmazása minden eset-
ben lasśıtotta a megoldást. Ez meglepő és egyben pozit́ıv eredmény, amellyel
kimutattuk, hogy a tesztelt megoldók könnyebben boldogultak a kisebb mé-
retű nemlineáris feladattal, mint a nagyobb méretű lineáris változattal.
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12. táblázat. A futási idő variációs koefficiense MOSEK-megoldóval a túlkeresletet
mutató hálózatokra (százalék)

13. táblázat. A futási idő variációs koefficiense MOSEK-megoldóval az egyenletes
keresletet mutató hálózatokra (százalék)
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14. táblázat. A futási idő variációs koefficiense MOSEK-megoldóval a túlḱınálatot
mutató hálózatokra (százalék)

15. táblázat. Egy-egy modell-változat átlagos futási ideje (másodperc)
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• A mesterséges változókra vonatkozó kezdőértékadás (3.4. alszakasz) hatása
az alkalmazott megoldótól és a feladat t́ıpusától függően változott, az összes
teszt átlagában +1,01% volt.

• A bináris változókra vonatkozó kezdőértékadás (3.3. alszakasz) hatása az
alkalmazott megoldótól és a feladat t́ıpusától függően változott, az összes
teszt átlagában elenyésző, mindössze +0,06% volt.

• A 3.1. alszakaszban léırt fix alsó korlát hozzáadása az alkalmazott megol-
dótól és a feladat t́ıpusától függően eltérő hatást gyakorolt, az összes teszt
átlagában +0,66% javulást eredményezett a megoldás sebességében.

• A cikkben szereplő modellát́ırások közül a 3.5. alszakaszban bemutatott elő-
megoldó hatása a legkedvezőbb, az összes teszt átlagában +9,75% javulást
eredményezett.

• Nem volt olyan algoritmusvariáns, amely minden teszthalmaz esetén egyér-
telműen a legjobb lett volna, még azonos megoldó esetében sem.

6. Összefoglalás

Jelen cikkben egy komplex, nagyméretű lineáris és vegyes-egészértékű nemline-
áris optimalizálási feladatokat is felvonultató probléma kapcsán elemeztük a mate-
matikai modellezés során felmerülő át́ırási lehetőségek hatásait. Kiterjedt nume-
rikus tesztelést végeztünk tizenkét modellváltozat, huszonhét teszteset és kettő
professzionális megoldó minden lehetséges kombinációjával.

Az elvégzett ḱısérletek számos érdekes eredménnyel szolgáltak. Egyrészt meg-
állaṕıthatjuk, hogy nem találtunk olyan modellváltozatot, amely minden esetben
a leggyorsabban oldotta meg a feladatot. Láttuk továbbá, hogy a tesztelt korszerű
megoldók számára nem jelentett problémát a bilineáris feĺırás hatékony megoldása.
Végül ismét kiemelendő az előmegoldó (presolve) technikák használatának jelentős
előnye.

Továbblépésként tervezzük megvizsgálni a modellek hálózati folyam alakú fel-
ı́rásának hatásvizsgálatát, amelyre az AMPL-nyelv lehetőséget ad. Ezután pedig
az elvégzett ḱısérletek egyfajta megford́ıtása következhet, amelyben a bemenetként
megadott gráfok szerkezetének mélyebb elemzésével kimutatjuk, hogy az egyes
algoritmus variánsoknak mely gráfok a legkedvezőbbek a megoldás hatékonysá-
gának szempontjából.

Köszönetnyilváńıtás

Vinkó Tamást az MTA Bolyai-ösztönd́ıja támogatta.
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egyetemen végzett közgazdasági programozó
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fokozatait a Szegedi Tudományegyetemen sze-
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COMPARATIVE ANALYSIS OF SEVERAL MODELS OF THE SAME

SAME MIXED-INTEGER NONLINEAR PROGRAMING PROBLEM

Elvira D. Antal and Tamás Vinkó

Our study was inspired by modeling questions emerging in connection to computing max-min
fair bandwidth allocation in BitTorrent communities.

We analyze several reformulation and solution techniques, including the McMormick refor-
mulation of a MINLP, and a standard LP presolve technique, in point of running time and
reached optimum value. Our extensive numerical investigation involves twelve different models
of the same problem, twenty-seven test cases, and two professional solvers.
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