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EGY NEMLINEAR;S VEGYES-EGESZERTEKU OPTIMALIZALASI
FELADAT KULONFELE MODELLJEINEK KOMPARATIV ELEMZESE

DOBJANNE ANTAL ELVIRA ES VINKO TAMAS

Egy optimalizalasi feladat megoldasanak sebességét sokféle tényezd befo-
lydsolhatja, té6bbek kozott az adott feladat mérete (beleértve a valtozok és a
korlatok szamadt is), tipusa (linedris, egészértékii stb.), a megoldé algoritmus,
valamint a reprezentacié médja (beleértve az alkalmazott adatstruktirdkat
és a matematikai modellt is). Jelen tanulményt egy halézati folyam probléma
matematikai modelljének felirdsa kapcsan felmeriil6 kérdések ihlették.

A cikkben azt vizsgaljuk, hogy egy konkrét, nagyméretii linedris és nemli-
nedris vegyes-egészértékii programokat is magaban foglalé optimalizalasi fel-
adat megoldasanak sebességét mennyiben befolyasolja kiilonféle modellezési
technikdk alkalmazédsa. Egy elosztott tartalommegoszté halézat max-min
méltanyos eréforras-elosztdsanak kiszamitasat célzé modell tizenkét valtoza-
tat hasonlitjuk 6ssze egy kiterjedt numerikus tesztelés soran, két professzio-
nélis megoldé és huszonhét nagymeéretii tesztfeladat felhasznaldsaval.

Reményeink szerint a kozolt eredmények tulmutatnak a konkrét problé-
man, és arnyaltabb képet adnak més hasonlé feladatok megértéséhez is.

1. Bevezetés

El(’ikép interneten torténé kozvetitésére szamos megoldas 1étezik. Amennyiben
a skaldzhatosag kérdése folmeriil, gyakran az elosztott médon miikkodoé modszerek
adnak min0Oségi valaszt. Egy ilyen lehetséges moédszer a BitTorrent protokollon
alapszik [4]. A BitTorrent eredetileg egy tartalommegoszté rendszer, amely elsé-
sorban nagyméretii fijlok hatékony hozzaférését segiti el6 [5, 8]. Kideriilt azonban,
hogy a protokoll részleteinek megfelel6 médositasaval lehet&ségiink van é16 kozve-
titésre (live streaming), illetve video-on-demand szolgéltatdsok tdmogatdséra is
7,6, 15, 13, 12].

Mig a hagyomanyos tartalomletoltésnél a felhasznaldk igénye els6sorban a letol-
tés sebességére vonatkozik (minél gyorsabb, anndl jobb), addig a letoltés kozbeni
megtekintés vagy meghallgatds jellegii szolgaltatdsoknal minden felhaszndléra a
szamara elérhetd lehetd legjobb minimalis letoltési sebességet kell garantalnunk.
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Jelen cikkben ez utébbi feladatra fékuszalunk. A feladat, bizonyos feltételek kiko-
tése mellett, megfogalmazhatd egy specidlis szerkezetii grafon értelmezett nemline-
aris vegyes-egészértékii optimalizaldsi feladatként. Ennek részletes lefrasat az [1]
cikkben taldlhatjuk meg. Mivel a vizsgalt feladat megoldasara javasolt iterdcids
modszer szamos részletet és modellezési meggondolast tartalmaz, ezért természe-
tesen adddik a kérdés: vajon milyen tényezdk befolyasoljak a megoldas sebességét?
Jelen cikkben 6sszegy(ijtottiik a lehetséges opcidkat, amelyeket részletes numerikus
vizsgalatoknak vetettiink ald. Bar a feladat specifikus, meggy&zddésiink, hogy az
elvégzett numerikus tesztek altal kapott eredmények altaldnosabb érvényl empiri-
kus képet adnak a hasonlé tipust problémak szamitogépes megoldasi lehet&ségeire.

A kovetkezSkben el6szor megadjuk a legfontosabb fogalmakat, valamint a hasz-
nalt halézati modellt (2. szakasz). Ezutan roviden ismertetjiik az [1] cikkben java-
solt iteracids modszert, tovabba a lehetséges algoritmus valtozatok egy boséges
listdjat (3. szakasz). A felhasznalt tesztesetek leirasat (4. szakasz) a numerikus
eredmények diszkusszidja koveti (5. szakasz).

2. Max-min méltianyos er6forras-elosztas problémadja

Ebben a fejezetben bevezetjiik a legsziikségesebb definiciékat, amelyek egy-
részt megadjak a vizsgalt feladat felhasznaldsi teriiletét, masrészt leirjak a vizsgalt
optimalizdlasi algoritmus bemeneteként szolgald folyam halézatot.

Mint azt a bevezetSben emlitettiik, a vizsgalt feladat egy elosztott tartalom-
megoszto rendszerben eléforduld eréforrds-elosztas problémakoréhez tartozik. Ez
a rendszer a BitTorrent. Jelen cikk szempontjabdl nézve a rendszernek harom {6
komponense van: letoltk (leecherek), megosztdk (seederek) és a megosztott fjlok
(ezeket gyakran torrenteknek is nevezziik, amely valdjaban a megosztott tartalom
technikailag fontos jellemz6it leir6é meta fdjl, de az elnevezés nem lesz félreérthetd).
A BitTorrent a fajlokat darabokra osztja. Egy adott fdjlra nézve a megosztdk hal-
maza azon felhasznédlékat tartalmazza, akik rendelkeznek a fajl tsszes darabjaval.
Fontos szempont, hogy a letoltok is tudnak egymas kozott darabokat cserélni, igy
a letoltés kozben egyben feltoltoként is szolgaljak a rendszer miikodését. Pontosan
ez az az Otlet, amitdl a BitTorrent rendkiviili médon jél skdldzhaté [5]. A tovab-
biakban BitTorrent kizdsség alatt felhasznalék (leecherek és seederek), valamint
fajlok egy rogzitett halmazat értjiik.

Capota és szerzdtarsai [3] nyomén egy BitTorrent kozosség aktudlis dllapotét
— vagyis, hogy egy adott idépillanatban ki kinek tolthet fel, milyen adatatviteli
korlatok érvényesek, stb. — egy specidlis harmas graf reprezentacioval irhatjuk le.
Ezt az irdnyitott, silyozott hdrmas grafot G = ({U, L, D}, E, f,¢) jeloli. A kozos-
ség alapvetd elemei a felhaszndlék halmaza (I) és a torrentek halmaza (T'). Minden
i € I felhasznal6 rendelkezik p; feltoltési kapacitassal és 9; letoltési kapacitdssal,
tovabba
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U={wu;|i€l}: a feltéltd csicsok halmaza, ahol u; az i felhaszndld feltoltési
(seeding vagy leeching) potencidljat reprezentdlja;

D={d;|i€el}: a letiltd csicsok halmaza, ahol d; az i felhaszndlé letoltési
(leeching) potencidljit reprezentdlja,;

L={llliel, teT}: a leeching csicsok halmaza, ahol az [} (un. leeching
session) létezése azt jeloli, hogy az i felhaszndlé éppen leech-eli, letslti a
t torrentet;

E : azélek halmaza; E = EyUEp, ahol By = Um,t(ui, l;) a feltoltd élek halmaza,
és Ep = ; (%, d;) a letdlts élek halmaza;

c:UULUD — N: akapacitds fiiggvény, amely a résztvevok savszélesség-korlatait
reprezentalja:
c(ui) = pi, e(di) = 6;, c(lf) = o0;

K2

f:E—RT: a folyam fiigguény, a kiosztott sdvszélességet reprezentdlja azokon
az éleken, amelyek kielégitik a folyammegmaraddsi tulajdonsdgot:

Y flunlh) = f(,dy) VIt e L,

u, €U

valamint a kapacitds korldtokat:

ST i lh) < Vu; € U,
17 (ui,l;)EEU
S fdy) <6 Vd; € D.

1t: (I%,d;)EED

Célunk minden (l;, d;) € Ep élre a maz-min méltdnyos erdforrds-elosztds meg-
hatarozasa, vagyis minden egyes letoltd élre a lehetd legnagyobb folyam kiszami-
tasa, figyelembe véve, hogy egy letolto élen sem novelhet6 a folyam értéke olyan
aron, hogy egy téle kisebb folyammal rendelkez6 letolté élen csokkentjilk azt.
Ez tulajdonképpen a Pareto-optimélis eréforrds-elosztds egy rokon feladata [14].
A formélis definicié megtaldlhaté pl. [3] és [14] cikkekben.

3. A probléma megoldasa; modellatirasi lehetSségek

A max-min méltanyos er6forrds-elosztéds kiszamitdsat célzd algoritmus kiindu-
lasi alakjat a 3.1. algoritmus tartalmazza. A kordbbi cikkiinkben [1] bemutatott
megoldas tulajdonképpen Radunovi¢ és Le Boudec altaldnos max-min programo-
zdsi algoritmusdnak [14] a feladatra adaptélt valtozata. A letdltési élek max-min
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méltanyos folyamait iterativ médon szamitjuk: minden iterdciéban a legkisebb,
még nem rogzitett folyammal rendelkezd letolté élekre dllapitjuk meg a minden
korlatot kielégito legnagyobb folyam értékét. A halmazokat nagy betilikkel, az opti-
malizélasi feladatok dontési valtozoit kis betiikkel, mig a paramétereket (a rogzitett
értékkel biré véltozokkal egyetemben) gorog betilikkel jeloljiik.

3.1. Algoritmus. mMazxMin
1. Alsé korlat szamitasa a folyam értékekre. MMy megolddsa:
max f,
th. f(i%,d;) > f V(% d;) € Ep.
A minimadlis folyam érték eltarolasa. Legyen ¢ := f.
2. Maximalis atvitel szamitdsa. Az MMyiaxriow -val jelolt LP-feladat megoldasa:

max Z f(l;-,clj)7
(l;,dj)eED
fh. f(%,dj)>¢  V(},d;) € Ep.
Optimum eltaroldsa. Legyen o := Z(l},dj)eED f(l;7 dj).
3. Inicializalds. Legyen F :=0, k:=1, E1 := Ep, V(l;,dj) € Ep :83- :=0,¢0 = 0.
4. LP-megoldas (max-min folyam érték kiszamitdsa). Az mMMgcl) -gyel jelslt LP-
feladat megoldéasa:
max fk’ (1)
£ > f(tdy) + > t>(1-e 0
(lzwdj)EEk (lgvdj)e(ED\Ek)
FUd) > fi V(L dy) € By
Optimum eltarolasa. Legyen ¢ := fi.

5. Elémegoldds (max-min folyammal rendelkezd élek kivalasztdsa).

\ e(dj) =Xt a,)eEp\Ey) b
Ery = (5,d5) € Eg dea= (d,) =k ¢
K \%j
xé =0, V(l’;,dj) € By,

A degy (d;) a d; azon bemend éleinek szdma, amelyek Ej elemei. Ha [Ej | # 0, ugrés

a 7. 1épésre.
6. MINLP-megoldds (max-min folyammal rendelkezd élek kivalasztésa).

Az mMMf)—vel jelolt vegyes-egészértékii bilinearis programozési feladat megoldasa:

max E :Jc; ,

(U%,d;j) € By,
£h. > fUdp)al ek D> (1-ah)+ > t=01-e op (2
(I%,d;)E€ By, (1%,d;)€E), (1t,d;)e(Ep\Ey)
f,ds) > ¢ V(5 dj) € B,
f5,dy) > ¢ @ V(1% d;) € Ey,
ahol :c§ e {0, 1}.
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7. Fixalas (kivalasztott éleken folyam roégzitése). A ¢p-ra vonatkozé aktiv korldtok

kikeresése, és a kapcsolédé letolté éleken a folyam értékek rogzitése:
@y := {(1%,d;) € By, |z =0},

£k = ¢y, V(I%,d;) € Ey ahol z =0,
F:=FU®y, Ek+1 = Ek\<1>k
8. Megdllasi feltétel. Ha F' = Ep, megallunk. Kiilonben k := k + 1 és ugréds a 4. lépésre.

Az algoritmus 1. 1épésében egy jé als6 korlatot szamitunk a folyam értékekre,
ezt a 4. 1épésben haszndljuk majd fel. A 2. lépésben meghatdrozzuk a hélézat
maximalis atvitelének mértékét abban az esetben, amikor minden let6lt6 élre az
I (l;-,dj) > ¢. Kordbbi cikkiinkben megmutattuk, hogy ez a o-val jelolt szint az
algoritmus minden iterdciéjaban biztosithaté. A kdvetkezd 1épésben inicializalunk:
az F halmaz kezdetben iires, ez tartalmazza majd a rogzitett folyam értékek azo-
nositoit; k a ciklusvaltozd; Ej a k. iterdciéban rogzitetlen folyammal rendelkezo
élek halmaza; az utolsé iteracié utan pedig é; tartalmazza minden (l;-,dj) € Ep
letoltd élre az optimalis folyam értékét. A 4. lépésben kiszamitjuk a rogzitetlen
folyamok max-min értékét, tovabba egy jé kezdd (fizibilis) megoldédst a 6. 1épés
specidlis MINLP-jéhez. Az 5. 1épés egyfajta elomegoldas, szerepét a 3.5. alsza-
kaszban részletesebben bemutatjuk. Ez a 1épés el is hagyhat6. A 6. 1épésben
allitjuk el6 azt a max-min méltanyos elosztast, ami egyuttal a o atvitelt is garan-
télja (e tolerancidval, amit a lehetséges numerikus hibdk miatt engediink meg).
Ennek a MINLP-nek a célja, hogy a 4. 1épésben meghatirozott max-min értéket a
lehetd legkevesebb élre rogzitsiik egy-egy iterdcié 7. 1épésében. Végiil, 4-t0] ismé-
teljiik a lépéseket, amig minden élre meg nem hatdroztuk a max-min méltanyos
allokaciot.

A 3.1. algoritmusnak természetesen sokféle varidcidja képzelhets el, a megva-
16sitas soran érdemes lehet kiilonféle modellezési , triikkoket” alkalmazni. Korabbi
cikkiink munkdlatai kdozben mi magunk is tobbféle valtoztatdst eszkozoltiink a
hatékonysdg novelése érdekében, azonban az egyes valtoztatasok hasznossdganak
igazoldsara akkor nem keriilhetett sor. A kovetkezékben szdmbavessziik az dlta-
lunk javasolt moédositasokat, az 5. szakaszban pedig elemezziik az ezen moddosi-
tasok kombindciéibdl el6allé modell-véaltozatok hatékonysagat a futasi id6 és az
elért optimum érték tekintetében.

3.1. Egy redundans korlat hozzaadasa

A 3.1. algoritmus 4. 1épésében szerepl6 mMMg) jelzésti LP feladathoz hozza-
adhatjuk a kovetkez6 korlatot:

k> ¢. (3)
Antal és Vinké [1] 3. lemmadja alapjin a (3) korlat redunddns, és csak az elsé
iterdciéban aktiv, mivel az (1) jelzésii célfiiggvény és a 7. fixal6 1épés egyiittesen
kikényszeriti, hogy fr > fr—1 minden k iterdcidra. Ugyanakkor benyomasunk
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szerint az LP-megoldonak jelentOs segitség, ha ez a fix alsé korlat is szerepel a
feladatban.

3.2. Bilinearis vegyes-egészértékii feladat McCormick-atirdsa

A 3.1. algoritmus 6. lépésében szerepld mMMf) jelzési bilinedris programozasi
feladat helyettesitheté a McCormick-atirdsaval [11]. Ez az 4tirds egy ekvivalens
vegyes-egészértékii linedris programozéasi (MILP) feladatot eredményez, amelyben
a bilinearis kifejezések helyére 1j, folytonos véltozokat vezetiink be:

ahol V(I%,d;) € Ey, : p € RY, tovdbbd 2! € {0, 1}. Az mMMff) feladat McCormick-

atirdsa tehat a kovetkezd:

(l;,dj)EEk

£ > phtee Y, -2+ Y lx(1-e-0, (4)

(15,d;)EEy (15.d;)EEx (15,d;)€(Ep\Ex)
f5.dj) > oy, (15, d;) € Ey,
FU5.dj) > pexy V(1 dj) € Ey,
min (6; 24, f(I%,d;)) > pt V(5. dj) € Ex, (5)
max (0, f(I},d;) —&; (1 — b)) < p} V(15,d;) € Ex, (6)

vagyis az eredeti (2) jelzésli korlatot lecseréljiik (4)-re, és kiegészitjiik a feladatot
az (5) és (6) korlatokkal.

Habar a probléma dimenzidja né az atiras folytan, egy egzakt korlatozas és
szétvalasztds tipusid megoldd alkalmazhatd az el6allé MILP globélis optimumanak
megtaldldsdra [2].

A kovetkez6kben az algoritmus 6. lépésében szereplé MINLP-, ill. MILP-fela-
datokra gyiijténéven MIP-ként fogunk hivatkozni.

3.3. Kezddértékadas a binaris valtozdkra

Az mMMg) optimalis megoldasa leképezhetd mMMﬁf) egy fizibilis megoldésa-
ra. Legyen
05 dg) = 10 dy),
és
o)1 ma gV dy) > o s (1L, dy) € By,
"o na £ ) = gk bs (I, d;) € By
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Itt f(y)(lt d;) a kapcsol6dé f(I%, d;) folyam értékeket jeloli az mMMg’) egy fizibilis

megoldasaban. Az mMMi ) feladat megoldasa soran segitséget jelenthet a bindris
véltozékra vonatkozé kezdoértékek explicit megadasa.

3.4. Kezd6értékadas a McCormick-atiras mesterséges valtozdira

Az mMM? McCormick-dtirdsénak kezd8értéke csakugyan eléallithaté mMM.”
kezd6értékébol. Ehhez mMMf) kezd&értékét bovitsiik a p valtozdkra vonatkozo
értékekkel:

1
. Wt dy) haa

- L =1¢és (I,d;) € Eg,
p]'_ ¢
J

0 ha ! =0 és (I%,d;) € Ej.

3.5. El6megoldas, avagy folyamok rogzitése a folyammegmaradasra
hivatkozva

A 3.1. algoritmus 5. 1épése egy, az AMPL-elémegolddjaban is megvalésitott
standard LP-elémegoldé technika [9, 10]. Az

E. = (lt d) cE C(d‘]) _Z(l§»dj)€(ED\Ek) Z; — ¢
S deg;. (d;) -

halmaz azokat a letolto éleket tartalmazza, amelyekre a kapcsolédod f (l;, d;) folyam
értékek egyértelmiien kiszdmithatéak a halézat folyammegmaradasi tulajdonsaga
alapjan. A fenti kifejezésben deg, (d;) a d; csics azon bemend éleinek szamat
jeloli, amelyeken a k. iterdciéban még nincs rogzitett folyam.

Pontosabban, Ej, minden elemére rogzithetd a ¢y folyamérték az algoritmus
k. iteracidjanak 7. 1épésében, méghozzé a 6. lépésben szereplé MIP megoldasatol
fiiggetleniil. Ennek megfelelGen az elémegoldast tartalmazé modellekben kimarad
a MIP megolddsa, amennyiben Ej, # () valamely k. iterdcioban.

Ha lenne olyan letolté él, amelyre ¢y értékii folyamot kellene rogziteni, de az
elémegoldo ezt nem tudja megallapitani, gy a kovetkezo iteraciéban ¢p4q értéke
meg fog egyezni ¢p-val és a MIP megoldasra keriil. Legrosszabb esetben az iterd-
ciék szaméanak duplazasaval is jarhat ez a megoldas, azonban az altalunk tesztelt
esetekben az iteracidk jelentés részében minden sziikséges fixalds megtortént az
elémegoldési fazisban, és csak az esetek toredékében volt sziikség a MIP megold4-
sara.

3.6. Modellvaltozatok

A fent bemutatott mddositasi javaslatok kombindciéibdl Gsszesen tizenkettd
modellvéltozatot készitettiink, hogy a mddositasok hasznossagat kiilon-kiilon, ill.
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1. tablazat. A wvizsgdlt modellek dttekintése

Modell 3.1 32 33 34 35

ref ° . . . .
1 . . . .

2 . . .

3 . °

4 °

5

6 .

7 ° °

8 ° ° °
9 . °
10 . .
11 °

egyiittesen elemezni tudjuk (eredmények az 5. szakaszban). Az 1. tdbldzat Gssze-
foglalja, hogy melyik modell melyik kordbbi alszakasz(ok)ban bemutatott médo-
sitdst tartalmazza. Referenciaként (ref) a kordbban publikdlt matematikai mo-
dell [1] szolgalt, amely minden médositést tartalmazott, a tébbi modellt szdmokkal
jeloltiik.

4. Tesztesetek

Ahhoz, hogy a kiilonb6zé algoritmusvariansokkal numerikus hatékonysagi vizs-
galatokat készithessiink, szdmos mesterségesen generalt halézatot készitettiink.
Ebben a szakaszban ezen teszthdlézatok el6édllitasanak mddszereit kozoljik.

Alapvetéen harom, lényegileg kiilonb6z6 tipusi halézatot gyartottunk, amelyek
a kovetkezok:

Tlkereslet: Ebben az esetben a kozosségben elérheto fajlok egy részét sokkal
tobben akarjak letolteni, mint amennyien a teljes tartalommal rendelkeznek.
A BitTorrent fogalmai szerint tehat ilyenkor nagyon sok letoltd és ehhez
képes nagyon kevés megoszto van jelen. A hélézatokat ugy gyartottuk, hogy
a fajlok véletlenszertien valasztott 10%-dban legyen ttlkereslet. Konkrétan
a felhasznaldk fele letoltoként van jelen a kivélasztott tiz szazalékban. Meg-
jegyezzilkk, hogy ezek a felhasznalék emellett letoltéként vagy feltoltoként
részt vehetnek mas fajlokban is. Az ilyen &llapot altaldban akkor fordul
el6 valds BitTorrent kozosségekben, amikor megjelennek rendkiviil népszerti
tartalmak, amire hirtelen nagyon sokan kivancsiak.
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Egyenletes: Itt minden fijlra teljesiil egyfajta egyenstly, nagyjabdl ugyanannyi
a letolto, mint a megosztd.

Tualkinalat: Itt pedig a kozosségben elérheto fajlokat sokkal tobben kinaljak letol-
tésre, mint amennyien azt ténylegesen le is toltik éppen. Tehat tobb meg-
oszt6 van, mint letolto. Erdekes médon valés BitTorrent kozosségekben ez
az allapot az, amely a legtobbszor eléfordul. Ennek részben az a magyara-
zata, hogy az ilyen kozosségekben a rogzitett szabalyok egyike dltaldban el6ir
bizonyos id6tartamig torténd rendelkezésre dllast (seedelést), vagy pedig azt,
hogy a letoltott mennyiség valamely részét fel kell tolteni a rendszerbe. Ez
utébbi hosszas id6ét vehet igénybe abban az esetben, ha a fajlra méar csak
csekély az érdeklodés.

Tipusonként 9 teszthalozatot gyartottunk, amelyekben a felhasznalok szama
100, 300 és 500 volt, mig a torrentek szama rendre 50, 100 és 200. Ami a sdvszé-
lességeket illeti (amely a folyam hdlézatban az élek kapacitdsét jelenti), mindegyik
hélézatban véletlenszerlien valasztottunk értékeket, egyenletes eloszlassal, még-
pedig a feltoltd élekre a [128, 2048] intervallumbél, mig a letoltd élekre az [512, 4096]
intervallumbol. A grafok méretét a 2. tablazatban foglaltuk Gssze. Vegyiik észre,
hogy minden grafban a pontok szama jelentésen tobb, mint a felhasznaldk és tor-
rentek szama. FEnnek a magyardzata, hogy bemenetként nem péros grafot kell
megadnunk, hanem a 2. fejezetben emlitett harmas grafot, amelyben elsésorban a
koztes (L halmazba tartozd) csicsok szama lesz magas.

2. tabldzat. A teszteléshez haszndlt grdfok csicsainak szdma (n) és éleinek szama

(m)

egyenletes tulkereslet tulkinalat
user-torrent n m n m n m
100-50 653 10 447 307 3850 827 24229
100-100 1172 21734 513 8111 1561 48 872
100-200 2135 40206 919 16 201 2992 99 686
300-50 3279 255412 963 37082 2571 218375
300-100 5837 523330 1603 75338 4664 433011
300-200 10748 1015084 2710 142701 14782 2407987
500-50 1913 85316 1597 101 097 4252 598 766
500-100 3395 175709 2626 204077 7827 1203877
500-200 6376 357693 4690 411916 14818 2417266

A valds BitTorrent kozosségekbol szarmaztathatd grafok az itt vizsgaltakndl
joval nagyobb méretiiek, ugyanakkor nem feltétleniil reprezentalnak olyan eseteket,
amelyeket itt vizsgaltunk. A kisebb méret tovabbé lehetévé teszi, hogy kivarhatd
id6n beliil legyen megolddsunk.
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5. Eredmények
5.1. Tesztkornyezet leirasa

A haldzat osszetételének, valamint a megoldas soran alkalmazott matematikai
modellnek a megoldé (solver) program hatékonysigédra gyakorolt hatdsdt szerettiik
volna megéllapitani, ezért kiterjedt numerikus tesztelést végeztiink. A 3. szakasz-
ban bemutatott tizenkettd modellvdltozat, a 4. szakasz huszonhét tesztesete és kettd
professziondlis megoldé minden lehetséges kombindciéjara hdrom futtatdst végez-
tiink.

Az algoritmus-varidnsok AMPL-nyelven voltak kédolva. A Gurobi- és a MOSEK-
solvert vettiik géreso ala, mivel ez a két dltaldnos nemlinedris megoldé allt rendel-
kezésiinkre, amelyek a szoban forgd modellek optimalizalédsi feladatait kivarhato
idon beliil meg tudték oldani. Mindkét megoldét az alapértelmezett paraméterek-
kel mikodtettiik. A tesztek egy 24 magos Intel Xeon 2,27 GHz-es szamitégépen
futottak, ahol 24 GB memoria allt rendelkezésre.

5.2. Gurobi

A 3-5. tablazatok a Gurobi-megoldéval elért atlagos futdsi id6ket mutatjak
a kiilonbozo feladatosztalyokra. Megjegyezziik, hogy bizonyos modell-teszteset—
megoldé kombinacidokra, valésziniileg a feladat bonyolultsagabol ad6dé nagy tar-
igény miatt, mindhdrom futtatdskor szegmentdlasi hibaval 4llt le az AMPL. Ezeket
az eseteket ,n.a.” jeloli a tablazatokban.

A megértés segitésére minden tovabbi tabldzatra vetitettiink egy, az adatokbdl
késziilt hétérképet is, a kovetkezd szinskala alapjan:

0 50 500 5000 50000 500000

Tovabba minden oszlopban aldhtizassal jeloltiik a minimumot.

Mindenekel6tt szembeotld, hogy a haldzat felépitése rendkiviili mértékben befo-
lyasolja a megold6 sebességét. Az egyenletes tipusu halézatokra lehetett a leggyor-
sabban kiszamitani a max-min méltanyos eréforras-elosztast, a futdsi id6 atlaga
itt 475 méasodperc volt. A tulkeresletet mutaté halézatokban az atlagos futdsi
id6 egy nagysagrenddel nagyobb, 5380 mésodperc volt, mig a tulkindlatot mutatd
hélézatokon dolgozott legtovabb a megoldd, atlagosan ismét egy nagysdgrenddel
tovabb, 41 940 mésodpercig.

Az 1-3. algoritmusvariansok minden tesztesetre a leglassabbnak bizonyultak,
a 2. és 3. varidns tobb esetben szegmentdldsi hibaval allt le. Az 1. varidns az
5.-hez képest dtlagosan 59%-kal lassabban futott, a referencidhoz viszonyitva tehat
atlagosan tobb, mint négyszeres futdsi id6t igényelt. Ugyanakkor a 8. varidns
a referencidhoz viszonyitva &atlagosan 4%-kal révidebb futdsi idSket produkalt.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2017)



EGY NEMLINEARIS VEGYES-EGESZERTEKU OPTIMALIZALASI FELADAT
KULONFELE MODELLJEINEK KOMPARAT{V ELEMZESE 83

3. tdblazat. A futdsi idd dtlaga Gurobi-megoldéval a tulkeresletet mutats hdloza-
tokra (mdsodperc)

o o o o ) o

o 3 S o 3 = o 3 S

o — a v = a o = a

1 1 1 1 1 1 1 1

= = =) ) ) = = -] s

3 3 =) 3 3 S S 3 S

= = = & & * » ) B

ref 10,07 18,19 45,94 325,74 673,29 1646,35 1571,61 4156,12 10037,23

2470 52,59 163,54 100558 2893,92 1013124 6372,63 22021,62 | 74968,79
2428 57,54 178,90 1032,78 na. 1119377 6662,24 2412010 = 8145334
2437 5531 171,21 1014,39 na. 1122316 6696,87 26537.26 n.a.
1995 3452 106,72 637,97 1550,51 440624 341754 9616,70 24060,11
119,00 624,85 1611,28 488442 354483 0812,60 2671523
1925 36,23 100,05 500,36 1082,60 6648388 3200,78 847957 2251250
16,08 27,04 90,44 574,74 1880,29 620034 3080,95 789206 2062751
8,68 14,76 4213 30423 696,97 185449 162695 408175 1017245
9,15 17,78 50,14 34847 78558 222804 1699,07 456172 12356,00
5228 302,80 699,03 184976 162243 407437 10322,80
65,44 35352 765,38 228731 178571 458257 12446,04
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4. tablazat. A futdsi idd dtlaga Gurobi-megolddval az egyenletes keresletet mutato
hdldzatokra (mdsodperc)

o o o o o o

o S = o S S o S S

B = a B = a B = &

1 1 | ] 1 1 1 1 1

= = = = =) = =) ) =)

=) S = S S S =3 S =)

= = = » & & B S B

ref 1,78 326 678 5274 9549 20250 24021 506,27  1229.56
1 4.39 8,71 17,19 130,11 238,36 529,75 567,47 1281,63 3038,54
2 443 987 20,11 12507 264,64 62330 657,11 136520 335250
3 444 052 2073 13639 25463 618,02 65403 130340 335522
4 340 687 1430 10326 10923 40247 44903 141148 283784
5 331 688 1460 101,57 20126 707,21 45440 124100 269943
6 307 672 1503 0324 20008 50048 44903 1179.65  2350,24
7 303 661 1503 0802 10827 50040 44246 100627 248853
8 155 326  7.83 50,10 10744 23083 21754 75042 131550
9 1,59 3,14 7,83 46,81 106,70 258,43 220,95 506,30 1125,56
10 1,54 330 756 5032 10627 923528 24448 487,50  1162,61
11 1,54 3,14 8,39 50,98 106,82 269,73 208,76 495,27 1156,44

Alkalmazott Matematikai Lapok (2017)



84

5. tablazat.
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A futdsi idé d

tokra (mdsodperc)

tlaga Gurobi-megoldoval a tulkindlatot mutatd hdloza-

(] (=) (] (] o [==]
(=] =] (=) (o] (=] (=) o (=} (=]
[ — a iTs] Lo (3] w —~ (]
=) =) =) =) =) =) =) =) =)
o (e (==} (=] (=] (=] (=] o (=]
- — - o -] o Y=} v =]
ref 4462 99,71 30493 1767,19 3602,11 ]
1 164,46 437,85 1816,25 11773,90 2327835 RlCRlR 303 350,03
2 203,01 410,63 188552 11005,87 P 3693862,33 400 560,57
3 204,05 417,74 174320 | 11535,95 n.a.
4 13354 281,15 135930 6527,94 10146,21
5 133,68 332,27 1506,10 7481,82 2012671
6 118,68 312,86 1350,50 680564 18939,62
7 8775 321,38 138552 6107,48 17703,81 @ 87309,58 ) 04794,
8 52,84 8587 406,71 1741,15 3756,55 @ 30590,76 776745 1727340 28178,77
9 50,06 12565 516,26 184200 4019,80 3441882 853570 1916541 3492232
10 57,75 109,89 37508 1981,35 4000,36 2954593 820324 16128,15 2737215
11 6025 12450 454,04 2064,10 435751 3714215 9126,37 18057,12 35088,72

Megéllapithaté tehat, hogy a 3.2. alszakaszban bemutatott McCormick-dtirds alkal-
mazasa az elomegoldas nélkiil jelentOsen, de az elémegoldassal egytitt is kismér-
tékben bonyolitja a feladatot.

A 3.4. alszakaszban felvdzolt kezddértékadds, az 1. és 2. varidns eredményeire
alapozva, az esetek 84%-dban javitott a futédsi idén, atlagosan 6%-kal.

A 8.8. alszakasz kezddértékaddsa, a 2. és 3. varidns Gsszevetése alapjan a McCor-
mick-atirdssal kombindlva tizenegy esetben, vagyis az Osszevethetd esetek 50%-
aban lassitott némileg a megoldason. Ugyanakkor az 5. és 6. varidns alapjan,
tehat csupan a kezddéértékadas hatasat vizsgalva kedvezobb a helyzet: az esetek
89%-aban gyorsabb volt a 6. varidns, dtlagosan 6%-kal. Ugy tlinik tovadbba, hogy
a haldzat tipusatdl fiigg a javulas nagysiga: mig a tilkeresletet mutatd példdk-
ban 1%-os lassulést eredményezett a kezdSértékadds, az egyenletes halézatokban
6%-kal gyorsabb, mig a tilkindlatot mutaté halézatokban 12%-kal gyorsabb volt
a 6. varidns. A 4. és 7., 10. és 8., valamint 11. és 9. varidnsok futdsi idejét is
osszehasonlitva, a 3.3. alszakasz kezd6értékadasat implementdlé modellek atlago-
san mintegy 3%-kal voltak gyorsabbak a kezd8értékadédst mell6z6, minden egyéb
tekintetben megegyez6 variansoknal.

A 3.1. alszakaszban bemutatott redunddns korldt hozzdaddsa a 4. és 5. vari-
ans Osszehasonlitdasaban 7 esetet leszamitva segit a Gurobinak, dtlagosan mintegy
4%-kal futott gyorsabban a 4. varidns. Ebben a tekintetben azonban igen nagy
a szérds, a legjobb esetben 30%-kal is gyorsabb volt a 4. varidns, a legrosszabb
esetben azonban 13%-kal lassabb. A 10. és 11. varidns az elémegoldét is imple-
mentélja, ebben a kontextusban nagyobb hasznot hozott a plusz korlat: atlagosan
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9%-kal gyorsabban futott a 10. varidns. A 6. és 7., valamint a 8. és 9. varidnst
is figyelembe véve dtlagosan 6%-os javuldst eredményez a futdsi id6 tekintetében
a 3.1. alszakaszban targyalt médosités. Erdemes megfigyelni, hogy az egyenletes
kinalatot mutaté grafokra csak kis mértékii javulast, ill. bizonyos esetekben lassu-
last eredményez ez a mdédosités.

Mindharom tipust hélézatban a 3.5. alszakasz eldmegoldojdt megvaldsito 6t
algoritmusvaridns (a referencia és a 8-11.) produkélta a legrévidebb atlagos futa-
si id6ket, a 8. és 10. varians hasonlé id6vel a két leggyorsabb volt. A referencia
algoritmus dtlagosan 58%-kal gyorsabban futott, mint a 3. szakaszban bemutatott
médositasokat nélkiilézé 5. varidns, habar egyetlen esetben 16%-kal lassabb volt
annal (az 500 felhasznaldt és 200 torrentet tartalmazé példan a tilkindlatos teszt-
halmazban). Osszevetve a referencia algoritmust az 1. varidnssal, tovdbba a 8. és
7., 9. és 6., 10. és 4., valamint a 11. és 5. variansok futési idejét, az elomegoldd
beépitése 32-88%-kal (dtlagosan 61%-kal) gyorsitotta meg a végrehajtést.

A megoldds minGségét tekintve nem volt jelent6s kiilonbség az egyes algorit-
musvaridansok kozott. A tobbszori futtatds eredményei is identikusak voltak, csak
a futdsi idok kiilonboztek.

A futési id6k varidcios koefficienseit mutatja a 6-8. tablazat. A varidciés koeffi-
ciens tulajdonképpen az atlaggal normélt szérds szazalékos formaja. A tesztesetek
eltéré mérete miatt a szoérast ebben az esetben nincs értelme Gsszehasonlitani.

A Gurobi &ltal igényelt futédsi id6k dtlagos varidcids koefficiense mintegy 19%
volt a teljes adathalmazra.

5.3. MOSEK

A 9-11. tablazatok a MOSEK-megolddval elért atlagos futasi idéket mutatjak.
A Gurobival dsszehasonlitva ez a megoldé az esetek 65%-aban lassabb volt: a tul-
keresletet mutaté hdlézatokra dtlagosan 56%-kal, az egyenletes keresletet mutatd
hélézatokra 151%-kal, mig a tilkindlatot mutaté hélézatokra atlagosan 20%-kal
tobb idét igényelt, mint a Gurobi.

A halozat felépitésétél itt is nagy mértékben fiiggdtt a megoldd sebessége.
Az ardnyok a Gurobihoz hasonléak voltak: az egyenletes tipusi halézatok max-min
méltanyos er6forrds-elosztasat dtlagosan 884 masodperc alatt lehetett kiszamitani,
a tulkeresletet mutaté halézatokra ugyanez 3966 masodpercig tartott, a tulkind-
latot mutaté halézatokra pedig atlagosan 34 649 méasodpercig.

Erdekes, hogy a 4-7. algoritmusvariansok produkaltak a leggyorsabb futdsi
idéket, ugyanakkor a MOSEK ezekre a modellekre jelentésen eltéré optimumot
taldlt mind a harom teszthalmazban, mint a Gurobi. A t6bbi esetben nem volt
jelent&s eltérés a kiilonb6zé varidnsok éltal taldlt optimumban. Felmeriil a kérdés,
hogy egyaltalan itt mirdl is van szd. Az algoritmus végeredményként egy valds
szamokbdl allé vektort ad meg, amelynek hossza megegyezik az Ep letolto élek
halmazanak méretével. Mivel a haszndlt programok lebegépontos miiveleteket
végeznek, ezért kerekitési hiba el6fordulhat, amely befolyasolhatja a végeredményt.
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6. tdblazat. A futdsi idd varidcios koefficiense Gurobi-megolddval a tilkeresletet
mutatd hdldzatokra (szdzalék)

= = (=3 =) (=} o
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ref 37,03 33,80 18,61 27,12 20,64 25,82 18,35 23,75 22,83
1 34,34 37,36 16,41 21,98 20,05 21,80 17,62 20,01 25,10
2 27,51 40,27 18,49 21,23 n.a. 23,50 20,42 22,06 26,76
3 25,44 33,19 13,69 21,14 n.a. 19,76 21,31 21,88 n.a.
4 35,66 30,57 34,26 22,45 26,29 20,16 20,74 22,31 23,46
5 35,38 26,25 32,78 19,59 22,42 22,45 21,55 21,47 22,68
6 37,45 27,75 28,32 20,41 26,28 17,84 22,44 22,52 21,89
7 14,44 1,34 21,07 20,94 23,22 17,96 20,95 23,24 22 52
8 18,46 4,78 2,70 22,50 25,10 21,53 22,45 22 38 22,57
9 20,80 5,30 17,75 25,92 27,02 21,58 19,57 21,48 22,57
10 29,47 1,15 36,84 21,31 27,73 21,35 22,01 21,49 22,81
11 27,70 12,88 34,04 25,58 24,55 23,15 22,32 21,50 22,78

7. tdblazat. A futdsi id6 varidcids koefficiense Gurobi-megoldéval az egyenletes
keresletet mutatd hdlézatokra (szdzalék)
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ref 1745 23,02 6,03 28,77 13,98 8,29 12,43 13,99 23,03
1 2383 1600 12,12 35,90 3,83 5,72 19,80 18,73 11,56
2 2191 2319 14,36 19,28 11,32 8,95 32,06 11,79 10,56
3 2274 2415 9,63 35,74 7,22 5,22 35,39 11,63 4,09
4 591 2250 1323 25,50 2,37 16,45 5,09 19,64 9,21
5 292 25T 9,78 23,76 137 62,09 6,06 19,17 24,89
6 228 2443 2024 13,04 3,44 24,36 10,39 13,00 5,52
4 165 2193 1655 15,11 5,51 22,92 7,18 18,24 13,47
8 1,98 2263 2586 13,38 9,50 10,33 2,90 64,26 13,00
9 436 1310 18,96 3,19 10,35 94,54 5,61 12,18 3,64
10 3,81 21,62 2045 22,44 9,01 10,38 21,32 14,35 6,54
11 0,65 11,80 2434 18,98 5,57 23,60 2,00 14,04 6,74
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8. tablazat. A futdsi iddé varidcios koefficiense Gurobi-megoldoval a tulkindlatot
mutatd hdldzatokra (szdzalék)
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ref 17,10 20,36 22,37 16,83 4,78 41,50 20,69 34,38 31,64
1 26,17 25,88 9,06 16,56 11,01 30,07 9,71 18,32 37,32
2 27,29 15,03 6,16 1,56 n.a. 42,28 1,98 15,26 36,69
3 25,43 20,85 12,53 11,36 n.a. n.a. 5,83 20,39 n.a.
4 11,80 20,69 17,55 6,55 4,23 31,12 7,09 21,16 26,06
5 26,36 12,10 13,78 7,30 15,90 23,56 14,22 23,00 31,46
6 37,25 11,84 16,64 16,64 10,66 19,74 13,09 27,30 31.68
7 26,02 18,37 17,01 9,26 9,25 21,96 11,15 27,84 23,61
8 42 45 11,62 25,16 18,88 21,21 20,88 13,95 22,66 27,23
9 29,26 25,73 28,06 7,49 8,20 17,65 8,08 21,25 29.25
10 20,47 24,51 19,52 15,42 18,49 17,27 13,57 14,44 35,02
11 11,00 33,34 32,51 18,38 14,41 30,56 23,31 16,11 29,43

9. tablazat. A futdsi idé dtlaga MOSEK-megoldéval o tilkeresletet mutatd hdlo-
zatokra (mdsodperc)

100-200

100-50
100-100
300-50
300-100
300-200
500-50
500-100
500-200

..,
®
e
o

B
[+
3
%]
=
oo
=

100,39 786,25 2322,84 2832,95 314239 8264,79 15530,16

1 5375 11494 53845 199433 5640,38 820687 7911,81 na | 4384291
2 5279 19694 39344 200440 437185 8574,19 781497 na | 4441097
3 4831 157,22 43142 203238 375317  7766,67 7069,46 na. n.a.
4 1285 9243 7979 85203 263,57 376914 249232 632274 1282044
5 1744 6343 116,95 784,68 162,88  3341,78 282370 743314 1275480
6 1924 5313 12465 76261 162,81 342815 282049  T7370,58 1254212
7 14,04 66,16 3896 764,09 262,85  3600,78 246055 662507 1232743
8 1892 4649 13229 70370 152222 312300 294277  7480,00 1291544
9 20,01 4945 11592 706,56 1488,22  3179,90 2970,85 775406 1247233
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10. tablazat. A futdsi idd dtlaga MOSEK-megolddval az egyenletes keresletet
mutaté hdldzatokra (mdsodperc)

100-50
100-100
100-200
300-50
300-100
300-200
500-50
500-100
500-200

ref 443 31,50 2648 104,31 277,44 507,66 840,05 134894  3086,97
11,09 66,68 80,08 330,60 131809 282221 182050 3007,72 882578

14,00 5581 6527 364,01 1580,55 142326 176854 3850,00 849337

16,88 33,00 54,80 28220 1003,68 120461 149253 3557,27 811597

3,00 2550 1579 51,63 120,08 187,58 158,41 475,96 211255

44,06 78,10 173,78 43864  1491,71  1116,60
446 2298 2246 50,81 80,89 15547 526,75 1339,68 103596
410 2442 20,09 74,23 70,36 153,93 164,91 383,88  1959,77
5,59 0,60 20,23 156,57 276,25 49052 622,67 120438  3048,18
564 18,10 17,07 116,46 337,68 45445 811,80  1376,10  2860,50
111,70 428,71 47550 890,35  1301,00 2786,75
104,67 370,40 467,71 672,61  1286,03  3057,33
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11. tablazat. A futdsi id6 dtlaga MOSEK-megoldéval a tilkindlatot mutatd hdld-
zatokra (mdsodperc)

(=] [=} (=} (=] =] =]

(=} o (=] (=} [=] (=] (=} [=] =1
1=} - 3] i=] - 3] i} - [y
i 1 s i 1 1 i 1 N
[=] (=] [=] [=] [=] [=] (=] =3
[=] (=] =} (=] [=] =] (=] =] =}
- - - =] « « i) Tel Yol

ref 89,05 151,76 444,85 4507,05 6306,93
233,39 38546 1486,71 1119584 18563,54
234,78 414,23 1393,63 1241449 20058,58
238,75 384,34 1230,84 1122346 17062,86
125,17 203,71 743,85 568584 843862

23689,90 20777,48

© W DO R W N
=
=
&
[oud
[}

22373 719,30 492470 5386,52 24601,20 12603,89
71,94 23158 610,23 5280,23 5521,25 24371,14 12235,95
70,34 23452 800,96 564532 8211,28 24 576,04
71,53 18045 520,43 434772 6983,03 | ¢ 6 2178544
78,30 152,02 501,05 438132 650054 21597,08
10 8325 137,53 527,78 407426 6469,97 20479,21
11 89,08 13440 461,94 5126,51 6951,19 636 20635,79
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Jelen esetben pontosan ezt tapasztaltuk, tehat a két megoldé a kerekitési hibakra
kiilonbozoképpen érzékeny.

A Gurobihoz hasonldan itt is a McCormick-atirast megvaldsité 1-3. algorit-
musvariansok voltak a leglassabbak, mindharom produkalt szegmentdlasi hibat is
a legnagyobb feladatokon.

A 3.4. alszakasz kezddértékaddsa, a 3.3. alszakasz kezdbértékaddsa, és a 3.1. al-
szakasz redunddns korldtja atlagosan mintegy 4%, 3%, ill. 5% lassuldst eredménye-
zett a MOSEK-megoldéval kombindlva.

A referencia atlagosan 65%-kal gyorsabban futott, mint az 1. algoritmusva-
ridns, rdaddsul ebben az dsszehasonlitdsban (tehdt a McCormick-dtirdssal kombi-
ndlva) minden esetben tbb, mint 50%-o0s gyorsuldst eredményezett a 3.5. alsza-
kasz elémegolddja. Ugyanakkor a 8-11. algoritmusvaridnsokat az elémegold6t nem
implementdlé parjaikkal 6sszehasonlitva atlagosan 67%-os lassuldst tapasztaltunk
a MOSEK esetében.

A futési id6k variaciés koefficienseit a 12—-14. tablazat tartalmazza. A MOSEK
altal igényelt futasi idok atlagos varidciés koefficiense a Gurobitdl nagyobb, atla-
gosan 30% volt a teljes adathalmazra.

5.4. Konkluzié

A 15. tablazat tartalmazza egy-egy algoritmusvaridns atlagos futasi idejét az
egyes teszthalmazokra. A 300 felhasznalét és 100, ill. 200 torrentet, tovabba az 500
felhasznalot és 100, ill. 200 torrentet tartalmazo teszteseteket mell6ztiik az atlag-
szdmitds sordn, hogy a szegmentdldsi hiba miatt hidnyzé adatok (1d. az 5.2. alfe-
jezet eleje) ne torzitsék az eredményt.

A cikkben kozolt tesztek eredményei alapjan a kovetkezé tanulsagokat vonhat-
juk le:

e A hiélézat felépitésétol rendkiviili mértékben fiigg a megold6 sebessége.
Az egyenletes tipusi hélézatokra a leggyorsabb, a tulkindlatot mutaté halé-
zatokra pedig a leglassabb kiszamitani a max-min méltanyos eroforras-el-
osztast. A sebesség nagyjabdl ardanyos az alkalmazott specidlis harmas graf
reprezentacié csicsainak és éleinek a szdmaval.

e A Gurobi altaldban gyorsabban oldotta meg a feladatot, és kevésbé volt
érzékeny a kerekitési hibdkra, mint a MOSEK. Ugyanakkor a Gurobi t6bb
tesztesetre produkalt szegmentélasi hibat.

e A Gurobi kedvez6bben reagdlt a cikkben szereplé modellatirasokra.

e A 3.2. alszakaszban bemutatott McCormick-atirds alkalmazdsa minden eset-
ben lassitotta a megoldast. Ez meglepd és egyben pozitiv eredmény, amellyel
kimutattuk, hogy a tesztelt megoldék konnyebben boldogultak a kisebb mé-
retl nemlinedris feladattal, mint a nagyobb méretii linearis valtozattal.
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12. tablazat. A futdsi idd varidcids koefficiense MOSEK-megolddval a tilkeresletet
mutatd hdldzatokra (szdzalék)

o o o o = =

o = S c = S o 3 S

w - (3] [Ye) i o w — o

| 1 1 1 1 1 | 1

=) = s =) = = = = =

S S S S S S S S S

= — - & S a b b b

ref 6526 2393 4954 31,02 73,51 22,05 10,98 20,21 24,87
1 4164 6523 107,28 28,85 66,07 23,65 7,97 e 31,11
2 3094 11142 83,50 20,34 35,13 2431 7,20 T 32,20
3 4445 103,21 100,73 35,36 24,82 30,37 7,70 n.a. n.a.
4 33,08 115,95 135,16 27,09 22,69 23,61 12,82 17,03 18,87
5 40,03 112,76 126,79 26,06 24,67 27,89 9,64 09,47 20,25
6 56,65 103,42 129,77 21,47 21,36 20,63 9,27 16,56 20,53
7 4787 0397 97,79 19.17 10,97 30,95 10,72 17,79 14,93
8 30,8 7325 83,44 17.28 24,93 31,32 7,85 14,84 8,09
9 4505 8140 68,19 16,28 22,77 44,87 8,47 12,12 8,64
10 42,73 6207 69,34 41,11 22,03 36,62 6,68 6,41 10,67
11 2801 3927 4805 44,45 21,88 36,85 10,25 3,02 8,53

13. tablazat. A futdsi id6 varidcios koefficiense MOSEK-megolddval az egyenletes
keresletet mutatd hdlézatokra (szdzalék)

o o o o o =

o IS S o 3 3 o 3 S

V-] L (3] D L] a V-] - a

1 1 1 1 1 1 1 1

=) = = =) ) =) =) = =

3 S S S 3 S 3 3 S

i =] — -] [-~] [~ ] '] wn w

ref 7,33 14123 3884 13,61 44,22 22,02 30,54 11,74 11,63
1 6,40 119,65 59,00 2047 88,08 85,49 4,73 6,23 4,04
2 24,65 100,17 62,14 6,99 102,51 1,67 2,62 11,90 4 30
3 4402 5641 43,35 18,08 71,41 7,01 3,40 19,66 5,79
4 3618 98,00 49,05 11,96 87,76 6,42 8,46 29,16 18,54
5 368 61,39 26,39 16,12 50,71 10,28 18,36 17,86 24,11
6 30,77 52,55 A Lo 16,70 65,96 13,72 42,35 8,61 8,91
7 2332 90,66 85,02 58,06 49,42 7,78 3,81 11,45 7,64
8 13,79 56,88 53,72 31,80 25,18 10,77 9,58 8,64 7,92
9 12,31 69,97 32,70 2,56 58,58 13,61 40,86 10,11 9,09
10 11,36 71,84 23,41 15,93 89,39 5,57 32,99 11,13 3,63
11 22,53 4354 4141 20,39 56,87 8,02 8,90 9,63 4,36
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14. tablazat. A futdsi id6 varidcids koefficiense MOSEK-megoldoval a tulkindlatot
mutatd hdlézatokra (szdzalék)

o o o o o =

o IS S o 3 3 o 3 S

V-] L (3] D L] a V-] - a

1 1 1 1 1 1 1 1

=) = = =) ) =) =) = =

3 S =) S 3 S 3 3 S

b ™ — -] [-~] [~r] Y= w0 W

ref 29,25 Tl 24,14 2,59 10,76 27,78 14,36 15,56 17,52
1 22,50 16,73 8,48 5,56 8,565 20,15 12:72 7,10 19,83
2 13,62 23,59 17,34 6,83 14,59 21,13 10,53 5,21 31,88
3 27,39 41,50 25,06 6,65 14,30 31,39 12,56 5.85 28,28
4 9,77 24,58 21,49 5,30 5,71 28,74 10,37 9,90 22,38
5 14,64 18,95 26,74 13,33 13,24 20,51 8,89 4,65 20,40
6 22,50 20,60 10,38 12,79 6,53 21,00 9,60 4,35 19,19
7 14,93 16,78 16,81 16,00 8,24 20,33 13,32 12,91 26,02
8 1759 2236 3358 11,17 15,05 25,69 19,84 15,08 29,04
9 18,60 12,54 20,73 9,91 5,63 30,06 7,03 10,64 32,64
10 40,88 16,28 28,19 8,60 5,59 27,76 12,40 18,82 31,31
11 32,82 7,70 20,34 17,81 8,25 25,50 14,45 17,84 34,86

15. tabldzat. Egy-egy modell-vdltozat dtlagos futdsi ideje (mdsodperc)

Gurobi MOSEK

talkereslet egyenletes tulkindlat tilkereslet egyenletes tualkindlat

ref 394,31 60,95 248161 817,04 203,15 5349,53
1 1523,81 145,57 = 16 206,43 2122,66 461,09 13311,69
2 1591,15 163,32 16 183,00 2092,51 453,53 = 13602,79
3 1592,43 165,20 | 15128,01 1947,76 375,04 1222258
4 843,34 115,57 9923,46 705,88 51,08 6 089,69
5 869,00 116,17 = 10694,17 761,24 105,33 6132,51
6 811,11 113,42 9557,88 756,02 125,49 6114,82
7 759,65 113,03 9389,50 668,76 5755 6 267,42
8 399,35 56,07 2010,80 768,83 162,93 5382,91
9 426,72 56,06 2215,91 772,56 193,83 5341,95
10 400,28 61,44 2145,46 787,46 208,86 5240,41
11 446,61 54,56 2365,85 801,81 162,48 5 289,54
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A mesterséges valtozokra vonatkozé kezdéértékadas (3.4. alszakasz) hatdsa
az alkalmazott megoldétol és a feladat tipusatdl fliggben valtozott, az Gsszes
teszt atlagdban +1,01% volt.

e A bindris véltozékra vonatkozé kezdGértékadas (3.3. alszakasz) hatdsa az
alkalmazott megold6tol és a feladat tipusatdl fiiggden valtozott, az Osszes
teszt atlagdban elenyészd, mindéssze +0,06% volt.

e A 3.1. alszakaszban leirt fix als6 korlat hozzdadasa az alkalmazott megol-
dotdl és a feladat tipusatdl fiiggden eltérd hatast gyakorolt, az Osszes teszt
atlagdban +0,66% javuldst eredményezett a megoldds sebességében.

e A cikkben szereplé modellatirasok koziil a 3.5. alszakaszban bemutatott el6-
megoldé hatdsa a legkedvezObb, az Osszes teszt atlagaban 49,75% javuldst
eredményezett.

e Nem volt olyan algoritmusvarians, amely minden teszthalmaz esetén egyér-
telmiien a legjobb lett volna, még azonos megoldd esetében sem.

6. Osszefoglalas

Jelen cikkben egy komplex, nagyméretii linearis és vegyes-egészértékii nemline-
aris optimalizdlasi feladatokat is felvonultaté probléma kapcsan elemeztiik a mate-
matikai modellezés soran felmertil¢ atirasi lehetGségek hatasait. Kiterjedt nume-
rikus tesztelést végeztiink tizenkét modellvaltozat, huszonhét teszteset és kettd
professzionalis megoldé minden lehetséges kombinaciéjaval.

Az elvégzett kisérletek szdmos érdekes eredménnyel szolgédltak. Egyrészt meg-
allapithatjuk, hogy nem taldltunk olyan modellvaltozatot, amely minden esetben
a leggyorsabban oldotta meg a feladatot. Lattuk tovabbd, hogy a tesztelt korszeri
megolddk szaméra nem jelentett problémat a bilinearis feliras hatékony megoldésa.
Végiil ismét kiemelendd az elémegoldé (presolve) technikdk hasznalatdnak jelent&s
elénye.

Tovabblépésként tervezziik megvizsgdlni a modellek halézati folyam alaku fel-
irdsanak hatasvizsgalatat, amelyre az AMPL-nyelv lehet6séget ad. Ezutdn pedig
az elvégzett kisérletek egyfajta megforditdsa kovetkezhet, amelyben a bemenetként
megadott grafok szerkezetének mélyebb elemzésével kimutatjuk, hogy az egyes
algoritmus varidnsoknak mely gréfok a legkedvezébbek a megoldds hatékonysa-
ganak szempontjabol.

Ko6szonetnyilvanitas

Vink6 Tamast az MTA Bolyai-6sztondija tdAmogatta.
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COMPARATIVE ANALYSIS OF SEVERAL MODELS OF THE SAME
SAME MIXED-INTEGER NONLINEAR PROGRAMING PROBLEM

ELVIRA D. ANTAL AND TAMAS VINKO

Our study was inspired by modeling questions emerging in connection to computing max-min
fair bandwidth allocation in BitTorrent communities.

We analyze several reformulation and solution techniques, including the McMormick refor-
mulation of a MINLP, and a standard LP presolve technique, in point of running time and
reached optimum value. Our extensive numerical investigation involves twelve different models
of the same problem, twenty-seven test cases, and two professional solvers.
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