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SZORASELMELET: MATEMATIKAI ALAPOK ES NEHANY AKTUALIS
KERDES

HORVATH MIKLOS

A dolgozatban bemutatjuk az alkalmazésok egész sordban fontos szerepet
jatszo szoraselmélethez tartozé matematikai apparatus egy részét, a téma-
korrel valé els§ ismerkedésre is alkalmas térgyaldsban. A dolgozat méso-
dik részében részletesebben megismerkediink a kvantummechanikai poten-
cidlszéras néhdny aspektusaval, ismertetve néhdny 1j eredményt és nyitott
kérdéseket is.

1. Bevezetés

Az internetes bongészokben a ,scattering” keres6kérdésre és valtozataira kapott
t6bb milli6 taldlat minden eléismeret nélkiil is mutatja, hogy a szorasi feladatok a
tudomany, a technika és a mindennapi élet szamos teriiletén felbukkannak. A sz6-
rasi feladatok kozos sajatsaga, hogy egy vizsgalando ismeretlen objektumra hulld-
mokat bocsdtunk és a visszaver6dd (szért) hulldmokat megfigyeljiikk. A hulldm
lehet példaul hanghulldm, amely egy kdzegben, vagy akar a vizsgalt objektum bel-
sejében terjed, lehet elektromagneses hullam, illetve kvantummechanikai szdérasi
feladatok esetén a részecske-hullam ekvivalencianak megfelelGen lehet egy vizsga-
landé anyagra irdnyitott részecskenyaldb is. A direkt szérasi feladatban ismert
objektum esetén kivanjuk a visszavert hulldmot meghatérozni. Az alkalmazé-
sok szempontjdbdl nagy jelentOségii az inverz szorasi feladat, amelyben a szort
hullam megfigyelésébol kovetkeztetiink az ismeretlen objektum tulajdonsigaira,
pl. elhelyezkedésére, alakjara, belsé szerkezetére, részecskékkel bombazott anyag
esetén az anyag tulajdonsigaira. A leginkdbb hétkoznapi inverz szoérdsi feladat a
latas, amely soran a targyakrol a szemiinkbe jutott visszavert fény alapjan agyunk
megallapitja a minket koriilvevd targyak elhelyezkedését, szinét, tavolsagat stb.
A legtobb inverz szoérasi feladat azért nagy jelentéségli, mert ezzel olyan informé-
cidkat szerezhetiink, melyek kozvetleniil csak nehezen, vagy egyaltalan nem elérhe-
t6k. Az elektromédgneses hullamok széréddsan alapul példaul a radar technoldgia.
Hanghullamok visszaverddésének érzékelésével tajékozodik rossz latasi viszonyok
esetén példaul a denevér és a delfin, ezen az elven miikodik a szonar. Ilyen tech-
nolégidk nyujtanak segitséget pl. a tengerfenék feltérképezése sordan. Az ultra-
hangos orvosi vizsgalatban bels6 szerveink elhelyezkedésérdl nyeriink informacidt
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arra a tényre tamaszkodva, hogy a kiilénbozé szovetekben mas sebességgel terjed-
nek a rezgések. Hasonlé elven alapulnak példaul olyan geoldgiai kutatasok, ahol
mesterségesen keltett rezgések visszaverddésének mérésébol lehet kovetkeztetni a
foldfelszin alatti strukturakra. A radar technoldgia is alkalmazhaté bizonyos fold-
felszin alatti strukturdk vizsgalatara. A roncsoldsmentes anyagvizsgalat a rejtett
hibédk olyan médon torténd felderitését jelenti, amely nem kérositja a vizsgalt
anyagot, illetve terméket. Az elnevezés moddszerek egész sokasdgét fedi, melyek
kozott szoraselméleti alkalmazasok is vannak. Az elemi részecskék kozti koleson-
hatasok vizsgalata a rendkiviil kis méretek kovetkeztében nem konnyii feladat.
Az egyik elterjedt mddszer az inverz szérasi eljaras: részecskenyaldbot bocsatunk
a vizsgdland6 anyagra. A bel6tt részecskék kolcsonhatdsba lépnek az anyagot
alkot6 molekuldk, vagy atomok eréterével, majd kiilonb6z6 irdnyokba visszaverod-
nek. Az egyes irdnyokba egységnyi idé alatt visszaver6do részecskék alkalmasan
elhelyezett detektorokkal szamlalhatok, és ezekbdl a szorasi adatokbdl a kévetke-
z6kben bemutatott matematikai apparatussal informéciokat nyerhetiink a vizsgalt
atomok, vagy molekulak tulajdonsagairdl.

A szérési feladatok témakorének elmélete és alkalmazdsi teriiletei egyarant
olyan 6ridsi mennyiségli informaciétomeget jelentenek, melynek attekintésére jelen
dolgozatban még kisérletet sem érdemes tenni. Célunk mindGssze az, hogy ize-
lit6t adjunk ennek a rendkiviil érdekes és sokrétiien hasznositott teriiletnek az
alapjaibol, és legaldabb egy részteriileten, a kvantummechanikai potencidlszéras
téméjaban eljussunk aktudlis kutatasi kérdésekhez is. A tovabbiakban a szorasi
feladatoknak csak a matematikai aspektusaival foglalkozunk. A nagy terjedel-
met igénylé matematikai precizitds helyett az alapveté gondolatok és konstrukcidk
heurisztikus bemutatasara toreksziink; az alaposabb targyalds irant érdeklodék-
nek ajanljuk tobbek kozott az [1, 3, 19, 4, 5, 14, 15, 16, 18, 22, 23, 26] és [27]
monografidkat. A széraselmélet kétféle felépitése koziil az idofiiggetlen elméletet
valasztjuk. Az idofiiggé felépités irant érdeklodéknek tobbek kozott ajanlhatjuk
Teschl [25] monogréfidjanak 12. fejezetét; a konyv az alapoktdl indulva felépiti a
szoraselmélethez sziikséges matematikai hatteret is.

2. A széras matematikai leirasa

Els6 példa: akusztikus széras egy objektumon
Vegyiink egy 2 C R3 korldtos tartomanyt (testet) a hdromdimenziés térben.
Tegyiik fel, hogy a test egy homogén izotrép kozegbe van beagyazva, azaz a ko-

zegben a hanghulldimok minden irdnyban azonos c sebességgel terjednek. A hul-
ldmterjedést jo kozelitéssel az

1
672Utt = AU, U= U(t,l’) (].)

Alkalmazott Matematikai Lapok (2017)



SZORASELMELET: MATEMATIKAI ALAPOK ES NEHANY AKTUALIS KERDES 99

hulldmegyenlet irjale, ahol A = 82 +92, +02, a Laplace-operétor és v = 1/gogradlU
a hanghullam sebességvektora, gy a kozeg stirlisége. A kozeg tulajdonsdgai miatt
idoben harmonikus megoldast keresiink, azaz

U(t, ) = R(u(z)e™™") (2)

alaki megolddst. A (2) képletet (1)-be helyettesitve egyszerti szdmolds adja az
id6fiiggetlen
Au+k*u=0 (3)

Helmholtz-egyenletet az Q tartomény komplementerén, ahol k = w/c. A tovdbbi-
akban feltessziik, hogy a rezgések nem hatolnak az ) test belsejébe. A test feliileti
tulajdonsagai befolyasoljak a hanghullamok visszaverddését. Teljesen puha felii-
letil test esetén a nyomaés a test feliiletén nulla, amit matematikailag az

ulpo =0

Dirichlet-peremfeltétel fejez ki, nagyon kemény feliilet{i test esetén pedig a hang-
hullam sebességvektoranak nem lehet az € hatardara meréleges komponense, amit a

ou
$|89 =0

Neumann-peremfeltétel ir le, ahol v az  hatardra meréleges kiils6 egységvektor.
Legyen d € R? egy egységvektor. Az u;(z) = e**"? olyan megoldédsa a Helmholtz-
egyenletnek, mely a d irdnyba halad6 sikhullamot irja le. Keressiik a vissza-
verddott hulldmot leiré us megoldast. Tapasztalataink szerint a visszaver6dott
(viz-)hulldmok a szérédés helyétél tavolodva kozelitéleg kor alakban terjednek és
lecsengenek. Egyszertien kiszamolhatd, hogy az r = |z| jelolés mellett az
eikr ) e—ikr

és
r r

fiiggvények is megoldésai a (3) Helmholtz-egyenletnek. Az elsd esetben

ikr
U(t,z) =R <eeiwt> ,

r

a szamlalé novekvo ¢ esetén novekvé r = |z| mellett lesz konstans, vagyis a szért
hulldm az id6ében ,szétfolyik”; mig a maésodik esetben éppen ellenkezbleg, névé
t-hez csokkend |z| tartozik, mintha egy hullimfront az id6ben egyre kisebb helyre
koncentralddna. Az utébbi eset tehat, jollehet matematikailag kifogastalan meg-
oldasa a Helmholtz-egyenletnek, a valésdgban nem fordul el6. Milyen médon lehet
az ilyen megoldasokat kizéarni? Vegyiik észre, hogy

d eik:r eikr eikr

=ik —_
dr r r r2’
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tehat nagy r esetén a demvalt majdnem pontosan egyenlo a fiiggvény ik-szorosaval,
—ik-szorosa lesz. Ezért a

lim r (%us - z'k‘uS) =0 (4)

r

efzkr

Sommerfeld sugdrzdsi feltétel megengedi az el:r tipusu és kizarja az tipusu
megoldasokat, vagyis azt biztositja, hogy a szért hullam az id6ben szétterjedjen.

A fenti feltételek egyiittesen mar matematikailag is egyértelmiien meghataroz-
zék a ténylegesen lejatszédo folyamatnak megfelel6 u fliggvényt:

2.1. TETEL. Legyen Q C R? egy sima hatéri korldtos tartomany és a € R®
egy egységvektor Akkor a Au + k?u = 0, z € R® \ Q Helmholtz-egyenletnek az
ulaq = 0 (vagy a a Loa = 0) peremfeltétel mellett létezik pontosan egy u = u; +us
alaku megoldasa, ahol _

ul(x) — ezkmz
az « iranybdl érkezé sikhulldm, és az ug szort hulldimra teljesiil a (4) Sommerfeld
sugarzasi feltétel. A szort hullam aszimptotikus viselkedése
eikr

s () = A(;@,a,k)+o(:2), r=|z| = o0, & =a/r (5)

r

A bizonyitéssal és a feltételek pontosabb megfogalmazaséaval itt nem foglalkozunk,
ezek megtalalhat6k tobbek kozott a Colton-Kress [4] monogréfia 3.2. alfejezetében,
illetve Ramm [22] 4.2. alfejezetében.

Az (5) egyenlet azt fejezi ki, hogy nagy tavolsdgban a visszavert hulldm koze-
lit6leg gomb alaki, de az & irdanyoktdl fiiggd amplitidéval. Ezért az itt szereplo
A(Z, a, k) komplex szdmot szdrdsi amplitiuddnak nevezziik. Mivel a szérdsamp-
litddo6 a visszavert hulldim mérésével meghatarozhatd, ez a fiiggvény lett a szo6-
raselmélet kozponti fogalma. Az inverz szérdsi feladat ebben a kontextusban azt
jelenti, hogy a szorasamplitido ismeretében hatarozzuk meg az (2 test helyzetét és
alakjat. Ismert, hogy az Q test biztosan rekonstrualhaté végtelen sok kiilonb6z6
« beesési szoghtz tartozd szérasamplituddbol, de véges sok, akar egyetlen beesési
sz0ghoz tartozd szérasamplitudd alapjan is lehet rekonstrualhatd, ha kozelitSleg
ismerjiik azt a tartomédnyt, amelyen beliil Q-nak lennie kell, ldsd Colton-Kress [4],
5.1. alfejezet és Ramm [22] 4.2. alfejezet.

Maisodik példa: akusztikus széras inhomogén kézegben

Ebben a feladatban a hanghulldmok az egész térben terjednek. A homogén
befogadé kozegben a hangsebesség cp, mig a tér egy korlatos részében a kozeg
inhomogén, tehét az x pontbeli hangsebesség c(x) értéke a helytdl fiigg. Az
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fiiggvényt refrakcids indexnek nevezziik. A hulldmegyenletbél inhomogén kozeg
esetén a
Au+ k*n(z)u =0, z € R

egyenlet adédik. Az el6z6 példa mintdjéra a feltételek részletezése és bizonyitas
nélkiil megemlitjiik a kévetkez6 eredményt:

2.2. TETEL. Legyen a € R? egy egységvektor, és tegyiik fel, hogy az n(z) > 0
refrakciés indexre n(x) =1 egy korlatos halmazon kiviil. Akkor a Au + k*n(z)u=0
x € R3 egyenletnek Iétezik pontosan egy u = u; + us alaki megoldasa, ahol

wi (l‘) — eikwm

az « irdnybdl érkezd sikhulldm, és az ug szort hulldmra teljesiil a (4) Sommerfeld
sugarzasi feltétel. Erre az ug-re

eikr

us(x) = A(i,a,k)+0<:2), r=lz| = o0, &=ua/r.

r

Az inverz feladat most a szérasamplitiidébdl az n(x) refrakcids index meghatd-
rozésa. Ilyen modon feltarhaté a hanghullamok altal atjart tartomany belsé szer-
kezete, a hangot egyformén vezetd résztartomanyok alakja. Az ezzel kapcsolatos
klasszikus eredményekrdl j6 dsszefoglald taldlhaté Colton-Kress [4] 1.2. alfejezeté-
ben.

Harmadik példa: potencidlszéras a kvantummechanikdaban

Ahogy korabban is emlitettiik, itt arra a jelenségre illesztiink matematikai
modellt, amikor egy a irdnybél k2 energidji elemi részecskékkel valamilyen anyagot
bombazunk, szamoljuk a kiilonb6z6 iranyokba visszaver6do részecskéket, és ezek-
b6l az adatokbol vonunk le kovetkeztetéseket az anyag tulajdonsdgaira. A jelen-
séget lefré u(z) hulldmfiiggvény eleget tesz a

~Au+V(x)u = k*u, z € R (6)

Schradinger-egyenletnek. Itt V(z) a vizsgélt anyag atomjainak, vagy molekuldi-
nak er6terébdl szamolt potencialis energia, rovidebben potencidl. Mivel a kvan-
tummechanikai erék nagyon kis hatdésugariak, az alkalmazasok szempontjabol
fontos esetekben altalaban feltehet6, hogy a potencial gyorsan tart nulldhoz, ha
r = |z| = oo. A kordbban targyalt esetekkel analdg &llitds itt is igaz:

2.3. TETEL. Legyen o € R® egy egységvektor, és tegyiik fel, hogy a V(x)
potencidl gyorsan lecseng |x| — oo esetén. Akkor a —Au + V(x)u = k*u, € R?
egyenletnek Iétezik pontosan egy u = u; + us alaki megolddsa, ahol

wi (l’) _ eika-a:

)
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és ug-re teljesiil a (4) Sommerfeld sugdrzasi feltétel. Erre az ug-re fenndll, hogy

ikr 1
ug(z) = ¢ Az, o, k) + 0O (7‘2) , r=lz| =00, T=2a/r

r

Megjegyezziik, hogy most az A(#, o, k) szérasamplitiidé helyett csak a o = |A|?
hataskeresztmetszet mérheté kozvetleniil, ugyanis a AZ térszoghe egységnyi id6
alatt visszaverddott részecskék szdma AZ|A|?-tel ardnyos. Ismert ugyanakkor,
hogy |A| ismeretében az A szérdsamplitidé meghatdrozhatd, 1d. Chadan-Sabatier
[3] X. fejezetében. Ezért a tovdbbiakban A-t ismertnek tételezziik fel, az inverz
feladat pedig A ismeretében a V(z) potencidl meghatdrozisa. Ezzel a témakorrel
b6vebben foglalkozunk a kovetkezd részben egy szimmetriafeltevés mellett.

3. Potencialszdoras gombszimmetrikus potencial esetén

A tovabbiakban kiilon emlités nélkiil mindig feltessziik, hogy a vizsgélt anyag
részecskéinek erdtere gombszimmetrikus, és emiatt a V' (z) potencidlfiiggvény is
csak |z|-t6l fiige:

Viz) =q(r), r=lx]

A szimmetria kiakndzédsdra érdemes dttérni az
x = (rsinf cos p, rsin O sin p, r cos §)
gdémbi koordinatakra.

A radialis Schrédinger-operator és a fazistolasok

Egy Y (0, p) figgvényt n-edrendd gombi harmonikus figguénynek neveziink,
ha az f(z) = r"Y (0, ) fiiggvény harmonikus, azaz Af = 0. Ismert, hogy az
n-edrendit gébmbi harmonikusok 2n + 1-dimenzids teret alkotnak, és az alkalma-
san vélasztott Y, m = —n,...,n gombi harmonikusok az 6sszes n > 0 index-
re egylittesen ortonormadlt bazist alkotnak az egységgomb feliiletén négyzetesen
integralhaté fiiggvények terében, Lo(S)-ben. A véltozdk szétvilasztdsinak elvét

kovetve keressiik a (6) Schrodinger-egyenlet megoldését

u(e) = 2y 0,0, v =

alakban. Felhasznalva a Laplace-operator gombi koordinatdkkal felirt alakjat, a
radialis valtozéban a

nn+1)

) + (qm 1 e ) Yn(r) = K2n(r), 72 0

r
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radidlis Schrodinger-egyenlet adodik. Ez egy masodrendii linedris kozonséges diffe-
rencidlegyenlet, ezért a megoldasai kétdimenziés vektorteret alkotnak. Vizsgéljuk
meg heurisztikusan a megoldasok viselkedését r — 0+ és r — oo esetén. Az elsd
esetben % dominéns, tehdt kozelitsleg a !/ (r) = %Qﬁn (r) egyenlet adédik,
melynek megolddsai "1 és r~™ linedris kombinaciéi. Ebben csak az elsé megoldés
szerepelhet, méskiilonben a kapott u(z) megoldéds szinguldris lenne az origéban.
Az r — 00 esetben a potenciél lecsengése miatt kozelitSleg a —i!! = k%), egyen-
letet kapjuk, ezért v,, aszimptotikusan sin kr és cos kr linearis kombinacidja lesz.
A paraméterek alkalmas valasztasaval tehdt feltehetd, hogy

™ (14 0(1)), 7 — 0+,

1/Jn(7’) = )
sin(kr —nw/2+6,) +0o(1), r— oo.

(7)

A szinuszfiiggvény fazisat azért célszeri az itt megadott médon beallitani, mert igy
a ¢ = 0 potencidlhoz a d,, = 0 értékek tartoznak (és 1, (1) = \/mkr/2J, 41 /2(kr)

= krjn(kr), ahol Jy,11/2 a Bessel-fiiggvényt, j, pedig a szferlkus Bessel- fuggvenyt
jeloli). Ezért a potencidl jelenlétének aszimptotikusan az egyetlen kovetkezménye,
hogy a szinuszfiiggvény fazisa eltolddik egy d,-nel jelolt konstanssal, amelyet az
n-edik fdzistoldisnak neveziink. A fazistolasok sorozata is kozponti jelentéségli a
potencialszéras elméletében. A (7) formula a d,, szdmokat csak modulo 7 definidlja,
de a definicié egyértelmiivé tehetd, ha feltessziik, hogy a nulla potencialhoz nulla
fazistolasok tartoznak, és hogy a fazistolasok a g potencial folytonos fiiggvényei.

A szérasamplitiidé felirasa a fazistolasokkal
A P, (t) Legendre-polinomokat a szokésos
L orp2 (n)
2nn! [(t B 1)”}
képlettel definidljuk. Bebizonyithatd, hogy a véltozok szétvélasztdsanak imént

bemutatott médszerével a 2.3. Tételben lefrt w(z) hullamfiiggvény felirhaté a
kovetkezo alakban:

P,(t) =

s 2n+1 T R
u@)z%z 65"77’[}”: >Pn(a:-a), (8)
specidlisan a potencidlmentes ¢ = 0 esetben
M =3 i (2n + 1) (kr) Pa(i - ). (9)
n=0

Ezek bizonyitdsa megtaldlhaté példdul Newton [18] monografidjanak 11.1.1. alfe-
jezetében, itt nem részletezziik. Ezen képletek felhasznaldsaval mar egyszeriien
nyerhetiink egy fontos kapcsolatot a §,-ek és a szérasamplitido6 kozott:
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3.1. TETEL. A szdrdsamplitiidé felirdsa a fazistoldsokkal:

A(Z, o, k) = Z(Zn + 1) sin 6, Py (2 - ). (10)
n=0

el

Bizonyitds. Vezessiik be a ~ jelolést az r — oo-ben vett aszimptotikus egyen-
16ségre. A (8) és a (9) formuldk kivondsa utan (7) behelyettesitésével azt kapjuk,

hogy

us(z) = u(x) — k=
= Z i (et LZY) — jn(kr))(2n 4+ 1)P, (2 - «)
N >, €0 sin(kr —nm/2 4 6,) — sin(kr — nw/2) .
~ Zz - (2n+ 1)P,( - ).

n=0

A szamlalét a konnyen ellenérizhetd

1 1

e cosd, — 1 =1ie*" sind,,

trigonometrikus azonossag felhasznalasaval egyszertibb alakra hozhatjuk:

e sin(kr — nw/2 + 6, — sin(kr — nw/2)

=sin(kr — nw/2) (e cos b, — 1) + cos(kr — nw/2)e"" sind,,

=e!(br=n7/2) gidn gin 5, = i """ sin 4.
Ezért
eikr 0 "
us () ~ T Z e sin 0, (2n + 1) P, (2 - ),
n=0
ami bizonyitja a (10) formulat. O

A bizonyitott képlet mutatja, hogy az Z irdnyban val6 szérédéas amplitudéja
csak az & és a beeso részecskenyaldb « irdanya kozt bezart szogtél fiigg; ez egyébként
a potencidl gombszimmetriajabol is kovetkezik. Mivel a Legendre-polinomok or-
togondlis bazist alkotnak a [—1, 1] szakaszon négyzetesen integralhaté fiiggvények
korében, a (10) formuldra gy is tekinthetiink, mint a szérdsamplitidé ortogondlis
sorfejtésére a Legendre-polinomok szerint. Ezért a modulo 7 vett J,, sorozat és a
szorasamplitido kolesonosen meghatarozzak egymast, igy az inverz szérasi feladat
atfogalmazhato gy is, hogy a modulo m megadott fazistolas-sorozatbol hatarozzuk
meg a ¢(r) pontencidlt.
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Unicitasi és stabilitasi kérdések

A fazistolasok biztosan meghatdrozzak a potencidlt, ha a potencidl nagyon
gyorsan lecseng a végtelenben, vagy akar azonosan nulla nagy tavolsagban. Kom-
pakt tartéji potencidlokra unicitést Loeffel [17] igazolt. Ugyanakkor r—3/2-rendii
lecsengés esetén mar nincs unicitas, lehet konstrualni olyan transzparens potenci-
dlokat, melyekre az 6sszes fazistolds nulla, 14sd Newton [18], 20.4. alfejezet.

A kovetkezo allitas szerint kompakt tart6ju potencidlokat mar a fazistolasok
egy ,kis” részsorozata meghataroz:

3.2. TETEL. Ramm, [20] Ha q(r) =0, r > a-ra, és rq(r) € L2(0,a), akkor

1
Z — =00 = {0, : n € L} meghatdrozza q-t.
n€L,n#0

Vagyis akar az Gsszes fazistolast eldobhatjuk egy nulla slirtiségli indexsorozatot
leszamitva; ha a meghagyott indexek reciprokosszege végtelen, a meghagyott fazis-
toldsok is csak egy potencidlhoz tartozhatnak. A [8] dolgozatban megmutattam,
hogy az allitas a bovebb L; térben is igaz és egy ,kicsit” nagyobb térben a feltétel
sziikséges lesz, azaz a feltétel megsértésével az unicitas elveszik:

3.3. TETEL. Horvdth [8] Az el6z6 tétel 4llitdasa q(r) =0, r > a-ra, és
rq(r) € L1(0,a) feltevés mellett is érvényes. Mésrészt legyen 0 < o < 2 esetén

By ={q:q(r)=0, har > a,r'"7q(r) € L1(0,a)}.

Z l<oo,

neL,n#0

akkor barmely q € B,-hoz van egy kiilonb6z6 q* € B, amelyre
0n(q) = 6n(¢"), VneL.

A Dbizonyitds alapgondolata a 1, (r) = /ry,(log(a/r)) véltozétranszformés-
ci6é, amely az inverz szorasi feladatot inverz sajatérték-feladatba viszi at, ezzel
a sajatérték-feladatokra kidolgozott apparatus elérhetové valik inverz szorasi fel-
adatok megoldésara.

Konkrét inverzios eljarasokkal kapcsolatban megemlitheté az Apagyi, Horvéth
[2] cikk, ahol a nevezetes Gelfand—Levitan—-Marchenko-integrélegyenlet magfiigg-
vényét egy momentumfeladat megoldasaként kozelitettiik és az Apagyi, Horvath,
Palmai [13] dolgozat, ahol a Cox-Thompson inverzidés médszer egy valtozatét vizs-
galtuk.

Az inverz szérési feladatok unicitds esetén is csak gyengén stabilak. Egy tipikus
eredmény, hogy ha a bemend adatok hibdja |5, (q) — §,(¢*)| < €, akkor a ¢ — ¢*
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eltérés valamilyen normaban egy loge-t tartalmazo kifejezéssel becsiilhetd. Ez azt
jelenti, hogy hidba javul radikalisan a bemend adatok pontossiga, a megtalalt
potencial hibakorlatja alig valtozik. Egy ilyen eredmény és az el6zményekrol egy
attekintés olvashaté a [11] dolgozatban:

3.4. TETEL. (Horvdth and Kiss [11]) Legyen D >0 és tegyiik fel, hogy
rlg(r)] < D, [y |d(r?*q(r))| < D, és hasonldan q*-ra. Ha

<2n> |sin(n(q") — dn(q))| <&, VR <N,

—
— og — .
VN & €
Itt tehat némileg realisztikusabban nem az Gsszes fazistolasrol, hanem csak az
elsé néhényrdl tessziik fel, hogy ismerjiik kis hibdval. A kapott hibabecslés elég
szegényes. A bemen6 adatok hibdjanal szerepld szorzdtényezo lattan feltételezhetd,

hogy a fazistoldsok nagyon gyorsan tartanak nulldhoz. Ilyen kérdéseket targyalunk
a kovetkez6 részben.

akkor

72 (q* (r) — ()l La0,a) <€

A fazistolasok sorozatanak matematikai tulajdonsagai

Nagyon érdekes lenne egy egyszeri belsé jellemzés a §,, sorozatokra, azaz meg-
mondani, melyek azok a sorozatok, amelyek el6allnak egy potencidl fazistolasa-
iként. Ett6l feltehetGen még messze vagyunk (Loeffel [17] cikkében a kompakt
tart6ji potencidlok fazistoldsaira adott egy komplikélt leirdst), de a sorozat tag-
jainak eloszlasdra nézve vannak eredmények, ezek koziil targyalunk néhanyat.

Az egyszerliség kedvéért legyen k = 1. Kompakt tartéju potencidlra a fazisto-
lasok gyors csokkenését mondja ki a kovetkezd

3.5. TETEL. (Ramm [21]) Ha rq(r) € L2(0,a), ¢ = 0, ha r > a, és q konstans
elgjelii valamilyen (a — €, a) szakaszon, akkor

lim n|d \1/(2”) _ o
n—00 " 2

Az &llitas kovetkezé kiterjesztése azt mondja, hogy ha a fazistoldsok eltérése
elegendden kicsi, akkor a két potencidl megegyezik nagy r-ekre:

3.6. TETEL. (Horvath [10]) Legyen rq(r), rq*(r) € L1(0, 00).
a) Ha ¢ = ¢* m.m. (a,00)-en, akkor minden elég nagy n indexre

c /ae\?2n
S, — 85| < S (7) .
| J n| = n2 \2n
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b) Megforditva, ha q és ¢* kompakt tartéju, rq(r), rq¢*(r) € L1(0,00), és

§n5:—0<<a21;)2n>, n — 0o

teljesiil minden a; > a-ra, akkor ¢ = ¢* m.m. (a,0)-en.

A szérasi amplituddk eltérésére vonatkozd analég éllitds kimondasdhoz legyen

F(t) = i@n + 1)e®" sin d,, P, ()

n=0
a széréasi amplitidé rovidebb jelolése.

3.7. TETEL. (Horvéth [10]) Legyen rq(r), rq*(r) € L1(0,00), és 0 < a < 0.
a) Ha ¢ = ¢* m.m. (a,00)-en, akkor F(t) — F*(t) a t komplex véltozéban egész
fiiggvény, és

|[F(t) = F* ()] < e(1+ [¢]) exp(ay/2]¢])-

b) Forditva, ha q és ¢* kompakt tartéji, F(t) — F*(t) egész fiiggvény, és

F(t) — F*(t) = O (exp(a1 2|t\))
teljesiil minden a; > a esetén, akkor ¢ = ¢* m.m. (a, 00)-en.

A fazistoldsok eloszldsat illetéen emlitiink végiil néhdany eredményt. Régdta
ismert, hogy
(Sn+]_ - (Sn < 7T/2

(Regge [24]). A potencidl kis véltozdsandl a fazistoldsok valtozdsét jellemzi a

0

varidciés formula ([6, 9]). Eszerint g novelésével a fazistoldsok csokkennek, ¢
csOkkenésével pedig nének. Ennek felhasznalasaval igazolhatok a kévetkez6 pontos
alsé és fels becslések:

3.8. TETEL. (Horvéath [9]) Legyen rq(r) € L1(0,a), ¢ = 0 mm. (a,00)-en.
Akkor

—a <dg < 0,
—a + arctana <d; < o0,

T a’> -3
5~ + arctan <dg < 00,
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és altalaban

Jnt1/2(a)

— k1 < 9, < o0,
n+1/2(a)

arctan

ahol Y;, 1/ masodfajii Bessel-fiiggvény, és k az Y, 11/, gyokeinek szama (0, a)-n.
A becslések nem javithatok.

Ha tovabbi informaciéink vannak a potencialrol, akkor jobb becslések is igazak:

3.9. TETEL. (Horvath [7]) Az el8z8 tétel feltételein tul tegyiik fel, hogy
q(r) <1 mm. (0,a)-n. Akkor

a
/ r(1—q(r))dr <1= arctana —a < §p < 7 — a,
0

2 _
<41 < 7T —a+arctana.

“ 71' a
r(1—gq(r))dr<3= 5 ¢ + arctan
0

3.10. TETEL. (Horvéth [7]) Legyen rq(r) € L1(0,a), ¢ = 0 mm. (a,00)-en.
Akkor

0,2

/ r|1 —g(r)|dr < 1 esetén > 1+ acot(dy + a).
0

1—acot(d + a)

Ha még q <1 is igaz mm., akkor

2
a

—_—— >2 (6

1—acot(dy +a) ~ +acot(% +a),

és egyenl8ség pontosan akkor &ll fenn, ha ¢ = 1 mm. (0,a)-n.
A §p és 01 kozti ardnyossdg becslését jelenleg is vizsgaljuk:

3.11. TETEL. (Horvdth and Séfdr [12]) Legyen 0 < b < a < w/2, suppg C
[b,a], ¢ > 0 mm., rq(r) € L1(b,a). Akkor

(1/a — cot a)?
~r @ 7 < .
(1/b—cotb)t ° = o

Erdekes lenne &ltaldban vizsgalni a két vagy tobb fazistolas kozotti linearis
egyenlStlenségeket (példdul 4, és dy ardnydt). A fazistolds-sorozat sok m&s mate-
matikai tulajdonsiga is még felfedezésre var.
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SCATTERING THEORY:
BASIC MATHEMATICAL IDEAS AND SOME RECENT PROBLEMS

MiIKLOS HORVATH

In this paper we present some basic mathematical ideas of scattering theory; emphasis is on
the light presentation rather than on mathematical rigor. The quantum scattering with fixed
energy and spherically symmetrical potential is discussed in more detail. Some recent results
and open problems are also formulated.
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