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MIRE JOK A STABIL PAROSITASOK?

(Stabil parositdsok és alkalmazdsaik)

FLEINER TAMAS

A stabil parositas fogalmat 1962-ben Gale és Shapley vezették be. A foga-
lom rendkiviil sikeresnek bizonyult nem csupédn az un. kétoldald piacokra tor-
ténd gyakorlati alkalmazhatésdga miatt, hanem azért is, mert tobb, elméleti
szempontbdl érdekes probléma esetében eredményes a stabil péarositdsokra
(illetve azok altaldnositdsara) alapozott megkozelités. Az aldbbiakban azt
mutatjuk be, hogy a stabil parositasok létezése és azok struktirdja hogyan
kothet6 Knaster és Tarski egy fixponttételéhez, és milyen idénként meglepd
alkalmazdsai vannak az igy kapott eredményeknek. A jelen munka alapja a
2017-ben Cegléden rendezett XXXII. Magyar Operacidokutatas Konferencian
elhangzott, hasonlé cimi el6adas.

1. Bevezetés

Sokat idézett cikkiitkben Gale és Shapley vetették fel az aldbbi problémat [18].
Képzeljiik el, hogy n férfi és n n6 mindegyike sorba rendezi az ellentétes nem képvi-
sel6it aszerint, hogy szamara az adott illeté hanyadikként jon széba mint hazastars.
Ha a fenti szereplok n hazaspart alkotnak, akkor az igy meghatdrozott parositas
instabil, ha taldlhaté olyan férfi és né, akik egymadst az emlitett sorban kolesono-
sen elébbre helyezték, mint a hazastarsukat. Természetes cél ugy Osszehazasitani
a példaban szerepl6 személyeket, hogy az imént leirt instabilitds ne 1épjen fel. Ez
a gondolat tobb altalanositési lehetoséget rejt magaban. Elképzelheto, hogy az
egyes jatékosok nem egy, hanem tobb hazastarsat keresnek. Ennek egy gyakorlati
szempontbdl is érdekes véltozata az egyetemi felvételi probléma, aholis férfiak és
nok helyett az egyetemi szakok és az oda jelentkezok alkotjak a két, egymast sorba
rendez6 halmazt, tovabba az egyetemi szakok mindegyike rendelkezik egy, a felve-
het6 hallgatok szamat feliilrdl korlatozo kvétaval. Ebben a modellben egy felvételi
séma (aholis minden jelentkez6t legfeljebb egy szakra vesznek fel, és egyetlen szak
sem lépi tul a kvdétajat) akkor lesz instabil, ha van olyan szak és hallgatd, hogy a
szak szivesen felvenné e hallgatét (esetleg azon az dron, hogy egy szdmadra kevésbé
értékes hallgatét elutasit), és az emlitett hallgaté pedig jobban jar, ha a felvételi
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séma altal el6irt helyett erre a szakra nyer felvételt. Erdemes megemliteni, hogy a
Magyarorszagon a felvi.hu altal meghatarozott vonalhtizasbdl ad6dé felvételi séma
éppen ezt a fajta instabilitdst zarja ki.

Elképzelhetd az is, hogy nem minden férfi-né (vagy szak-jelentkezd) pér valdsul-
hat meg, azaz a lehetséges hazasparokat (felvételeket) leird graf nem teljes péros
graf. S6t: ennek a grafnak még csak parosnak sem kell lennie. Erre az dltalanosi-
tdsra vezet az a szobatars probléma, ahol — mondjuk — kétagyas kollégiumi szobak-
ban kell elhelyezni néhdny tanulét, akik mindegyike aszerint rendezte sorba a lehet-
séges szobatdrsait, hogy mennyire szivesen lakna egy szobaban az adott személlyel.
Itt egy szobabeosztas instabilitasa azt jelenti, hogy talalhato két kollégista, akik
szivesebben laknanak egyiitt, mint a beosztas szerinti szobatarsukkal.

Tovabbi, a gyakorlati alkalmazds szempontjabdl is érdekes altalanositasi lehe-
t6ség, ha nem koveteljiik meg az egyes részvevoktol, hogy szigort sorrendet hata-
rozzanak meg lehetséges parjaikon, igy a dontetlenek is megengedettek. Az egye-
temi felvételi probléméban példdul a jelenkezéknek ugyan szigoru sorrendet kell
felallitaniuk a jelentkezéseik kozott, am az egyetemi szakok esetében megengedett,
hogy két jelentkezot egyformén értékeljenek, hiszen kizardlag a felvételi pontszam
dont, ami minden tovabbi nélkiil megegyezhet.

Visszatérve az eredeti probléméara: Gale és Shapley az un. lanykérd algoritmus
segitségével igazoltak, hogy mind a hazassagi, mind az egyetemi felvételi problé-
méban mindig létezik stabil megoldas. Knuth kényvében Conwaynek tulajdonitja
azt az észrevételt, hogy a stabil parositdsok halét alkotnak [28]. Ez a megfigyelés
kés6bb elengedhetetleniil fontosnak bizonyult szdmos tovabbi, stabil parositdsokkal
kapcsolatos eredményhez. A stabil parositasok vizsgdlata egyébként szamos tudo-
ményteriilet eszkoztdrdt felhaszndlja: Knuth mdar emlitett [28] konyvét egyfajta
algoritmuselméleti bevezetének szanta azzal, hogy egy kézzelfoghaté példan szem-
léltessen szamos, az algoritmusok tervezéséhez és analiziséhez sziitkséges modszert.
A ma mar klasszikus bonyolultsagelméleti és tovabbi algoritmikus vonatkozasok
tekintetében érdemes megemliteni még Gusfield és Irving konyvét is [20]. A sta-
bil péarositasokon torténd optimalizalds is természetes feladat, és ehhez kiilonféle
poliéderes médszerek bizonyulnak hasznosnak [41, 36, 5, 33, 1, 40, 11]. A gyakor-
lati alkalmazasok kapcsan pedig a jatékelméletbél ismerds fogalmak és mddszerek
bukkannak fel, elég taldn csak Roth és Sotomayor kényvét emliteni [35].

Mai tuddsunk alapjan batran kijelenthetd, hogy Gale és Shapley a stabil parosi-
tas fogalmanak bevezetésével joval tobbet ért el, mint a cikkiikben megfogalmazott
célt, azaz a matematikai-jatékelméleti gondolkoddsmod népszertisitését. A munkéa-
juk nyoman indult kutatds eredményeibol vilagossa valik, hogy mind a gyakorlati
alkalmazéasok, mind pedig az elméleti jelent&ségli eredmények okan kivételesen jol
eltalalt és hasznalhaté fogalommal van dolgunk. Az elébbi tényt a stabil paro-
sitdsok elméletében és a mechanizmustervezésben kifejtett munkéassdgukért 2012-
ben Rothnak és Shapleynek {télt kozgazdasagi Nobel-emlékdijnal taldn nem is kell
jobban indokolni, mig az utébbira példa lehet Galvinnak a Dinitz-sejtésre adott,
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lényegében stabil parositdsokat felhaszndlé bizonyitdsa [19] vagy Kirdly varatlan
attorést hozoé kozelité algoritmusa [25].

Erdemes még néhdny szot szdélni az altalanositasokkal kapcsolatos eredmények-
r6l. Az altalanositott stabilitdsfogalom manifesztalodhat részben rendezett halma-
zok kozos antildncdban vagy matroidok kozos fiiggetlenjében [14], de definidlhaté
halézati folyamok stabilitasa is a kozgazdasidgtanbdl ismert ellatasi lancok egyfajta
modelljeként [12]. A stabil folyammodell szorosan kapcsolédik Ostrovskyéhoz, ami
bizonyos tekintetben dltaldnosabb, masfeldl specidlisabb az elébbinél [30]. Minden
esetre a kozgazdasz-szakirodalomban komoly attorést hozott, és szamos tovabbi
eredmény kiindulépontja lett.

A stabil péarositdsoknak mara mar komoly irodalma van. A tudomany 2013
koriili allasat csak az algoritmikus vonatkozésok tekintetében foglalja Ossze
Manlove impozéns kényve [29]. A jelen munka egy ennél sokkal szerényebb célt tiiz
ki maga elé: az olvasot egy unortodox mddszer alkalmazasaba vezeti be, és mutat
ra annak néhany érdekes vonatkozasara. Mintegy mellékesen igyekszik megvaltoz-
tatni a stabil parositasok ,,torténelmérél” alkotott képet is. Emlékezetes, hogy Gale
és Shapley 1962-ben publikéltak az elsé cikket a témaban. Késébb Roth mutatott
ra arra, hogy a lanykéré algoritmus egy valtozata mar 1952 6ta alkalmazasban
van az USA-ban [32], a stabil parositdsok ismert toérténelme tehat inkabb ekkor-
t0l kezdodik. Mi arra tesziink kisérletet, hogy még korabbra, konkrétan 1928-ra
dataljuk a torténet kezdetét, amikoris Knaster és Tarski egy monoton halmaz-
fiiggvényekrdl sz6lé fixponttételt publikdltak (akkor még bizonyitds nélkiil) [27].
Kés6bb, 1955-ben Tarski igazolt egy haléelméleti altalanositast, aminek alkalmaz-
hatésagat kiilonféle, analizisbol ismert kozépértéktételek levezetésével illusztralta
[39]. Kideriilt, hogy a tételnek mdr a véges esetben is nemtrividlis kévetkezmé-
nyei vannak. Vildgosan megmagyarizza ugyanis, hogy miért is miikodik a lanykéro
algoritmus, illetve a fixpontok halétulajdonsagabol kozvetleniil levezethetévé valik
a stabil péarositasok halétulajdonsaga. A stabil parositasok és a monoton leképezé-
sek fixpontjai kozti kapcsolatot a Kelso és Crawford munkaja nyoman bevezetett
kivdlasztési fiiggvények alkalmazdsa teremti meg [24].

Terjedelmi okok miatt nem tériink ki a részletekre, csak megemlitiink
néhany tovabbi, stabil parositdasok altalanositdsaival kapcsolatos jelent6s ered-
ményt. Sokaig kérdés volt, hogy egy nem feltétleniil paros grafban eldénthetd-e
polinomidejii algoritmussal a stabil parositas 1étezése. A pozitiv valasz Irvingt6l
szarmazik, aki a lanykér6 algoritmus lépéseibdl all6 elsé fazis utan in. rotacidkat
elimindl algoritmusa mésodik fdzisaban, mig végiil stabil parositast talal, ha egy-
altaldn van ilyen a grafban [23]. Tan késébb kiterjesztette Irving algoritmusat, és
ennek segitségével igazolta stabil félparositasok 1étezését, amelyek % sulyt éleket is
tartalmazhatnak [38]. Az is kideriilt, hogy pontosan akkor van stabil parositds egy
grafban, ha minden stabil félparositds stabil (egész)pdrositas. Aharoni és Fleiner
arra mutattak ra, hogy a stabil félparositas létezése a Scarf-lemma kovetkezmé-
nyeként is felfoghatd, a Scarf-lemma pedig tekintheté a Brouwer-féle fixponttétel
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egy rokondnak [3]. Ilyenformén a stabil parositdsok fixpontokként is kezelhetok,
péros graf esetén egy monoton halmazfiiggvény, nemparos graf esetén egy ennél
bonyolultabb leképezésként. Cechlarova és Fleiner a stabil b-pérositds keresésére
adtak eljardst Irving algoritmusdnak &ltaldnositdsaval [8]. Bird szerzétérsaival a
stabil parositasok valtozasat vizsgalta abban az esetben, ha egy 1j jatékos jele-
nik meg a piacon. Eredményei segitségével nempéros graf esetén is definidlhaté
egyfajta bardt-ellenség viszony a jatékosok kozott aszerint, hogy ha az egyikiik
tévozik, akkor ettdl a mdsik helyzete javul-e vagy romlik [6].

A jelen munka az aldbbiak szerint épiil fel. Az 1.1. részben a stabil parositasok-
kal kapcsolatos alapvetd terminolégiat tisztazzuk, és egy kevéssé ismert bizonyitast
adunk a Gale-Shapley-tételre. Az 1.2. részben targyaljuk a tovabbi modellek szem-
pontjabdl alapvet6 fontossagu kivalasztasi fiiggvényeket és azok szamunkra fontos
tulajdonsagait. Az 1.3. részben arra mutatunk ré, hogy a lanykér algoritmus kul-
csa Tarski fixponttétele. Ez a megfigyelés rendkiviil hatékony eszkéznek bizonyul
kiilonféle altaldnositasok és kiterjesztések igazolasahoz. Ilyenekre latunk példat
a 2. részben, aholis matroidokra, ill. részbenrendezésekre mutatunk be stabilitas-
jellegi eredményeket. Ezutan a 3. részben kiilonféle kernelek halétulajdonsdgaval
kapcsolatban mutatunk rd néhany érdekes tényre. Az ezt kovetd 4. rész tovabbi,
idénként meglepd alkalmazasokra mutat be néhany példat. A Tarski-féle fixpontté-
tel szerint monoton leképezés fixpontjai halot alkotnak, ezért bizonyos stabil paro-
sitds poliéderekre kozvetleniil alkalmazhaté Hoffman-halépoliéderekrél szolo egyik
eredménye. Az 5. részben ennek segitségével adjuk meg kiilonféle dltalanositott
stabil parositas poliéderek egyfajta implicit karakterizaciéjat. Ugyanitt emlitjiik
meg a stabil b-parositas poliédernek egy kevésbé implicit lefrasat is, amely a stabil
b-parositasok egy meglepd tulajdonsagat akndzza ki. Végiil a 6. rész foglalja 6ssze
az attekintett anyagot.

1.1. Stabil parositasok

Legyen G = (V, E) gréf, és legyen minden v cstcsra adott a v-re illeszkedd
élek F(v) halmazdnak egy =, linedris rendezése, amit preferenciarendezésnek is
szokds nevezni. Azt mondjuk, hogy az e él jobb a v szdmara az f élnél, ha e <, f
teljesiil. Elek egy M C E halmaza pdrositds, ha az M-beli éleknek nincs kézos
cstcsa, azaz dpr(v) < 1 teljesiil minden v € V csicsra. Tetszéleges b : V. — N
korldtok esetén az M C E halmazt b-pdrositdsnak nevezziik, ha das(v) < b(v)
teljesiil G minden v csucsara. Vildgos, hogy a pdrositds a b-parositds specialis
esete, mégpedig b = 1 esetén. Azt mondjuk, hogy az M pérositds domindlja az
e = uv élt, ha M-nek van olyan m éle, amire m =, f, vagy m =, [ teljesiil.
Hasonldan, az M b-parositas b-domindlja az e = uv élt, ha M-nek vannak olyan
my,...,mg élei, amire m; <, f teljesiil minden 1 < ¢ < k = b(u) esetén, vagy
m =, f teljesiil minden 1 < ¢ < k = b(v) esetén. Az e él akkor blokkolja az M
(b-)pérositast, ha M nem (b-)domindlja e-t. Végiil M akkor stabil (b-)parositas,
ha nincs blokkol6 él, azaz, ha M minden M-en kiviili élt domindl. Ha példaul G
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egy paratlan kor, és valamilyen koriiljaras szerint minden csics a kortiljarasban
kordbbi élt preferdlja a késébbihez képest, akkor kénnyen liathatd, hogy G-nek
nincs stabil parositasa. Paros grafok esetén azonban nem ez a helyzet, és ezt az
aldbbi tétel garantalja.

1.1. TETEL. (Gale és Shapley [18]) Tetsz8leges G péros grafon tetszéleges pre-
ferenciak esetén létezik stabil parositas.

Gale és Shapley valdéjaban a fenti tételt a K, ,, teljes paros grafra igazoltak,
azonban ezt az eredményt kiterjesztve azt is megmutattak, hogy mindig létezik
stabil b-parositas, ha b = 1 teljesiil a paros graf egyik szinosztalyan. Gale és Shap-
ley bizonyitasa a lanykérd algoritmus, ami a probléma tetszdleges bemenetéhez
hatékonyan taldl egy stabil parositast. Az algoritmus miikédése (fin-lany-hdzassdg
terminoldgidban) az aldbbi. Elészér minden fid megkéri a szdméra legszimpatiku-
sabb lany kezét. Ha minden fii mas-mas lanyt kér meg, akkor a lanykérésekbél
hézassagok lesznek, és ez stabil. Ha azonban van olyan lany, akit egynél t6bb fit
kér meg, igy az ilyen lanyok a legjobb kéréjiik kivételével minden mas kérojiiket
kikosarazzak. Ha tortént kikosarazas, igy a fiuk ismételten megkérik a legszimpa-
tikusabb olyan lany kezét, aki még nem kosarazta ki az adott fiut. EI6bb utébb
nem lesz kikosarazés: ekkor az utolsé lanykérésekbdl hazassagok lesznek, és az igy
kapott parositas az algoritmus outputja.

Gale és Shapley cikkiikben megjegyzik, hogy a targyalt eredmény kivéls ellen-
példa arra a kozkeletli vélekedésre, miszerint minden valamirevalé matematikai
levezetés Shatatlanul nehéz szdmitdsokat és/vagy kiilonféle obskurus képleteket
tartalmaz. A ldnykérd algoritmus leirdsa, ill. helyességének igazolasa példdul men-
tes mindezektol, mégis egyértelmiien egy ,tisztességes” matematikai bizonyitas.
Mindezt nem vitatva, az aldbbiakban ramutatunk az algoritmus helyességének
egy unortodox bizonyitasara. Ez egyetlen, nempéaros grafokra is érvényes, apro
megfigyelésen alapul.

1.1. LEMMA. Legyen G = (V, E) (nem feltétleniil pdros) graf minden v csticsd-
hoz megadva a =, preferenciarendezés a v-re illeszkedd élek F(v) halmazén, vala-
mint tegyiik fel, hogy e <, f teljesiil arra az e = uv élre, ami elsé az u szerinti =,
rendezés szerint. Ekkor G-ben a stabil parositdsok halmaza megegyezik a G — f

graf stabil parositasainak halmazaval.

A lemma szerint tehdt ,,ingyen” térolhetiink G-bél bizonyos éleket anélkiil, hogy
ettél akar csak egy stabil parositds is eltiinne vagy keletkezne. Paros graf esetén
ezekkel a lépésekkel el6bb-utobb oda jutunk, hogy nem lehet tovabbi élt torol-
ni, ezért mind a fiuk, mind a ldnyok mas-mas lanyt, ill. fiat szerepeltetnek a
preferenciasorrendjiik élén. Konnyen lathatd, hogy ilyenkor mind a fitik legjobb
valasztasai, mind a lanyok legjobb véalasztasai egy-egy stabil parositast hataroznak
meg az éltorlések utani grafban, igy persze az 1.1. lemma tobbszori alkalmazésa
miatt az eredeti G grafban is. S6t, az is azonnal latszik a gondolatmenetbdl, hogy a
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lanykérd algoritmus altal szolgédltatott stabil parositas fitoptimdlis, ami azt jelenti,
hogy abban minden fii a szdmaéra stabil parositasban elérheté legszimpatikusabb
lanyt kapja feleségiil. De az is kovetkezik mindebbdl, hogy ez az eljards minden
lany a szamara lehet6 legrosszabb olyan férjet szolgaltatja, aki stabil parositasban
az adott lany pérja lehet.

A fent vazolt bizonyitas minimalis médositassal igazolja a lanykérd algoritmus
b-pérositasokra torténé értelemszeri kiterjesztésének helyességét, valamint azt is,
hogy a megtalalt stabil b-parositas a fenti értelemben optimalis lesz az ajanlatokat
tevo oldal szamaéra.

Gréfelméleti médszerekkel nem nehéz a fitoptimélis parositas 1étezésének azt az
altaldnositdsat sem igazolni, amely szerint a stabil (b-)pérositdsok halét alkotnak
az aldbbiak szerint. Ha M; és Ms stabil (b-)parositdsok, és minden fid az My U Mo-
bél szabadon valasztja magénak a (b-)parositds él(eke)t, akkor az {gy vélasztott
élek ismét stabil (b-)pdrositdst alkotnak.

1.2. Kivalasztasi fiiggvények

Stabil parositasok és altalanositasaik vizsgalatakor rendkiviil hasznos segéd-
eszkoz a kivédlasztdsi fiiggvény fogalma, mely segitségével konnyen leirhaté az egyes
jatékosok preferencidja. Az aldbb leirt targyaldsmoéd unortodoxidja a determi-
néansokra alapozott felépités. TetszOleges E alaphalmaz esetén az F : 28 — 2F
leképezés

— kivdlasztdsi fiigguény, ha van olyan D : 2F — 2F leképezés, amelyre F(X) =
= X ND(X) teljesiil az F minden X részhalmazéra (az ilyen D leképezést
az F determindnsanak nevezzik), ill.

— monoton, ha F(X) C F(Y) teljesiil X CY C E esetén, valamint
— antiton, ha F(X) C F(Y) teljesiil Y C X C E esetén, végiil

— komonoton!, ha F olyan kivélasztdsi fiiggvény, aminek van antiton determi-
2

nansa”.
Vildgos, hogy F pontosan akkor kivdlasztési fiiggvény, ha F(X) C X teljesiil
minden X C FE esetén, tovabba, hogy egyazon kivalasztéasi fiiggvénynek szamos
kiilonb6z6 determindnsa létezhet, F példaul mindig determinédnsa sajat maganak.
A | tankonyvi” példa komonoton kivélasztasi fliggvényre a fiik kivalasztasi fligg-
vénye a Gale-Shapley-modellben.

LAz angol nyelvii szakirodalomban ,substitutable” tulajdonsdgnak nincs frappans magyar
neve, ezért most a komonoton kifejezést hasznéljuk, utalva arra, hogy a ki nem vélasztott elemek
altal definalt kivalasztasi fliggvény monoton.

2A komonoton tulajdonsig szokdsos definiciéja azt kivanja meg, hogy tetszéleges X C E és
e € F esetén XNF(X+e) C F(X) teljesiiljon. Ez szemléletesen azt jelenti, hogy ha egy lehetdség
nem érdekel benniinket, akkor a valaszték béviilésétél ugyanez a lehetéség nem valik értékessé.
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1.1. Példa. Legyen G = (V, E) véges pdros graf, melynek szinosztalyait a fitk
F, ill. lanyok L halmaza alkotja, és tartozzék minden v € V cstcshoz egy =<,
linedris rendezés a v-re illeszkedd élek E(v) halmazédn. Ekkor tetsz6leges X C F
élhalmazbdl a fitk altal kivalasztott élek Fp(X) halmaza nem mds, mint azon
X-beli e = fl élek halmaza, amelyre e az f fid szdmara a legjobb él X-ben a <y
rendezés szerint.

Az 1.1. példaban szerepl6 kivélasztési fiiggvény egy konnyen ldthatéan antiton
determindnsa példéul a Dp(X) = U,crNeexnpw) Pr(v.€) leképezés, ahol
e € E(v) esetén Dp(v,e) := {¢’ € E(v) : ¢ <, e} azon élek halmaza, amelyek
v szamara a =, preferencia szerint jobbak e-nél. A fenti példabelihez hasonléan
definialhaté a lanyok Fp kivalasztasi fiiggvénye és az ahhoz tartozé Dy determi-
nans.

1.1. Megfigyelés. Az S C E pontosan akkor stabil parositds a G = (V, E)
paros grafban, ha vannak olyan X,Y C E élhalmazok, amelyekre Dp(X) =Y é
DL(Y) = X teljesiil.

Kivalasztési fiiggvényeknek a mi szempontunkbdl alapvetd fontossdgu tulajdonsé-

gai az aldbbiak. Az F : 2F — 2F kivdlasztasi fiiggvény

— IRC tulajdonsagi, ha tetszileges F(X) C Y C X esetén F(X) = F(Y)
teljesiil,

— dtfiggetlen, ha X, Y C E= F(XUY)=F(XUF(Y)),
— névekedd, ha X CY esetén |F(X)| < |F(Y)| all.

1.2. Megfigyelés. Legyen E véges halmaz és F : 2F — 2F komonoton kiva-
lasztdsi fiiggvény. Ekkor F pontosan akkor IRC tulajdonsdgu, ha F utfiiggetlen.
Tovébbé, ha F névekedd, akkor F tfiiggetelen (és {gy IRC tulajdonsdgi) is egy-
uttal.

1.2. LEMMA. (Fleiner, Janké [16]) Legyen E véges halmaz és F : 28 — 2F
komonoton kivalasztdsi fiiggvény. Ekkor F pontosan akkor ttfiiggetlen, ha F-nek
létezik olyan D antiton determinansa, amelyre

D(X) =D(F (X)) teljesiil tetszbleges X C E esetén. (1)
1.3. Tarski fixponttétele és a Gale—Shapley-algoritmus

Az (L, <) részbenrendezett halmazt (avagy posetet) haldnak nevezziik, ha bér-
mely x,y € L elemnek van egy x A y-nal jelolt legnagyobb alsé, és egy x V y-nal
jelolt legkisebb fels6 korlatja. Ha a részbenrendezés vildgos a szovegkornyezetbél,
akkor a beszélhetiink L halérél. Az L haloé akkor teljes, ha tetszbleges X C L
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halmaznak van egy A X-szel jelolt legnagyobb alsé és egy \/ X-szel jelolt legkisebb
fels6 korlatja. Teljes halo esetén 0, ill. 1 jeloli a héls legkisebb és legnagyobb ele-
mét, azaz 0 = A\ L, ill. 1 = \/ L. Vildgos, hogy minden véges halé teljes, dm ez
forditva nem igaz, pl. az egész szamok véges részhalmazai ugyan hélét alkotnak
a tartalmazkodasra, de ennek a halmaznak nincs legnagyobb eleme, igy ez a hélé
nem teljes. Az el6z8, 1.2. részben definidlt fogalmak minden tovabbi nélkiil defini-
alhatok héldkon azzal, hogy a C relacié a halé < rendezésének, a N és U miiveletek
pedig a A és V hélémiiveleteknek felelnek meg. Teljes halokrdl szol Tarski aldbbi
fixponttétele.

1.2. TETEL. (Tarski [39]) Ha (L, <) teljes hdld, és F : L — L monoton leké-
pezés, akkor F fixpontjainak halmaza nem tires, tovabba F fixpontjainak halmaza
teljes halét alkot a < rendezésre nézve.

Megemlitjiik, hogy a szdmunkra legfontosabb (L,=) = (2F,C) esetre az
1.2. tételt Knaster és Tarski bizonyitottdk [27]. Ugyancsak érdemes megfigyel-
ni, hogy véges L halé esetén a legkisebb fixpont megkaphatd, mint a 0 < F(0) <
=< F(F(0)) < ... lanc legnagyobb eleme. (Hasonléan, a legnagyobb fixpont az
1> FQ1) = F(F(1)) = ... lanc legkisebb eleme.) Tarski az 1.2. tétel alkalmazasat
végtelen haldkon kiilonféle kozépértéktételek levezetésével illusztralta. A mésik
jol ismert alkalmazds, a Cantor—Bernstein-tétel bizonyitdsa szintén végtelen ha-
16k segitségével torténik. Azonban az 1.2. tételnek mar véges halokon is izgalmas
kovetkezményei vannak.

1.1. KOVETKEZMENY. ([10]) Ha F,G : 2F — 2F komonoton kivalasztési fiigg-
vények, akkor taldlhaték az E-nek olyan X,Y részhalmazai, melyre Y = Dz(X) és
X =Dg(Y) teljesiil, ahol D, ill. Dg az F, ill. a G egy-egy antiton determindnsa.
Tovébbd az ilyen tulajdondsgi (X,Y) pdrok hdlét alkotnak a < rendezésre, ahol
(X17Y1) j (XQ,YQ), ha X1 g X2 és Y2 Q Yl.

Az 1.1. kovetkezmény motivilja az aldbbi definiciét.

1.1. Definicié. Legyenek F,G : 2P — 2F komonoton kivélasztési fiiggvé-
nyek. Az FE alaphalmaz K részhalmazdt FG-kernelnek nevezziik, ha léteznek
olyan X,Y C E halmazok, valamint az F és a G-nek olyan Dr és Dg antiton
determinénsai, amelyekre

K=XnNY,Y=Dx(X)é X =Dg(Y) (2)
teljesiil.

Az 1.1. definiciéban szerepld antiton determindnsok bar altaldban sokféleképp
valaszthatdk, utfiiggetlen kivalasztasi fiiggvények esetén nem jatszanak lényeges
szerepet a definiciéban. Ezt mutatja az alabbi lemma.

1.3. LEMMA. ([10]) Legyenek F,G : 2F — 2F iitfiiggetlen és komonoton kiva-
lasztdsi fiiggvények, K egy FG-kernel, Dy és Dg pedig az F és G tetszlleges,
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az (1) tulajdonsédggal rendelkezé antiton determindnsai. Ekkor léteznek olyan X, Y
részhalmazai E-nek, amelyre (2) teljesil.

Az 1.2. és az 1.3. lemmék miatt utfiiggetlen kivélasztési fiiggvényekre az 1.1.
kovetkezmény megfogalmazhaté a determindnstdl fiiggetlen médon az aldbbiak
szerint.

1.2. KOVETKEZMENY. ([10]) Ha F,G : 2F — 2F itfiiggetlen, komonoton kiva-
lasztdsi fiiggvények, akkor létezik FG-kernel, tovabba az FG-kernelek halét alkot-
nak arra a <z részbenrendezésre, amire X <z Y pontosan akkor teljesiil, ha
F(X UY) = X. Rdaddsul az FG-kerneleken a <z részbenrendezés pontosan a
forditottja a =g részbenrendezésnek.

Ha a fentieken til az F és G kivalasztasi fiiggvények novekeddk is, akkor tetszo-
leges K1, Ko FG-kernelek esetén K1V Ky := F(K1UK>) és K1 AKy := G(K1UK>)
szintén FG-kernelek, tovabba

X(K1) 4+ x(K2) = x(K1 V Ka) + x (K1 A K3) (3)
teljesiil ezen kernelek karakterisztikus fiiggvényeire.

Mlusztracidként alljon itt egy példa az 1.2. kovetkezmény kernel 1étezésérol szold
részének alkalmazaséra.

1.2. Példa. (Kiirschdk Jézsef Matematikai Tanuldverseny, 2007, 3. feladat)
Legyen H a sik rdcspontjainak tetszoleges véges halmaza. Ekkor H-nak bizonyosan
létezik olyan K részhalmaza, melyre az alabbi tulajdonsdgok teljesiilnek:

1. a sik barmely tengelyparhuzamos (azaz fiigg6leges vagy vizszintes) egyenese
K-t legfeljebb 2 pontban metszi,

2. H\ K barmely pontja rajta van egy K-beli végpontokkal rendelkezd, tengely-
parhuzamos szakaszon.

Az 1.1. megfigyelésbol és az 1.1. kbvetkezménybdl azonnal adddik Gale és Sha-
pely 1.1. tétele. Ennél azonban tobb is latszik. Az 1.1. megfigyelés miatt a stabil
parositasok megegyeznek az FG-kernelekkel, amelyek pedig egy monoton leképe-
zés fixpontjaival azonosak. Az 1.2. tétel miatt a fixpontok teljes halét alkotnak,
igy van a fixpontok kozott legkisebb és legnagyobb is. Innen koézvetleniil adédik,
hogy a stabil parositdsok kozott van fidoptimalis (amelyben minden fit a legjobb
olyan partnert kapja, amelyet stabil parositdsban megkaphat, és egyuttal minden
lany a lehetséges legrosszabb stabil partnerével van parositva), és lanyoptimdlis is
(amely szerepcserével definidlhatd). Az is kideriil, hogy a Gale-Shapley-algoritmus
tekinthetd az imént emlitett monoton fiiggvény iterdcidjanak (ami — mint lattuk —
a legkisebb, ill. legnagyobb fixpontot taldlja meg). Blair halétulajdonsdgrél szélé
eredményét sem nehéz igazolni az 1.2. kovetkezmény felhasznaldsaval.
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1.3. TETEL. (Blair [7]) Legyen G = (V,E) egy F és L szinosztdlyokkal ren-
delkez8 paros graf, és legyen F, : 2F() — 2E() JRC tulajdonségii, komonoton
kivdlasztasi fiiggvény minden v € V csiicsra. Legyen

FX) = {F(XNE®W) :veF}, éG(X) = {F(XNEw):veL}.

Ekkor az FG-kernelek (teljes) hdlot alkotnak a <p részbenrendezésre nézve, ahol
X =<r Y pontosan akkor teljesiil, ha F(X NY) = X.

2. Kernel-tipusi eredmények

A bevezetésben leirt fixpont-alapi megkozelités segitségével szamos kordbbi
eredményt kiterjeszthetiink, ill. dltaldnosithatunk. A P = (E,<;) és P, = (F,<3)
véges posetek K kozos antilancat PjPs-kernelnek mondjuk, ha barmely e € FE
elemre van olyan k € K elem, amelyre e <; k vagy e <, k teljesiil. Sands Sauer és
Woodrow [37] eredményébdl kinnyen levezethetd az aldbbi tétel elsd része. (Igaz
tovabba az is, hogy a Sands—Sauer—Woodrow-tétel levezetheté a 2.1. tétel elsé
részébol.)

2.1. TETEL. ([10]) Tetszdleges Py = (E,<1) és P = (F, <) véges posetek
esetén létezik Py Py-kernel. Tovabba, a Py Py-kernelek halot alkotnak a < rende-
zésre nézve, ahol A <; A’ pontosan akkor teljesiil két Pi-beli antildncra, ha A
minden elemének van A’-beli felsé korlatja.

A 2.1. tétel azon mulik, hogy a részhalmazhoz annak maximumait rendeld
leképezés komonoton utfiiggetlen kivalasztasi fliggvény. A 2.1. tétel elsé részét
illusztralja az alabbi példa.

2.1. Példa. (Kiirschak Jozsef Matematikai Tanuldverseny, 2016, 2. feladat)
A pozitiv egész szamok tetszbleges véges A halmazanak van olyan B részhalmaza,
amelyre fenndll az alabbi két feltétel.

— Ha by és by a B kiilonb6z6 elemei, akkor sem by és by, sem pedig b1 + 1 és
b 4+ 1 nem egymads tobbszorosei, tovabba

— az A halmaz tetszéleges a eleméhez van B-nek olyan b eleme, amelyre a
osztéja b-nek, vagy (b+ 1) osztéja (a + 1)-nek.

Aharoni, Berger és Gorelik igazoltdk a 2.1. tétel egy sulyozott valtozatét [2],
melynek kimonddsdhoz néhény definiciéra van sziikség. Legyen P = (V, <) véges
poset, w : V — N egy igényfiiggvény, f : V — N pedig egy sulyfliggvény. Tetszo-
leges v € V esetén legyen fI(v) = max{f(c1)+ f(co) +...:v =11 <cy < ...}
a v-bdl indulé ldncok sszstlydnak maximuma. A fenti f silyfiiggvény (<, w)-
fiiggetlen, ha
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— barmely ¢; < c2 < ... < ¢ ldnc esetén Zle flei) <max{w(c;):1<i<k}
teljesiil, és

— barmely v € V esetén f(cy) - f; (v) < f(e1) - w(ep) all fenn.

(Az els6 feltétel azt jelenti, hogy egyetlen ldnc 6sszsilya sem haladja meg a lanc
elemeinek maximaélis igényét, mig a méasodik szerint pozitiv silyt c¢; elembdl induléd
lanc 6sszsulya nem haladhatja meg c¢; igényét.) Konnyen lathatd, hogy az (<, 1)-
fliggetlen sulyfiiggvények pontosan az antilancok karakterisztikus vektorai.

A fenti f sulyfiiggvény w-domindlja a P poset c; elemét, ha létezik olyan
€1 < ¢ < ...< ¢ ldnc, amelyre w(cy) < Ele f(c;) teljesiil, azaz van olyan c¢;-
bél indulé lanc, melynek 6sszsilya eléri ¢; igényét. Legyenek most P = (V, <y) és
Py, = (V,<3) a V kozos alaphalmazon két véges poset, és legyen wy,wq : V. — N
két igényfiiggvény. E posetek (wq,ws)-kernelén olyan f : V — N silyfiiggvényt
értiink, amely egyszerre (<1, w;)-fiiggetlen és (<o, ws)-fiiggetlen, valamintf a V'
alaphalmaz minden v elemét Pj-ben wi-domindlja, vagy Ps-ben ws-domindlja.
Erdemes megfigyelni, hogy az (1,1)-kernel épp a korabban definidlt kernellel esik
egybe. Immar kimondhatjuk a korabbban emlitett silyozott kernelekrdl szdlo
tételt.

2.2. TETEL. (Aharoni, Berger, Gorelik [2]) Legyenek P, = (V,<;) és P =
= (V, <3) véges posetek, és legyen w : V — N egy igényfiiggvény. Ekkor e pose-
teknek létezik (w, w)-kernele.

Az 1.2. tétel az 1.1. kovetkezményének haldkra torténo kiterjesztésével és alkal-
mas halok megfelel6 kivalasztasi fiiggvényeit definidlva a 2.2. tétel dltalanosithatd
az aldbbiak szerint.

2.3. TETEL. (Fleiner, Janké [16]) Legyenek Py = (V,<y) és Py = (V,<s)
véges posetek, és legyen wy : V. — N és wy : V. — N igényfiiggvények. Ekkor
e poseteknek létezik (wy,ws)-kernele, tovabbd a (wy,ws)-kernelek haldt alkot-
nak a sulyfiiggvények azon =i részbenrendezésére, amelyre f <y g akkor all, ha

f;l Sg;f

Részbenrendezéseken kiviil més struktirakon is igazolhatok kernel tipusi ered-
mények. Legyenek My = (E,Z;) és My = (E,Zs) matroidok, valamint <; és <y
a kozos E alaphalmazuk linedris rendezései. E két matroid kozos K fiiggetlenjét
My Ms-kernelnek nevezziik, ha tetszéleges e € E'\ K elemhez valamely i € {1,2}-
re 1étezik az M; matroidnak olyan C kore, amelyre C C K U {e} és ¢ <; e teljesiil
minden ¢ € C — e-re.

2.4. TETEL. ([10]) Tetszbleges My = (E,I;) és My = (F,Zs) matroidok ese-
tén létezik My My-kernel. Ha Ky, Ko C E MjMs-kernelek, akkor a K1 U Ko
halmazbdl a <; szerint M;-n futtatott mohé algoritmus i = 1,2 esetén M1 Ms-
kernelt valaszt ki. E két operdcio meghatarozta miiveletek az M Ms-kernelek
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halmazdn olyan hdldt definidlnak, amelyben érvényes a (3) tulajdonsdg, tovdbbd
tetszéleges K1, Ko MiMay-kernelekre fenndll, hogy spana, K1 = span, Ko, és
spanp, K1 = span g, Ka.

A 2.4. tétel kulcsa az 1.2. kovetkezmény mellett az, hogy a matroid részhalma-
zan futtatott mohd algoritmussal meghatarozott kivalasztasi fiiggvény egyszerre
komonoton és novekedo.

3. Kernelek strukturaja

Ebben a részben kiilonféle FG-kerneleknek struktirdjat vizsgaljuk. Az 1.2. ko-
vetkezmény masodik részének a héldtulajdonsagon tul egy mésik kévetkezménye
az, hogy FG-kernelek hatékonyan kikeresztezhetok.

3.1. TETEL. ([10]) Legyenek F,G : 28 — 2F novekedé, iitfiiggetlen és komo-
noton kivalasztasi fiiggvények, és legyenek K1, Ko, ..., K,, tetszoleges FG-kernelek.
Ekkor létezik FG-kernelek egy K' <5 K? =<z ... <z K™ ldnca, amelyre
teljesiil, hogy >, x(K;) = Z:n 1 X(Ki), tovdbbd, hogy 1 < j < m-re

Ki = F(supp(>it, x(K;) — ZHX )

Stabil b-parositasok esetén a 3.1. tétel kiilondsen egyszert alakot 6lt, A&m ehhez
hasznos ismerni a Roth—Sotomayor-féle dsszehasonlitdsi tételnek (Comparability
Theorem) [34] Baiou és Balinski dltal adott aldbbi dltaldnositasat.

3.2. TETEL. (Baiou és Balinski [4]) Legyen G = (V, E) pdros graf, minden v
csucsra legyen <, linedris rendezés a v-re illeszked§ élek E(V') halmazdn, valamint
legyen b: V. — N. Ha S és Sy stabil b-parositasok és v € V, akkor az alabbi két
lehetéség valamelyike all fenn.

~ S1(v) = S1(v) vagy

— |S1(v)| = |S2(v)| = b(v) és Si(v) U Sz2(v) halmaz <, szerint legjobb b(v)
eleme vagy Si(v) vagy Sa(v).

A 3.2. tétel egy kovetkezménye, hogy barhogy is adunk meg k db stabil
b-pérositast és egy v csucsot, a b-parositasok v-re illeszkedd élhalmazain v-nek
linedris rendezése van. Stabil b-parositasokra tehdt az aldbbi &llitds szerint érvé-
nyes, hogy ha egy paros graf k megadott stabil b-parositdsabdl az egyik szinosz-
talyabol mindenki a szamara i-edik legjobb hozzarendelést vélasztja, akkor stabil
b-parositast kapunk.

3.3. TETEL. ([9]) Legyen G = (V, E) egy B és G szinosztalyokkal rendelkezb
paros graf, minden v csucsra legyen =, linedris rendezés a v-re illeszkeds élek
E(V) halmazén, valamint legyen b : V. — N. Legyenek Si,Ss,...,S) stabil
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b-pérositasok, és legyen 1 < i < k. Jelslje az S1(v), S2(v),...,Sk(v) élhalma-
zok =, szerinti sorrendjét S1(v), S%(v),...,S*(v). Ekkor S := |J{S(v) : v € B}
stabil b-parositas.

A fenti 3.3. tételt stabil parositdasok esetére Teo és Sethuraman linedris prog-
ramozdsi eszkozok felhasznédlasaval igazoltdk [40], majd Klaus és Klijn (4llitasuk
szerint a 3.3. tételt nem ismerve) adtak a miénkhez nagyon hasonlé révid bizonyi-
tast egy speciélis esetben [26].

Stabil b-parositdsoknak van egy kevésbé ismert, dm rendkiviil hasznos, un.
splitting tulajdonsaga, ami példaul a stabil b-parositds poliéder linedris leirasahoz
jon kapéra.

3.4. TETEL. ([11]) Legyen a G = (V, E) véges graf minden v csticsdéhoz meg-
adva egy =, linedris rendezés a v-re illeszked$ élek E(V') halmazédn, valamint
legyen b : V. — N. Ekkor minden v € V cstcsra létezik egy olyan E(v) =
= Ei1(v) U... U Ey)(v) particid, melyre |E;(v) N S| < 1 teljesiil tetszéleges S
stabil b-pdrositdsra, v csticsra és 1 < i < b(v) indexre.

A 3.4. tételbdl igazolhatd, hogy tetszéleges cstucspreferencidkkal és csicskorlé-
tokkal elladtott G grafhoz 1étezik egy olyan G’ gréf, amelybdl G megkaphaté bizo-
nyos csticshalmazok sszeolvasztdsdval, és G minden stabil b-pérositdsa a G’ egy
stabil parositdsnak felel meg. Bar e G’ graf hatékonyan el6édllithaté G, a <, pre-
ferenciak és a b csucskorlatok ismeretében, ez a megfigyelés sajnos nem alkalmas
arra, hogy a stabil b-péarositas keresését stabil parositas keresésére vezessiik vissza.
Nem igaz ugyanis, hogy G’ minden stabil pdrositdsa G egy stabil b-parositdsabdl
adodik.

4. Alkalmazasok

Ebben a részben a stabil parositasokrdl szold, ismert és kevésbé ismert tételek
néhany alkalmazédsat mutatjuk be. Viszonylag konnyen lathatd, hogy a Tarski-féle
fixponttétel egyik sztenderd alkalmazasa, a Cantor-Bernstein-tétel levezethet6 a
(szintén a Tarski-féle fixponttétellel bizonyithatd) stabil parositas tétel végtelen
valtozatabdl. Mivel a Cantor—Bernstein-tétel tekintheté a Mendelsohn—Dulmage-
tétel végtelen valtozatanak, nem meglepd, hogy ez utébbi is igazolhatd stabil
parositasokkal. A Mendelsohn—Dulmage-tétel matroidos altalanositdsa, a Kundu—
Lawler-tétel pedig konnyen bizonyithaté a matroidkernelekre vonatkozd 2.4. té-
telbol. Kordbban emlitettiik, hogy az alabbi, grafkernelekrdl szdélé eredmény is
levezethetd Tarski-féle fixponttétel segitségével.

4.1. TETEL. (Sands, Saurer és Woodrow [37]) Ha E) és Es két hurokélt nem
tartalmazo irdnyitott élhalmaz a V' ponthalmazon, akkor létezik a V pontjainak
olyan U részhalmaza, melyre teljesiil az alabbi két tulajdonsag.
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— Két kiilonbozé U-beli cstics kozott nem vezet sem FEi-beli, sem Es-beli tt,
illetve

— bdrmely v € V' \ U csticsbdl vezet U-beli csiicsba E1-beli vagy Fs-beli tit.

A Gale-Shapley-tétel egy talan kevésbé kézenfekv alkalmazdsa Pym aldbbi
linking tételének bizonyitasa.

4.2. TETEL. (Pym [31]) Legyen a D = (V, E) digrdfban P és Q pontdiszjunkt
iranyitott utak egy-egy halmaza. Ekkor létezik pontdiszjukt iranyitott utak egy
R halmaza 1gy, hogy

— minden P-beli it kiindulépontjabdl indul R-beli 1it, és minden R-beli it
kiindulépontja kiindulépontja egy P-beli vagy Q-beli titnak, és

— minden Q-beli 1t végpontjaban végzidik R-beli tt, és minden R-beli 1t
végpontja végpontja egy P-beli vagy Q-beli iitnak, valamint

— minden R-beli tit egy P-beli it (esetleg iires) kezddszeletének és egy Q-beli
ut (esetleg iires) végszeletének dsszefiizésével jon létre.

Stabil parositasok egyik legismertebb alkalmazasa Galvinnak a Dinitz-sejtésre
adott bizonyitdsa [19], mely a ,Proofs from the book” cim{ kényvben is megjelent.
Galvin mddszere az aldbbi médon terjeszthetd ki nem paros grafokra.

4.3. TETEL. ([13]) Legyen G = (V, E) gréf, ¢: E — {1,2,...,k} pedig G egy
k élszinezése. Legyen adott minden e € E élhez egy k méretii L(e) szinlista. Ha
G egyetlen pdratlan korének éleihez tartozo szinlistaknak sincs k6zos eleme, akkor
van G-nek olyan [ élszinezése, amelyre minden élt a sajat listajabol szineziink, azaz
l(e) € L(e) teljesiil G minden e élére.

Létezik Galvin tételének és a péros grafok egyenletes szinezésérol szolo tételnek
is egy kozos dltalanositasa.

4.4. TETEL. ([15]) Legyen G = (V, E) pédros graf, ¢ : E — {1,2,...,k} pedig
G éleinek egy tetszlleges szinezése k szinnel. Adott tovabbd minden e € E élhez
egy k méretii L(e) szinlista. Ekkor taldlhaté G minden e éléhez egy l(e) € L(e)
szin 1ugy, hogy az | szinezés az alabbi értelemben jobb legyen a c szinezésnél. A G
barmely v csticsdra és barmely ni,na,...,n; szinre léteznek my, mo, ..., m; szinek
valamely j < i-re dgy, hogy a v-bll a c szinezés szerint legalabb annyi él kapja
meg az my, ..., m; szinek valamelyikét, mint ahdny v-bdl indulé él az | szinezés
szerint az nq,...,n; szinek valemelyikét kapja.

A matroidkerneleknek egy gyakorlati szempontbdl is érdekes alkalmazdsaval
zérjuk ezt a részt. Ehhez definidljuk a 2LCSM-problémaét (a rovidités a szakiroda-
lomban haszndlt ,,2-sided laminar classified stable matching” megnevezésre utal).
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Legyen G = (V, E) péaros graf, melynek minden v cstcsdhoz adott egy =, line-
aris rendezés E(v)-n, egy C, lamindris halmazrendszer E(v)-n, valamint minden
C € C, halmazra az [(C) < u(C) alsé és fels6 korlatok. A G éleinek M részhal-
maza akkor lu-pdrositds, ha I(C) < |[M N C| < u(C) teljesiil minden v csticsra és
C € C, halmazra. Az M lu-pérositds akkor lu-domindlja az e € E\ M élt, ha
van e-nek olyan v végpontja és olyan C' € C, halmaz, amelyre |[M N C| = u(C)
és m =, e teljesiil minden m € M N C esetén. Az M lu-pérositds pedig akkor
lu-stabil, ha minden E \ M-beli élt lu-domindl. A 2LCSM-probléma pedig az
lu-stabil parositas 1étezésének eldontése. Ezzel a megkozelitéssel dltaldnosithatjuk
a Huang altal bevezetett LCSM-problémat [22], melynek motivacidja az egyetemi
felvételi probléma egy, a gyakorlatot jobban kozelitd leirdsa: szemben ugyanis a
stabil b-pédrositas problémaéaval, a jelen modell kezelni tudja az olyasfajta feltételt
is, amely szerint az egyes egyetemi szakok csak bizonyos minimalis 1étszam eléré-
sekor indulhatnak el, ill. bizonyos egyetemi szakok (a sajat egyéni kvétdjukon til)
kozos kvotaval is rendelkeznek. A 2LCSM-probléma egy lehetséges megolddsa az
alabbi eredmény alapjan torténhet.

4.5. TETEL. (Fleiner, Kamiyama [17]) A G = (V, E) grdfon megadott 2LCSM-
problémahoz polinom idében konstrualhatok az M,y és My matroidok azzal a
tulajdonsaggal, hogy ha létezik lu-stabil parositas, akkor az lu-stabil parositasok
halmaza megegyezik az M Maso-kernelek halmazaval. Igaz tovabba, hogy egy M
M1 Ma-kernel pontosan akkor lu-stabil parositas, ha M lu-pdrositas.

A 4.5. tétel szerint tehdat elegendd egyetlen M M Mso-kernelt taldlni: ha M
lu-pérositas, akkor kész vagyunk, hisz M lu-stabil, ha pedig M nem lu-parositas,
akkor egyaltalan nem létezik lu-stabil parosités.

5. Stabil parositas poliéderek

Természetes kérdés a stabil parositas és a maximélis sulyt pérositas keresé-
sének az az Otvozete, amelyben adott élstlyozas mellett kell a stabil parositasok
halmazabdl egy maximalis stulytt keresni. Egy természetesen kindlkozé it a stabil
parositasok karakterisztikus vektorai feszitette politépon torténé optimalizalds, és
ehhez ennek a politopnak egy jo karakterizacidjara, tipikusan egy linearis leira-
sdra van sziikség. Az els§ 1épést Vande Vate tette meg azzal, hogy teljes paros
graf esetén megadott egy ilyen lefrdst [41]. Ezt kovette Rothblum, aki tetszéleges
péros grafra adott karakterizéciét [36], majd Baiou és Balinski adtdk meg péros
graf esetén a stabil b-parositds politép exponencidlisan sok feltételt tartalmazo
lefrasdt abban az esetben, amikoris a b korlat az egyik szinosztdlyon azonosan
1-gyel egyenld [5].

Az FG-kernelek héléstrukturajanak ismeretében azonban az el6bbieknél sokkal
altaldnosabb esetekben (példdul matroidkernelek esetében) is megadhaté linedris
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karakterizacié, mégpedig Hoffman halopoliéderekre igazolt tételeinek segitségével
[21]. Néhany jelolésre lesz szitkségiink. F,G : 2F — 2F kivdlasstési fiiggvények
esetén jelolje Krg az FG-kernelek halmazdt, ill.
Prg := conv{x(K): K € Krg},
Prg' := Prg +RY,
Prg* = (Prg + RY) NRY,
Arg ={ACE:|ANK|<1 VK € Kzgg},
Brg :={BCE:|BNK|>1 VK € Kgzgg}

rendre az FG-kernel politépot, annak felszdlld burkat, a pozitiv ortdnsban alatta
levé részt, az FG-kernelek antiblokkold, valamint blokkolé halmazait. Egy = € RF
vektor és Z C F esetén alkalmazzuk az

(Z) = Z{x(z) iz €7}
jelolést. Ennek segitségével ki tudjuk mondani az aldbbi eredményt.
5.1. TETEL. ([10]) Ha F,G : 2F — 2F névekedd és komonoton kivélasztdsi
fiiggvények, akkor
Prg' ={zeRF:2>0, Z(B)>1 VBeBrg},
Prgt={zecRF:2>0, Z(A) <1 VAecArg, z(e)=0 Vec E\UIC]—'Q},
Png{Z‘ERE:IZO, T(B)>1 VBeBrg, z(A)<1 VAecArg}.

Az 5.1. tételben szereplo linedris feltételek egy elonye, hogy a megfeleld linedris
programozasi problémaban fellépé matrixokban csak 0 és 1 szerepel. Hatranyuk
azonban, hogy a linearis feltételek implicitek, és akar exponencialisan sok is lehet
bel6liik. Mindazonaltal a szeparaciés probléma kénnyen megoldhaté, igy sztenderd
technikdk alkalmazhatdk az adott poliédereken torténé optimalizdciora. Stabil
b-pérositasok esetén azonban a 3.4. tétel segitségével joval konkrétabban megad-
hatdk a politopot leiré blokkerek és antiblokkerek.

5.2. TETEL. ([11]) Legyen G = (V, E) pdros graf, minden v csticsra legyen =<,
linedris rendezés E(v)-n, valamint legyen b : V. — N. Jelélje P(G,b) a G-beli stabil
b-pdrositasok karakterisztikus vektorainak konvex burkat, valamint 1 < ¢ < b(v)
esetén E;(v) jelolje az E(v) a 3.4. tétel szerinti részhalmazdt. Ekkor

P(G,b) ={zeRF : 2 >0,
T(Ei(v)) <1 VYoeV, V1<i<b(v),
(P ;(uww)) > 1 Yuw € E V1 <i<b(u), V1<j<b)},

ahol ®; j(uwv) = {uv} U{uv" € E;(u) : uv’ <, uv} U{u'v € E;(v) : u'v <, uv} .
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6. Konkluzié

Jelen munka attekintést adott a stabil parositasokkal és altalanositasaikkal kap-

csolatos néhany problémarol és alkalmazasrol. Ramutattunk arra, hogy szdmos
korabbrol ismert jelenség jol magyarazhato, ill. altalanosithaté kivalasztasi fiigg-
vények bevezetésével és Knaster és Tarski fixponttételének segitségével.
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WHAT ARE STABLE MATCHINGS GOOD FOR?
(STABLE MATCHINGS AND THEIR APPLICATIONS)

TAMAS FLEINER

The notion of a stable matching have been introduced by Gale and Shapley in 1962. The
notion turned out to be extremely succesful not only for its applicability to two-sided market
economies but also because the approach based on (generalized) stable matchings led to success
in case of several theoretical problems. The present work demonstrates how the existence and
structure of stable matchings are related to a fixed point theorem by Knaster and Tarski and
what kind of sometimes surprising applications are implied by the hence obtained results. This
work is based on the invited talk given on the 23rd Hungarian Operations Research Conference
organized in 2017 at Cegléd.
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