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TOBBVALTOZOS DISZKRET MOMENTUM PROBLEMAK ES
ALKALMAZASATK

MADI-NAGY GERGELY

A diszkrét momentum problémdk témakorét a 80-as évek végétsl Préko-
pa Andrés kezdte el vizsgdlni: megmutatta, hogy a probléma (egy rosszul
kondiciondlt) linedris programozasi feladattal modellezhetd. A célfiiggvény-
re tett bizonyos feltételek mellett sikeriilt a dudl megengedett bazisok teljes
halmazat az oszlopindexek segitségével leirnia és ez alapjan egy numeriku-
san stabil dudl megoldé algoritmust kifejlesztenie. A mddszertan lehetéséget
nyujtott éles valésziniiségi korldtok algoritmikus, illetve képletszerli megada-
sara: ezek jol alkalmazhatdak példaul eloszldsfiiggvény értékeinek becslésére,
hélézat megbizhatésiganak becslésére, Boole-Bonferroni-tipusu korlatok fel-
irasara.

A doktori dolgozatomat Andréds témavezetése alatt a diszkrét momentum
probléma tobbvaltozds altaldnositasabdl irtam. Ko6zos munkank sordn, mely
a doktori fokozat megszerzése utdn is folytatédott, a tobbvéltozds eset dual
megengedett bazisstrukturait vizsgaltuk kiilonféle momentumfeltételek mel-
lett, djabb alkalmazdsokkal (pl. varhaté hasznossdg becslése) kiegészitve.
A tobbvialtozos modellezés segitségével szamos alkalmazasi teriileten sikeriilt
az egyvaltozos modell eredményeinél erdsebb korldtokat adni, illetve lehet6-
ség nyilt vegyes momentumokat hasznalé Boole-Bonferroni-tipusu korlatok
kidolgozaséra is.

A cikk k6z6s munkank eredményeit, és azok tovabbfejlesztéseit foglalja
ossze. A dolgozatot Prékopa Andrés emlékének ajénlom.

1. Bevezetés
1.1. Diszkrét momentum probléma (DMP)

Legyen X egy I tartéja valészintiségi valtozd, melynek eloszldsa nem ismert.
Tegyiik fel, hogy az X* hatvanyok varhaté értékei viszont ismertek, k = 1,...,m.
Dolgozatunkban az alabbi korldtozdsi momentum probléma diszkrét, véges tartédju
eloszlasokra megszoritott valtozatait vizsgaljuk:

inf(sup) E[f(X)] = / f(z)dP
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feltéve, hogy
E[X* = /dePZ,uk, k=0,1,...,m,
I

ahol P az ismeretlen, az I, f, ug, k=0,1,...,m pedig adott.

Momentumokkal kapcsolatos korldtozési feladatok elészor Bienaymé [3], Cheby-
shev [12], [13] és Markov [42] dolgozataiban szerepeltek. Korldtozasi momentum
problémdk gyakran meriilnek fel a Csebisev-tipusi egyenl6tlenségek témakorében:
a teriileten sziiletett eredményeknek jé dsszefoglaldsit adja Krein és Nudelman [30].
Torténeti dttekintést nyujtanak Kjeldsen [29], ill. Prékopa és Alexe [55] dolgozatai.

A 80-as évek végén Prékopa [48], [49], [50], ill. Samuels és Studden [59] egymds-
tél fiiggetleniil vezették be és kezdék el vizsgalni a diszkrét momentum problémdt,
amikor is I = {zp, 21, ..., 2n} véges diszkrét halmaz.

Samuels és Studden a klasszikus megkozelités alapjan adtak megolddsokat zart
formuldk segitségével, ennek megfeleloen médszereik csak kis méretii feladatokra
voltak alkalmazhatbak. Ezzel szemben Prékopa egy 1j linedris programozési (LP)
keretrendszerbe iiltette a probléméat. Az LP megkozelités segitségével sikeriilt a
DMP-k t6bb fontos esetére &dltaldnos (és egyszerli) megolddsi algoritmust adni,
mely segitségével lehet6ség nyilt nagy méretii feladatokat is hatékonyan kezelni,
masrészt képlettel megadott éles korlatokat kapni.

A DMP tulajdonsagai koziil az aldbbi harmat mindenképp érdemes kiemelni.
Egyrészt a véges, diszkrét tartd ismerete a momentum értékeken tul tovabbi infor-
maciot jelent az ismeretlen eloszlasra vonatkozéan. Ennek megfeleléen a DMP
esetében adott korlatok a klasszikus korlatoknél jéval szorosabbak.

A masodik fontos tulajdonsdg, hogy a DMP felirhaté LP-feladatként. Jeloljiik
az X valdsziniiségi véltozé (ismeretlen) eloszldsat az aldbbi médon:

pi = P(X = z), 1=0,1,...,n,
és legyen f(z;) = f;. A DMP-hez tartozé LP-feladat:

min(max)E[f(X)] = fopo + fip1 + - + fapn, feltéve, hogy
Po+ P14 4 = po(=1),
Zopo + z1p1 + -+ ZpPn = Ha,
Z(Q)po + 21+ 2P = o, (1)

Zanp() +Z{np1 + - +Z;npn = Hm,
Po,P1s---Pn > 0)

ahol p;, i« = 0,1,...,n lesznek a valtozék. Az I = {z,21,...,2,} tartd, az
f(2), z € I figgvényértékei, ill. a up, k = 0,1,...,m momentumok pedig para-
méterként adottak.
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Mivel az (1) linedris egyenletrendszer egyiitthatémétrixa egy rosszul kondicio-
nalt Vandermonde-matrix, ezért a fenti feladat nagyobb méret esetén nem oldhaté
meg altalanos solverek segitségével. Azonban, az f fiiggvényre tett bizonyos felté-
telek mellett, Prékopa [50] kifejlesztett egy numerikusan stabil dudl szimplex algo-
ritmust. A modszer olyan tételeken alapul, melyek kombinatorikusan megadjak
az 0sszes dudl megengedett bazis oszloprendszert. Az algoritmus lényege vazlato-
san: a dudlvaltozok eldjelének elegdns, numerikusan stabil kiszdmitasa segitségével
megadja a bazisbdl kimend oszlopot, majd utana a dual megengedett bazisstruk-
tura ismerete alapjan meghatarozza a kovetkezd béazisba bejové oszlopot. A dudl
megengedett bazisstruktiura ismerete lehetoséget nyujt képletszeri korlatok meg-
addsara is, lasd Boros és Prékopa [5].

A harmadik hasznos tulajdonsag, hogy a DMP optimalis megoldédsa segitségé-
vel lehet6ség van Bonferroni-tipust, ill. egyéb képletszerii valésziniiségi korlatok
megadasara. Ebben az esetben a hatvany momentum probléma helyett a binomi-
4lis momentum problémat érdemes tekinteni.

Az I C N tartéjia X valdszinliségi valtozd k-adik binomidlis momentuménak

definiciéja:
X
=[]

Tekintsiik az Ay, Ao, ..., A, tetszOleges eseményeket. Legyen a {0,1,...,n} tar-
téja X valdszintiségi valtozd a bekovetkezett események szdma. Ekkor X binomi-
alis momentumaira igaz az aldbbi egyenldség (lasd pl. Prékopa [52, 182. old.]):

E[()k(ﬂ =S = > P(A;, N Ay, N---N A,

0<i1 <2< -<ip <n
k=1,2,.... A binomiélis momentum probléma az aldbbi médon irhaté fel:

min(max) fopo + fip1 + -+ + fuPn, feltéve, hogy
po+p1+-+pn=S(=1),

(e (s (o
(e Qs (s

0 1 n
< >p0+( >p1+"'+( >pn:Sm7
m m m

P0sP1s---Pn > 0.

Ha az n esemény unidjara, ill. metszetére szeretnénk korlatokat adni, akkor ehhez
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az aldbbi fliggvényeket kell tekinteni:

f(Z){ 0, haz=0." f(z){ 1, ha z = s, 5

1, kiilonben, 0, kiilénben.

Abban az esetben, ha az (1) feladatban {zg, z1,...,2,} = {0,1,...n}, az (1) és (2)
probléma egymasba atképezhetd egyszerii nemszingularis linearis transzformécick
segitségével (1dsd Prékopa [48]). Pontosabban, az egyiitthatémdatrixok és a jobb-
oldal vektorai atviheték egymasba egy nemszingularis négyzetes métrixszal, illetve
annak inverzével torténo szorzas altal. Ez egyuttal azt jelenti, hogy egy oszlop-
rendszer pontosan akkor alkot dudl megengedett bazist az (1) feladatban, ha ennek
bézisvaltozéihoz tartozé oszloprendszer a (2) feladatban is dudl megengedett bazis.
Emiatt Prékopa [50] dudl szimplex megoldé médszere kozvetleniil alkalmazhaté a
binomialis momentum feladatra is. Ennek segitségével pedig itt is lehetOség nyilik
képletszerfi korldtok megaddséra: (3) elsd fiiggvényének alkalmazédsival példdul
korlatok adhatéak az események uniéjara az Sg, S1, ..., Sy, binomiilis momentu-
mok linedris kombindcidinak segitségével. Az igy kapott éles Bonferroni-tipusi
korlatokba nyujt betekintést Prékopa [49], [51], [52], ill. Boros és Prékopa [5].

1.2. T6bbvaltozds diszkrét momentum probléma (TDMP)

A tobbvaltozés diszkrét momentum problémét Prékopa [51] vezette be, majd
vizsgalta az [53], [54] dolgozatokban. A TDMP az egyvaltozds eset természetes

altaldnositdsa az aldbbi mdédon. Legyen X = (Xi,...,X,) véletlen vektorval-
tozé. Tegyiik fel, hogy X tartdja egy ismert véges Z; = {zjo0,...,2jn, } halmaz,
j=1,...,s. A kovetkezOkben az alabbi momentumok bizonyos halmazainak érté-

kei szolgaltatnak majd informéaciot az ismeretlen eloszlasrol.
1.1. Definicio. Az (X, ..., Xs) véletlen vektor (a1, ..., as) rendd hatvdnymo-
mentuma az alabbi varhaté érték:

ooy = EIXT - X3,

ahol ay, ..., ay természetes szdmok. Az« +- - -+« Osszeget a momentum (teljes)
rendjének hivjuk.

X (ismeretlen) eloszldsdra az aldbbi jelolést haszndljuk:
Piy.i. = P(X1 = 214, X5 = 244,), 0<i;<n;, j=1,...,s.
Tekintsiik a Z = Z; X --- X Zs halmazt és ezen az f(z), z € Z fiiggvényt.
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Legyen fi,..i. = f(21iy5- -+, 2si,). A TDMP felirhat6 az alabbi LP-feladatként:

ni Ns
min(max) E[f(X)] = Z Z fireiaDiv.ins feltéve, hogy

i1=0 =0
moo @)
S S = e (o100 € M)
i1=0  i5=0
Diy..i. > 0 minden iq,...,7s esetén.
A (4) feladatban p;,. 4., 0 <1i; <n;, j=1,...,s, ismeretlen valtozd, mig a tobbi

paraméter (az f fiiggvény és a momentumok) adottak. A fogalom bevezetésekor
(Prékopa [53], [54]) H a legfeljebb m-ed rend{i momentumok halmaza volt (ahol
m egy adott természetes szdm), tehdt

H={(a1,...,04)| 0< o, aj egész, cn +---+a,<m, j=1,...,s}, (5)

késébb ennél altalanosabb eseteket is vizsgalunk.

A TDMP egyik legnépszeriibb alkalmazési teriilete az események Boole-fiigg-
vényeinek korldtozasa. Ezekben esetben a binomidlis TDMP-feladatot érdemes
tekinteni. Ehhez vezessiik be a kereszt-binomidlis momentum fogalmat.

1.2. Definicis. A Z C N° tartéju (Xi,...,Xs) véletlen vektor (ai,...,as)
rendd kereszt-binomidlis momentuma az alabbi varhaté érték:

s[5 ()

ahol aq, ..., as természetes szamok. Az oy + - -+ + ag Osszeg ebben az esetben is
a momentum (teljes) rendje.

Tekintsiink ismét n tetszdleges eseményt. Particiondljuk az események halma-
zét s darab esemény részsorozatba. A j-edik részsorozatot jelolje Aji,..., Ajn;,
j=1,...,s. Természetesen n; + --- +ny, = n. Legyen a Z; = {0,1,...,n;} tar-
t6ju X; valészintiségi véltozé a j-edik sorozatban bekovetkezett események szdma,
j=1,...,s. Ekkor

X X,
E|:< 1)( S>:| — Z P[Aliuﬂ"'mAlimlﬂ'"mAsislﬂ"'ﬂAsimsL (7)

a1 Qg
1S7;j1<"'<7;ja7‘ <nj,

J=1,...s8

osszhangban Sy, o, (6) definici¢javal. A binomidlis TDMP az aldbbi LP-feladat-
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ként formalizalhato:

ni Ng
min(max) Z Z JiviiDiy i feltéve, hogy

i1=0  i,=0
ni N . .
11 (3 (8)
S ST L B ) PR
! : aq Qg
71=0 15=0
Diy..iy, >0 minden iq,...,7is esetén.

Ebben az esetben is adhaté korlat az n esemény unidjara, ill. metszetére az alabbi
fliggvények segitségével:

f(zl,...,zs>={ 0, ha (z1,...,25) = (0,...,0), 9

1, kiilonben,

f(Zl,...,Zs)—{ L, ha (217"'>Zs):(n1a-~-anj)7

0, kiilonben.

Itt is igaz, hogy Z; = {0,1,...,n;}, j =1,..., s esetén a hatvany és binomidlis
TDMP egymasba nemszingularis négyzetes matrix szorzédssal attranszformalhatd,
és ennek megfeleléen az ekvivalens hatvdny és binomidlis TDMP-feladatok dudl
megengedett bdzisstruktirdja megegyezik. fgy a binomialis TDMP dudl megen-
gedett bazisainak segitségével is lehet&ség nyilik valdszinliségek becslésére, illetve
Bonferroni-tipusi egyenlotlenségek konstrukciéjara. Tekintve, hogy az esemény
részsorozatok segitségével kapott kereszt-binomidlis momentumok tébb informé-
ciét nyujtanak az eseményekrol, mintha csak az egyvaltozdés binomislis momen-
tumokat tekintenénk, ezért az itt kapott korlatok a binomidlis DMP korlataindl
er0sebbek lesznek.

A TDMP esetében sajnos eddig semmilyen nemtrividlis momentumhalmaz, ill.
f fiiggvényre tett feltétel mellett sem sikeriilt a teljes dudl megengedett bazistruk-
tura felderitése, igy az egyvaltozds, numerikusan stabil dudl szimplex mddszert
sem sikeriilt dltalanositani. A megoldasra, ill. korlatozasra eddig kétféle megkoze-
litéssel sikeriilt eredményeket elérni.

Az els6 megkozelités lényege, hogy bar az 6sszes duidl megengedett bazis nem
ismert, de az f fiiggvényre tett megfelelé konvexitasi feltételek mellett szamos duél
megengedett bazis kombinatorikusan megtalalhaté. A dual megengedett bazismeg-
oldédsok pedig alsé és felsd korlatokat szolgaltatnak a célfiiggvény értékére (ha nem
is az egzakt minimumot, maximumot). Ez egyrészt lehetGséget nyujt képletszerti
korlatok megadasara, masrészt, ha az ismert bazisok halmaza elég bo, a korlatok is
elég szorosak lesznek a gyakorlati alkalmazasokhoz. A teriileten elért eredményeket
targyaljdk tobbek kozt Prékopa [51, 53, 54], Madi-Nagy és Prékopa [39, 40, 41],
Madi-Nagy [34, 35, 36] dolgozatai.
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A masik megkozelités, hogy valahogy jobban kondicionéltta tessziik az egytitt-
hatémaéatrixot. A késébbiekben bemutatunk erre egy olyan megoldédst, mely a
Vandermonde-tipusi matrix mogotti hatvanyok helyett ortogonélis polinombazi-
sokat hasznal. A mddszer elonye, hogy nem sziikséges feltételeket tenni a célfiigg-
vényre, lényegében barmilyen TDMP esetén megtalalhatjuk vele az optimalis meg-
oldast. Masrészt viszont, mivel itt nem kombinatorikusan kapott dual megengedett
béazisokkal dolgozunk, a médszer nem alkalmas képletszerii korlatok megadasara.
A mddszer lefrdsa Madi-Nagy [37] dolgozatdban taldlhatd.

A dolgozat tovabbi részében bemutatjuk, hogy a fentebb vazolt probléméikra
milyen megoldasokat, eredményeket talaltunk, illetve bemutatjuk a TDMP-par
hasznos alkalmazasi teriiletét is, numerikus eredményekkel illusztrdlva. A mé&so-
dik fejezetben megmutatjuk, hogy a H momentum indexhalmaz altaldnositasaival
milyen médon bovithet6 a dudl megengedett bazisstrukturak halmaza, illetve hogy
ezek segitségével milyen szoros korldtok adhatéak bizonyos feladatokra. A har-
madik fejezet a polinom bézis transzformécién alapulé megoldasi algoritmust és
annak eredményeit mutatja be. A negyedik fejezetben kiilonféle alkalmazdsokat
mutatunk be szamolési eredményekkel. Az utolsé fejezetben a konklizién til meg-
emlitiink par nyitott kérdést, lehetséges kutatdsi iranyt.

2. Dudl megengedett bazisstrukturak

A fejezetben azokat az eredményeket foglaljuk 6ssze, melyek az (5) indexhalmaz
kiilonbo6z6 altalanositasain mutatnak dudl megengedett bazisstrukturdkat. Eloszor
roviden bemutatjuk a tobbvéltozds Lagrange-interpolacié elméletét, illetve defini-
aljuk a Newton-féle alakban szereploé tobbvaltozds osztott differencidkat. Ezek
segitségével definialjuk a diszkrét f fiiggvényekre vonatkozd konvexitasi feltéte-
leket, illetve latni fogjuk, hogy a dudl megengedett bazis struktira tételek egy-
uttal diszkrét Lagrange-interpolacids eredményekként is értelmezhetéek. Uténa
bemutatjuk az (5) indexhalmaz két altaldnositdsit és az ezekhez tartozé struktira
tételeket. Illusztracidként bemutatunk par numerikus eredményt is. Végezetiil
megmutatjuk, hogy hogyan lehetséges a struktirak alapjan tobbvaltozés képlet-
szerli korlatokat megadni.

2.1. A TDMP és a Lagrange-interpolacié kapcsolata

A tobbvaltozos Lagrange-interpolacié jéval bonyolultabb az egyvaltozds eset-
nél, ahol barmely z,...,z, € R kiilonboz§ alappontokra kénnyen adhaté (egy-
értelmii) n-ed fokd Lagrange-polinom. Egyrészt a tobbvéltozds esetben nehezen
megvalaszolhaté az a kérdés, hogy az alappontok milyen geometriai elhelyezke-
dése esetén létezik az eldirt fokszdmu tagokkal rendelkezd (egyértelmii) Lagrange-
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polinom. Maésrészt, ugyancsak nehézségekbe titkozik a maradéktag attekintheto
struktiraval rendelkezd képletének megtaldlasa.

A tobbvaltozés Lagrange-polinom fokszaméra vonatkozdan irjuk fel a kovetkezd
definiciét.

2.1. Definicid. Legyen H = {(aq,...,as)} természetes szdm s-esek egy véges
halmaza. Legyen z = (z1,...25) € R®. Akkor mondjuk, hogy p(z) egy H-tipusi
polinom, ha véltozéi fokszamai a H halmaz elemei, tehat

p(z) = Z Cayan 100 25,

(oq,..,a5)EH
ahol minden cq,...q, valds szdm.

Az alappontok geometriai elhelyezkedésével kapcsolatos az alabbi definicié.

2.2. Definicid. Legyen U = {uy,...,up} egy R°-beli pontokbdl &ll6 halmaz,
H = {(a1,...,as)} pedig az (a1, ..., ;) természetes szdm s-esek egy véges hal-
maza. Azt mondjuk, hogy U megenged egy H-tipusu Lagrange-interpolaciét, ha
barmilyen f(z), z € U valés fiiggvény esetén létezik p(z), H-tipusi polinom,
melyre

A H-tipusi Lagrange-interpoldciérdl, tébbek kozt az (5)-beli H esetére is, j6
attekintést nyijt Gasca és Sauer [18], torténeti attekintésért pedig ldsd Gasca és
Sauer [19] dolgozatét.

A kovetkezokben kapcsolatot teremtiink a TDMP és a tobbvéltozés Lagrange-
interpolacié kozott. Ehhez {rjuk fel a (4) hatvdny TDMP-feladatot az aldbbi kom-
paktabb formdban (barmilyen adott H indexhalmaz mellett)

min(max) f'p, feltéve, hogy
Ap =
p 2

b, (10)
0.

Hasznaljuk még az alabbi jel6léseket.

2.8. Definicié. b(z1,...,zs) jelentse azt a vektort, melyet a b vektorbdl kapunk
ugy, hogy eltekintiink a varhaté értéktél, az X; argumentumokat pedig z;-re
cseréljilk, j = 1,...,s. Tehdt, ha b egy komponense fiq,...q, = F[X]' -+ X]
((o1, ... as) € H) volt, akkor neki a 27" - - - z& komponens felel meg a b(z1, ..., 2zs)
vektorban.

2.1. TETEL. Tekintsiik a (10) feladat egy B bazismdtrixat és legyen I a bdzis-
oszlopok indexhalmaza, tehat

1= {(il,...,is)| Ay EB}, (11)
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ahol a;,...;, jeloli az A matrix (z14,, ..., 2si,) ponthoz tartozo oszlopat. Tekintsiik
az aldabbi (kiilonboz6) R®-beli pontok halmazat

U={(213,,..25.)| (ir,...,is) € I}, (12)

ekkor
Li(z1,...,25) = fpB7'b(z1,...,2s)

az U alapponthalmaz egy egyértelmii H-tipusi Lagrange-polinomja.
Bizonyitds. Lasd pl. Madi-Nagy [35] Theorem 2.1. a

Nem nehéz beldtni, hogy a (10) minimum (maximum) feladat dudl megenge-
dett bazisa esetén a fenti konstrukcié olyan Lagrange-polinomot ad meg, mely a
Z =7y X -+ X Zg tartd pontjain az f(z1,...,z2s) fiiggvényértéket alulrdl (feliilrdl)
becsiili. Ennek kévetkezménye az alabbi

2.2. TETEL. Ha B a minimum (maximum) feladat dudl megengedett bdzisa,
és az I index (11) szerinti, akkor

f(Zla--~7Zs) ZL[(Zl,...,Zs) (21,...725) ez,
(f(z1,.-.y25) < Li(z1,...,25) (21,-..,2s) € Z),

amely, a (12) szerinti, (z1,...,zs) € U esetén egyenléséggel teljesiil. f(X1,...,Xs)
varhato értékére pedig az alabbi korlatok adhatok:

E[f(X17-~7Xs)] > E[LI(X17~-~aXs)]7
(E[f(Xlava>] < E[LI(Xh' aXS)])

Ha a bdzis primal megengedett is (tehdt optimalis), akkor a kapott korldtok élesek.

Bizonyitds. Lasd pl. Madi-Nagy [35] Theorem 2.3. ad

A kovetkezd bazisstruktira tételekben a Lagrange-polinom Newton-féle alak-
ban lesz megadva, tehdt az egyiitthaték az f fiiggvény in. tobbvaltozds osztott
differencidi lesznek. A teljesség kedvéért kozoljiik az aldbbi definicidkat.

2.4. Definicid. Legyen f(z), z € {z0,...,2n} egy egyvaltozds valés fiiggvény,
ahol zg, ..., z, kiilonboz6 valés szamok, ekkor az els6rendii osztott differencidk:
[zi; f] :== f(zi), ahol 2z; € {20,...,2n}.

A k-ad rendd (egyvdltozds) osztott differencidk (k > 1) az aldbbi rekurziéval defi-
nialtak:

[Zit1, s Zivks £l = (20, Zivn—1; ]

, ahol z; € {20,...,2n}
Ritk — %i

[2177Z1+k7f] =
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2.5. Definicid. Legyen f(z), z € Z = Zy X+ --X Z, tobbvéltozds valds diszkrét
fliggvény, és tekintsiik az aldbbi részhalmazt:

Zr..a, =A{z, i€ Iy x - X {zg, 1 € I} (13)
=21, X oo X L,

ahol |I;| = k; +1, j =1,...,s. Ekkor definidlhatjuk f (13) pontokhoz tartozé
(k1,...,ks) rendd (tobbvdltozds) osztott differencidjat. Elészér tekintsiik az elsd
valtozd szerinti k1 rendii osztott differenciat, majd ennek a masodik véltozéhoz
tartozé ko rendli osztott differencidjat, és igy tovabb. Megjegyezziik, hogy a fenti
miiveleteket barmilyen més (akdr vegyes) sorrendben elvégezve a végeredmény
ugyanaz lesz. Jelolje

(215, i € In5- -+ 5244, 0 € I f]

a megfelel§ I = I; x - - - x I halmazhoz tartozé (ki, ..., ks) rend{i osztott differen-
cidt. A ki +-- -+ ks Osszeget pedig hivjuk az osztott differencia (teljes) rendjének.

Az fenti definiciot illusztralja az aldbbi példa.

2.1. Példa.
) o f(z11,22) — f(210, 22)
[210721172207221,f] = | %20, %215
211 — %10
f(z11,221) = f(210,221) _ f(211,220)—f(210,220)
— Z11—Z10 Z11—Z210
221 — 220

Megjegyezziik, hogy folytonos, megfeleléen derivalhato fiiggvények esetén a fiigg-
vény derivaltjai, ill. diszkrét megszoritdsanak osztott differencidi kozt hasonl (els-
jel) osszefiiggések éllnak a tobbvéltozds esetben, mint az egyvaltozésban.

2.2. Vegyes momentumok hatareloszlasok magasabb rendii
momentumaival kiegészitve

A (4) hatvany TDMP esetén az (5) képlettel definidlt H halmaz esetét Pré-
kopa [53] vizsgélta. Isaacson és Keller [27] tobbvaltozés Lagrange-interpoldcids
tételét, ill. a TDMP dual megengedett béazisa és a féloldalas interpolacié kozti
Osszefiiggést felhasznélva sikeriilt taldlnia a kétvéltozos esetben lényegében két
kiilonb6z6, mig magasabb dimenzidk esetén lényegében egy dudl megengedett
bézisstruktirat. Az eredmény elméleti jelentOségén til, alkalmas egy megoldd
(nagy pontosségi aritmetikdt hasznéld) duél szimplex algoritmus kezdeti megen-
gedett bazisdnak megtaldldsira (ezzel nagyjdbdl megfelezve a futdsi id6t), illetve
képletszeru korlatok konstrualasara is.

Mivel a gyakorlatban az egydimenzidés hatareloszlasoknak altalaban a maga-
sabb rendli momentumai is rendelkezésre allnak, ill. kiszdmithatdak, ezért kovet-
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kezd 1épésben Madi-Nagy és Prékopa [39] a momentumok rendjét mutaté H index-
halmazt az aldbbi mdédon bovitette:

H={(as,...,0a)| 0< aj, aj egbsz, a1 +---+as<m, j=1,...,s;

vagy (14)
a;=0,7j=1,...,k—Lk+1,...,8, m<op<my, k=1,...,s}

Ebben az esetben a dual megengedett bazsistrukturdk megtaldlasahoz az alabbi
jelolésekre és fogalmakra lesz sziikség. Tekintsiik az aldbbi indexhalmazt:

I=1U (Ui L), (15)
ahol
Iy ={(i1,...,is)| 0<ij <m—1, egészek, j=1,....s, i1 +...+is <m}
és
I = {(ir,...,is)| i; € Kj, iy =01# 5}
K= {0y e mom 1, ) =1 s (16)

A véltozé halmazokra az alabbi jelolésrendszert vezetjiik be:

Zii ={zj0,---, 2},
! = ) — > —
Z5 =205 5 24is 25}, 1=0,..0my, j=1,...,5,

1
Kj; = {k( ) (Z)},
ZjKji :{ij;1),...7 jk;i)}’ i:17~-~>‘Kj|7 j:L...,S,
ZjKj :ZjKj\Kjw jzl,...,s.

A Zr = {(#14y5- -, 2si.)| (i1,...,is) € I} alappont rendszerhez rendeljiik az
aldbbi Newton-féle alakban felirt Lagrange-polinomot:

LI(le"azs) =
s i;—1
— Z [lel’ szgaf HH *ij
i1+.. +zb<m j=1 k=0
0<ij<m-—1, j=1,.
s K]
+ Z Z [ZIO; . ;Z(jfl)O; ZJ(m 1) U ZJKJU Z(j+1)0; .. ;ZsO; f] % (17)
j=1i=1
% II (25 = 2jk) »
k€{0,....,m—1}UK;_1)
i;—1
ahol, definicié szerint, H —zx) =1, hai; =0, és Kjo = 0.
k=0
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Megjegyezziik, hogy a (17) esetben nem feltétleniil szitkséges, hogy az f fiiggvény
értelmezési tartomédnya pontosan Z legyen, elég ha R®-beli, és tartalmazza a Z

halmazt.
A maradéktagot az alabbi médon konstrualjuk:

R](Zl,...725):Rl](Zl,-..7ZS)+R2[(21,...,Zs)7

ahol
Rif(z1,...,25) =
—Z 2105+ 1 2(-1)0 Zjtm—1) U Zik, U {2z} 241005 -+ 3 205 f] X
X 11 (25 — 2jk) »
kef{0,....m—1}UK;
és
Ror(z1,...,25) =
s—1

= E (215 3 2h=13 Zhiy s Zihtyinaas - 5 Zsini ] ¥

h=1 it tis=m
0<i;<m—1, j=h,..

s 1]71

(zn —2n) [ 11 (25 — 2in) +

h+1 k=0

+ Z [Zl;"' ;Zh—l;Z;/«L();Z(hH)o;“' §Z(j—1)o;Z§(m_1)%Z(j+1)0;‘" s Zso| X

j=h+1
m—1

x (zn = zn0) [ (25— 2n) -
k=0

2.3. TETEL. (Madi-Nagy és Prékopa [39] Th. 3.1) A fenti jelolések mellett a

(17) szerinti polinom valdban a Z; = {(z14y,- -+ %si,)| (i1,-..,15) € I} alappont
rendszerhez tartozé (14) szerinti H-tipusi Lagrange-polinom és az f értelmezési
tartomdnyédnak bdarmely z = (z1,...,2s) pontjdra igaz, hogy

Li(z1,...,25) + Rr(z1, .-y 25) = f(21, oy 25)-

A fenti interpoldcié maradéktagjaban az egyiitthatok m + l-edrendi, illetve
m + | K| rend{ osztott differencidk. Ha ezekre elSjelfeltételekkel éliink, akkor az
alappontok megfelel6 megvalasztasaval biztosithatd, hogy a maradéktag eléjele
minden Z halmazbeli pontra pozitiv (negativ) legyen, és ennek megfelelen (4)
TDMP-alappontokhoz tartozé oszlopai a minimum (maximum) feladat dudl meg-
engedett bazisai legyenek.
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Tovabbra is tegyiik fel, hogy K; C {m,m+1,...,n;}, és vezessiik be az aldbbi
négy index strukturat:

|K;| péaros |K;| paratlan
min u(j),u(j)+1,...,U(j),v(j)+1 m,u(j),u<j)+1,...,U(j),v<j)+1 (18)
max m,u(j),u(j)+1,...,v(j),v(j)+1,nj u(j),u<j>+1,...,v(j),v<j>+1,nj.

Ezt felhaszndlva az aldbbi struktiratételt fogalmazzuk meg.

2.4. TETEL. (M4di-Nagy és Prékopa [39] Th. 4.1) Legyen zjp < zj1 < -+ <
< Zjn;, §j = 1,...,s. Tegyiik fel, hogy az f(z), z € Z fiiggvény m + 1-ed rendii és
minden egyes z; valtozo szerinti m + | K| rendi osztott differencidja nemnegativ,
és K; (18) valamelyik min struktirdjat kéveti.

Ezen feltételek mellett a (17) szerinti Li(z1,...,z2s) egy egyértelmii H-tipusd
Lagrange-polinom lesz a Z; alaphalmazon. Raadasul teljesiti az alabbi egyenlét-
lenségeket:

flz1,.00y25) > Li(z1, ..., 25), (21,...,25) € Z, (19)

tehdt a (10) feladatban az A métrix I indexeihez tartozo oszlopaibdl dll6 B métrix
a minimum feladat dudl megengedett bazisa. Ennek megfelelGen:

E[f(X17-~7Xs)]ZE[LI(Xlw-st)]' (20)

Ha B egyiittal primal megengedett is, akkor a fenti (20) egyenlStlenség éles korlatot
ad.

Ha a fenti osztott differencidk nempozitivak, akkor (19) és (20) ellentétes rela-
cios jellel érvényesek.

A fenti gondolatmenetet kovetve M&di-Nagy és Prékopa [39] tovabbi struktura-
tételeket is megfogalmaz, egyrészt arra az esetre, mikor a tarték komponenseinek
elemei monoton csokkend sorrendben szerepelnek, masrészt arra az esetre, amikor
a (15) és (18) indexstrukturdk az n; — i;, j = 1,..., s indexekre vannak &tfogal-
mazva. Az igy kapott dudl megengedett bazisstrukturdkat szemlélteti az 1. abra.

A kétvéltozds esetre Madi-Nagy és Prékopa [39] a dudl megengedett bézisoknak
ennél bévebb halmazét tudta megadni, a Z; = {2j0,...,%jn,}, j = 1,...,s halma-
zok elemei sorrendjeinek megfelelé megvalasztasaval. A tovdbbiakban is tegyiik
fel, hogy az f(z), z € Z fiiggvény m + l-ed rendii és minden egyes z; véltozé
szerinti m + | K| rend{i osztott differencidja nemnegativ.

Tekintsiik el0szor azt az esetet, amikor minimum feladathoz keresiink
dudl megengedett bazist. Az altaldnossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy
Z1 = {0,17...,77,1}, ZQ = {0,1,...,77,2}.
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(a) (b)

1. d4bra. Az (a) dbra a (10) minimum feladat 2.4. tétel dltal megadott egyik duél
megengedett bézisdt, mig a (b) dbra a (10) maximum feladat M&di-Nagy és Pré-
kopa [39] Th. 4.3 egyik dudl megengedett bazisat mutatja. Az Iy halmaz elemeit
*, mig az I; és I, halmaz elemeit o jeloli. Mindkét esetben: Z; = Zo = {0,...,9}.
m :4, mi1p = myg = 6. Kl = K2 = {4,8,9}

Min algoritmus (MAadi-Nagy és Prékopa [39])
A 21055 21(m-1)} 220, - - - » 22(m—1) Sorozatok konstrukcidja.

0. lépés: Legyent =0, -1 < g <m—-1,L=(0,1,...,¢1), U = (n1,n1 — 1,...,
n1 — (m —q1 —2)), és legyen (z10,...,21(m-1)) = (az L,U rendezett halmazok
tetsz6leges Osszefésiilése). Ha |U| paros, akkor legyen 299 = 0, I° = 1, 4 = ny, ha
|U| paratlan, akkor pedig legyen zo0 = ng, I = 0, u® = ny — 1. Hat =m — 1,
menjiink a 2. 1épésre, kiilonben pedig az 1. 1épésre.

1. lépés: Ha z1(;m_1-1) € L, akkor legyen zo(; 1) = I, "' = 1" + 1, w'™! = !, ha
Z1(m—1-t) € U, akkor pedig legyen zo( 41y = u’, '™ = u! =1, 1" = 1" ¢+ t+1.
Ha t = m — 1, menjiink a 2. 1épésre, kiilonben ismételjiik meg az 1. 1épést.

2. lépés: Stop, megkonstrudltuk a z10, ..., 21(m—1); 2205 - - - » 22(m—1) SOrozatokat.
Legyen 0,1,...,¢2,n2,...,n9— (m— g2 —2) a konstrukciéban eddig szereplé vilto-
z6k halmaza. Eszerint (2jm, 2j(m+1)s - - > Zjn;) = (¢j+1,¢j42, ..., nj—(m—q;—1)),

j=1,2. Ham — 1 — g; péros, akkor K; kévesse (18) min strukturdjdt, ha pedig
m — 1 — g; paratlan, akkor pedig max strukturat, j = 1,2. Ezzel befejeztiik az I
indexhez tartozd dudlmegengedett bazis konstrukciéjat.

Ha a maximum feladathoz szeretnénk dudl megengedett bazisokat talalni, akkor
& 210, - -5 Z1(m—1)} 220, - - - » Z2(m—1) Sorozatok megaddsahoz a Min algoritmusnak
csak a 0. lépését kell megvaltoztatni, a tobbi lépés ugyanaz marad. A K; halmaz
megvalasztasa pedig pont ellenkezd médon torténik.
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Max algoritmus (Mddi-Nagy és Prékopa [39])

A 210, -5 Z1(m=1); %20, - - - » Z2(m—1) Sorozatok konstrukcidja.
0. lépés: Legyent =0, -1 < ¢ <m—-1, L=(0,1,...,q1), U = (ny1,n1 — 1,...,
ny — (m —q1 —2)), és legyen (z10,...,21(m-1)) = (az L, U rendezett halmazok

tetsz6leges Osszefésiilése). Ha |U| paratlan, akkor legyen 299 = 0, 10 = 1, u® = no,
ha |U| péros, akkor pedig legyen 200 = ng, I = 0, u® = ny — 1. Hat = m — 1,
menjiink a 2. 1épésre, kiilonben pedig az 1. 1épésre. Stb.

Maximum feladat esetén, ha m —1 — ¢; paros, akkor K; kévesse a max strukturat,
kiilonben pedig a min struktirdt.

Altalanos esetben (ha Z; # {0,1,...,n;}) rendezziik Z; elemeit névekvé sorrend-
be, rendeljitk hozza bijektiven ebben a sorrendben a (0,1,...,n;) halmaz elemeit,
és ennek megfeleléen hajtsuk végre az algoritmust.

A fenti tételekkel és algoritmusokkal a (14) dltal definidlt momentum index-
halmaz esetén altalaban mar sikeriilt akkora szamossdgi dudl megengedett bazis
halmazt talalni, mely segitségével sok esetben lehet6ség nyilik elég szoros kozvet-
len korlatok megadasara. Els6 lehetoség, hogy kiszamoljuk az Gsszes taldlt bazisra
a célfiiggvény értékét, majd tekintjiikk minimum (maximum) feladat esetén ezek
koziil a legnagyobbat (legkisebbet). Szerencsére, a feladat trividlis transzforméci-
6ja segitségével kideriil, hogy a legszorosabb korldtok keresésekor a K; halmazok
egymdstdl fiiggetleniil optimalizdlhatéak (MAdi-Nagy [34]), ill. még egy észrevé-
tel segitségével lathatd, hogy ez az optimalizdcié elvégezhetd Prékopa [50] DMP-
feladatot megoldé dudl médszerének analdgidjéra (Madi-Nagy [36]).

Tekintsiik a (10) TDMP-feladatot. Célunk a (15) szerint definidlt indexhalma-
zokhoz tartozé megoldasok koziil a legjobb megtaldldsa. Nevezziik a TDMP ezen
megoldasait a tovabbiakban Z;-tipusi megolddsoknak. A tovéabbiakban feltessziik,

hogy

Zj():O,j:l,...,S (21)
és

.](‘(21107 ey Zs()) =0. (22)
A fenti feltételek nem jelentik az dltaldnossdg megszoritasat, mivel a tarto, ill. cél-
fiiggvény aldbbi eltoldsdval (és a jobboldal vektordnak komponenseibél zyq, . . ., 24

megfelel hatvéanyainak levondsaval) az eredetivel ekvivalens, (21), (22) feltételeket
teljesité TDMP-feladatot kapunk:

Zcon'uerted -7 _ (210 P O)
PR a1 )
feemverted (o) — (21 + 20,5 25 + 2e0) — f (210, - - -, Zs0)-
Az indexhalmazok tekintetében egy masik felosztast alkalmazunk, legyen

L™ = A, i) 1< 45 Sm—1, egész, j = 1,....,s, i1+ +is <m},

. 23
175 = {(i1, ... i) 1 < i5 <y, egész; 4 =01 j esetén }. )
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2. dbra. A (23) indexhalmazok elhelyezkedése, ha ny =ny =9, m =5, a (14) H
halmaz esetén. Az IJ™ halmaz elemeit x, az I{%¢ és IS elemeit pedig e jeloli.

Ezt a strukturat mutatja a 2. dbra.

Ha a (10) TDMP egyiitthatémétrixdnak oszlopaibdl elhagyjuk azokat, melyek
indexei nem lehetnek tagjai egyetlen (15) szerint definidlt indexhalmaznak sem,
majd a maradék oszloprendszert (23) szerint rendezziik az aldbbi blokk struktirat
kapjuk:

Zygwes Zrgwes Zrgwes Zlém,
0 ~ = ~~ ~~ ~~ b
T T T T
’ O ‘ f]izmes fIézzes ‘ tt ’ f[gmes ‘ Iént ‘
1 1---1 1---1 1---1 1---1 .0 | =1
211 -+ 2lng H10...0
. IG/TES . IGEE‘«S
0 . . 0 - 0 ! . zes
rowes Lint Bpgwes
my mi
211 - Pling Hm10...0
221 ...22n9 M01...0
- jazes- 1gwes
0 0 Afeeet | o 0 A, : pggoes
meo meo
291" - .- 2277.2 HOoms...0
Zsl - Zsng HO...01
- jazes- jawes
0 0 0 o 'AIZI'T'SS’ AIZ"‘ . H[gzes
ms ms
251+ Rsng HO0...0ms
Ié"t
0 0 0 e 0 A Hpint
0 0
T T . T T
o] e | o | [ P | |
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A fenti struktira mutatja, hogy az Iy indexhalmazhoz tartozé valdsziniiségek az
alabbi képlettel egyértelmiien adottak:

Iint -1
pIént = (Alént) /j,lént.

Innen pedig az is latszik, hogy a feladat az alabbi részfeladatokra esik szét:

max(min) = f7 aeesPy aves, feltéve, hogy
AV eeiprjaces = by (24)
Ppjoces = €8y Z 7-tipusu bazismegoldas része,
ahOI I{lwea‘ I(_z:tes
b1] = /JJI]qzes - AIE"" Pryint,

j =1,...,s. Ez pedig pont azt jelenti, hogy a fentieken alapulva a (16)-beli
K struktirdk a (24) feladat segitségével j = 1,..., s koordinatdnként egymadstdl
fiiggetleniil tesztelhet8ek. Részletekért lasd M4di-Nagy [34].

Tekintsiik a (24) szerinti egyiitthatémétrixszal és jobboldallal felirt feladatot:

min(max) f7 aeesPpjaves, feltéve, hogy
,awes Jawes
AIj_a:cEsijazes = b1] B (25)
ija:L'es > 0.

Beldthat6, hogy a (24) feladatbeli Zj-tipusd bézismegoldds részek a (25) feladat
dudl megengedett bazisai. Ha az is igaz, hogy a dudl megengedett bdzisok nem
dudl degenerdltak, akkor a (24) feladat dudl megengedett megolddsainak teljes
struktirdja megengedi, hogy hasznédljuk Prékopa [50] algoritmusénak az aldbbi &t-
alakitasat:

1. lépés: Tekintsiink egy kezdeti (24) feladatbeli Z;-tipusi bazismegoldés részt, je-
Iolje ennek indexeit Ip = {1,...,m — 1ig,41,...,4m;—m}, ahol
m <o, 01,y imy;—m < nj. Legyen K = 0,...,m; —m. (A K halmaz kiilon-
bozik a K; halmaztdl!)

2. lépés: Kimené oszlop meghatarozasa: Tekintsiink egy i,k € K indexet. Pré-
kopa [50] szerint a hozzd tartozé p;, bézisvaltozd elbjele megegyezik

(_1)mj—(qj+k+1) %
owes awes

X bn{] - Z Zji; bn]v,j—l + .-
JergTes\{iy} (26)

ot (‘ijil H Zi; by’ )

JEI}””“\{ik}
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eléjelével, ahol ¢; a Min, ill. Max algoritmus paramétere (pl. a 2.4. tétel esetén
g; = m —1). Tehat ha (26)

— negativ, akkor az ig-adik vektor lesz a kimend oszlop;

— ha nemnegativ, akkor valasztani kell egy 4j ix, k € K indexet, és megnézni
ra (26) elbjelét.

— Ha (26) minden i, k € K esetén nemnegativ, akkor menjiink a 4. lépésre.

3. lépés: Ha a kimend oszlop megvan, akkor vdlasszuk azt az egyértelmii (kimen&t6l
kiilonb6z8) bemend oszlopot, melyre a Z;-tipust bézismegoldds rész struktira
visszadllitédik. Menjiink a 2. 1épésre.

4. lépés: Stop, megtaldltuk (24) optimalis megoldasat.

Megjegyezziik, hogy a dudl nemdegeneréltsagra elégséges feltétel, hogy a z; valtozoé
szerinti m + | K| rendii osztott differencidk szigorian pozitivak.

Végezetiil a kiillonb6z6 moédszerek futési idejére tekintsiink egy numerikus pél-
dat. Mindegyik algoritmust a szimbolikusan is szdmolni képes Wolfram Mathe-
matica [62] alatt implementdltuk, ennek oka az aldbbi. Szerettiik volna a kapott
korlatokat az optimumokkal 6sszehasonlitani, viszont a hagyomanyos solverek a
rossz numerikus tulajdonsdgok miatt nem hasznalhatdak, ezért {irtunk ezen a nyel-
ven egy olyan dudl szimplex algoritmust, amely szimbolikusan, végig tortalakkal
szamol. A kovetkez6kben az alsé és fels6 korldtok esetén az Osszes generalt ba-
zist végigprobalé maédszer futdsi idejét C PUy, a koordindtanként a K; halmazokat
fiiggetleniil probalgaté médszerét C' PU,,, mig a dudl médszert is hasznalé algorit-
musét pedig CPU, jeloli. A pontos optimum megtaldldsanak idejét pedig C PU.

2.2. Példa. A feladat Madi-Nagy és Prékopa [39] Example 6.6 egyik vizsgdlt
esete. Legyen 7, = Zy = {0,...,14}, m = 6, m; = mo = 4, és generdljuk a
hatvanymomentumokat a Z tartén vett egyenletes eloszlas segitségével. Tekintsiik
az alabbi fliggvényt:

f(Z1 22) — 621/25+2122/400+Z2/15
y .

Eredményeink az alabbiak:

Ert¢k  CPU; CPU, CPU,
Als6 korldt:  2,61202 253 1,76 0,83
Fels6 korlat:  2,67123 254 1,59 0,69

Erték CPU
Dual Min:  2,63549 4596
Dual Max:  2,64247 3156
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Lathato, egyrészt hogy a dual megengedett struktiurdkbdl szarmazé alsé és felsd
korlatok viszonylag gyorsan adnak hasznalhaté korlatokat, masrészt pedig, hogy a
legjobb korldtok megtaldlasara valéban hatékonyan hasznalhaté a fent leirt mod-
szer.

2.3. Ijj tipusu altaldnositas magasabb dimenzidja esetekre

Az elézé szakaszban lathattuk, hogy a kétvaltozos esetre bemutatott Min és
Max algoritmus segitségével a 2.4. tétel, és a tobbi Mddi-Nagy és Prékopa [39]
cikkben szerepld struktiratétel bazisaindl jéval nagyobb szamossagi dudl megen-
gedett bazist generdlhatunk. Sajnos magasabb dimenzidkra, a (14) indexhalmaz
esetén, nem sikeriilt a médszert altaldnositani.

M4di-Nagy [35] mutatta meg, hogy a mddszer, nemnegativ osztott differencidk
és minimum feladat esetén, az alabbi indexhalmazra tovabbviheto:

H={(1,0,...,0,a;,0,...,0)| 0 < a1, qj, o,

aj egész, o +a; <m,j=2,...,8} (27)
u{(0,...,0,¢;,0,...,0)| m+1<a; <mj,
o egész, j=1,...,s}.

Konnyen l4thatd, hogy (14) és (27) a kétvaltozis esetben ugyanazt az indexhalmazt
adja.

Ebben az esetben az I indexhalmazt és a késobbiekben hasznalt jeloléseket az
alabbi médon definialjuk.

I= OIJ U DJJ ) (28)
j=1 j=1

ahol
I = {(i1,0,...,0)] 0 <43 <m — 1, egészek},
IJ:{(11?0’3032j70770)| Ogilg 1§Zj §m717 egéSZek7 7,1+’I,j gm}7
j=2,...,s,
és
Kj = {k](1)77kj(\KJ|)} c {m,m—&—l,...mj},
|K;l=mj+1-—m, j=1,...,s.

A fenti jelolésekkel megfogalmazhatjuk, a 2.3. tételhez hasonléan, a (27) index-
halmazhoz tartozé H-tipusi Lagrange-interpoldcids tételt: ldsd M&di-Nagy [35]
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Th. 3.1. Bizonyos feltételek, és a (28) szerinti I halmazhoz tartozé Zj valtozé-
halmaz megfelelé megvalasztasaval, ebben az esetben is szdmos dudlmegengedett
bézis talalhato.

A kovetkezOkben az aldbbiakat tessziik fel a célfiiggvényrol.

2.1. Feltételek. Az f(z), z € Z fiiggvény

(a) z; szerinti m; + 1 rend osztott differencidi nemnegativak, j =1,...,s,

(b) a kétvéltozés m + 1 rendli osztott differencidi is nemnegativak,

(¢) minden mdasodrendii osztott differencidja nemnegativ.

A fenti feltételek mellett az alabbi algoritmussal a minimum feladathoz szamos
dudl megengedett bazis generalhaté. Természetesen, ha a fenti osztott differencidk

nempozitivak, akkor az aldabbi mddszerrel a maximum feladathoz kapunk dudl
megengedett bazisokat.

Min algoritmus

Elészor, az dltalanossdg megszoritdsa nélkiil, tegyiik fel, hogy Z; = {0,1,...,n;},
j=1...,s.
0. lépés: Legyen
290 = 230 =+ = 250 = 0, (29)
vagy
220 = N2,230 = N3y...,250 — Ng- (30)

(29) esetén legyen 0 < g1 < m péros egész, (30) esetén pedig péaratlan egész.

L:=(0,1,...,(m=1)—q), U := (n1,n1—1,...,n1—(q1—1)), V° := {L, U tetszdle-

ges Osszefésiilése } = (00,01, ... 0™ 7L,

(210, ey Zl(m—l)) = VO.

Legyen j = 2. Menjiink az 1. 1épésre!

1. lépés: Legyen t = 0. (29) esetén legyen ly = 1 és ugp = n;, kiilénben legyen
lo =0 és up = nj — 1. Menjiink a 2. 1épésre.

2. lépés: Legyen Vt = {00 vl ... om= 1= H! = {p' ... A'}. Ha o™ 17t € L,
legyen hitl = [t "1 = [t + 1, u!*t! = !, ha pedig v~ 1~ € U, akkor legyen
ML =t wft =t — 1, T =1t t « t+ 1. Ha t = m, akkor menjiink a 3.
1épésre, kiilonben ismételjiik a 2. 1épést.

3. lépés: Legyen
(215> Zjm—1)) = H™ 1.

j < j+1. Haj =s+ 1, menjiink a 4. 1épésre, kiilonben pedig az 1. 1épésre.

4. lépés: Jeldljiik a zj0, 251, - - - , 2j(m—1) Sorozat elemeit a kévetkezé médon: 0,1,. ..,
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rj,Nj,...,n; —(m—r; —2). Ekkor a maradék j-edik koordinatékat rendezett hal-
mazként tekintve legyen

(Zjm> Zj(ma1)s > 2jny) = (5 F Lry + 2,000 ,n5 — (m —1; — 1)),

j=1,...,5. Haom —r; — 1 paros, akkor K; kovesse (18) min struktirdjit, ha
pedig m —r; — 1 paratlan, akkor K; kdvessen max strukturdt. Vége: legeneraltuk
az I indexhalmazhoz tartozé dudl megengedett bazisstrukturat.

Altaldnos esetben (ha Z; # {0,1,...,7n,}) rendezziik Z; elemeit névekvs sorrend-
be, rendeljiik hozzd bijektiven ebben a sorrendben a (0,1,...,n;) halmaz elemeit
és ennek megfeleléen hajtsuk végre az algoritmust.

2.5. TETEL. (Mddi-Nagy [35] Theorem 4.2)  Legyen a (2jo,. - -, Zjn, ),
j =1,...,s, sorozat a fenti Min algoritmus szerinti sorrendben, és kévessen K;
min (max) strukturdt, ha m — r; — 1 pdros (pdratlan), j =1,...,s.

Ekkor a 2.1. feltételek teljesiilése esetén az A matrix I indexhalmazhoz tartozo
B oszloprendszere a minimum feladat dual megengedett bazisa lesz. Ha B egytttal
primal megengedett, akkor a kapott korlat éles lesz.

A kapott bézisokat szemlélteti a 3. dbra. A fent vazolt mddszerrel kapott
numerikus eredmények az alkalmazasokat tartalmazo szakaszban talalhatoak.

2.4. Képletszeri korlatok

A duil megengedett bézisstruktirdk, a beldlik szarmaztatott féloldalasan
kozelité Lagrange-polinomok segitségével, lehetdséget nyijtanak tobbvaltozos
Bonferroni-tipusd korlatok felirdsara. A kétvaltozos eredményeket foglalja Gssze
Madi-Nagy és Prékopa [41].

Legyen Aj,..., AN és By,..., By két eseménysorozat ugyanabban a valdszi-
niliségi mezében. Az vy (A), ill. vy (B) valészinliségi véltozdk legyenek a beksvet-
kezések szamai a A;, ill. B; események korében.

A cél Bonferroni-tipusu korlatok megadésa a kétvaltozos esetre, amely alatt az
aldbbi séma szerinti egyenl6tlenségeket értjiik:

Z chtSkt <r(u,v;N,M) < Z detSkt, (31)

keK teT keK teT

ahol
K C{0,...,N}, ésT C{0,...,M},

és r(u,v; N, M) az aldbbi valészinliségek valamelyikre

p(u,v; N, M) = P(uny(A) =u v
Q(uav;NvM) :P(VN(A) ZU’?VM(B) Z’U)v
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012345678910

(a) (b)

3. dbra. Legyen Z; = {0,...,10}, j =1,2,3, m =4, m; =7, mg = 8, mg = 6.
A fentiek a Min algoritmus dudl megengedett bézisai, ( ): ahol (zjo, 2j1, 2j2, 2j3) =
= (0,1,2,3), j = 1,2,3, K1 = {4,6,7}, Kz = {5,6,8,9}, K3 = {7,8}, illetve (b):
ahol (2107211,212,@3) (0,1,10,2), (2j0,2j1,2j2,253) = (10,0,9,1), j 2,
Ky = (6,710} (Zins = 15.6.0)). Ko = {6.7.9. 10} (Zarey = 14.5.7.8)), Ky
={8,9} (Z3k, = {6,7}). Az Uj‘:1 I; halmaz elemei sziirke, mig az Uj: J; halmaz
elemei fekete gombokkel jeloltek.

mig az Sy értékek pedig az eseménysorozatokhoz tartozd, (7) szerinti, binomid-
lis momentumok. Az egyenlétlenségek cyt, ill. di: egyiitthatdéi pedig olyan valds
szamok, melyekre (31) teljesill, fiiggetleniil az A;, ill B; eseményrendszerek valé-
szintiségi eloszlasatol.

A korldtozandé valésziniiségek varhato értékként is felirhatéak r(u,v; N, M) =
=F [Ir(u,v;N,M) (vn(A), VM(B))] alakban, ahol

1, hazi=u, z9 =0
I e z ,Z = ? I ’ 32
p(u,oiN, M) (21, 22) { 0, kiilonben, o
és
1, hazy >u, 20 >v
Ly(uw: z1,22) =8 o 33
g(uiN.M) (215 22) { 0, kiilénben. )

Miédi-Nagy és Prékopa [41] az (5) indexhalmaznak megfelel§ eseteket vizsgalja,
tehét ahol az ismert binomidlis momentumok rendje legfeljebb m. A p(0,0; N, M),
q(1,1; N, M) val6sziniiségekhez tartozé (32), (33) indikatorfiiggvények m + 1 ren-
dii osztott differencidinak eléjele kiszamolhaté. Ebbdl kiindulva a dual megenge-
dett bazisstrukturakat a megfelel6 Min és Max algoritmusokkal el6allithatjuk, és
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igy az I indexhalmazhoz tartozé alapponton definidlt alulrdl, ill. feliilrdl kozelitd
Lagrange-polinomok képletszertien felirhatéak: ldsd M&di-Nagy és Prékopa [41]
Theorem 2.2.

Az {gy kapott Lagrange-polinomok varhato értékeként kozvetleniil adédnak az
irodalomban ismert, mas mddszerekkel megkapott egyenlétlenségek, mint példa-
ul Galambos és Xu [21] (I) egyenl6tlensége vagy Lee [31] Th. 2 egyenlétlensége.
Az el6tte ismert eredményeknél erésebb korldtokat mutat az aldbbi példa.

2.3. Példa. (Mddi-Nagy és Prékopa [41] Ezx. 3.3) Legyen m = 4, és tekintsiik
a q(1,1; N, M) valészintliséget. Alkalmazva a Min és Max algoritmusokat legyen:

L. (210, 211, 212, 213, 214) = (0,1, N, 2, 3)

= (220, 221, 222, 223, 224) = (0,1, M,2,3),
2. (2107 211, 2125 %135 214) = (07 N? ]-7 N - ]-7 2)
= (220, 221, 222, 223, , 224) = (0, M, 1, M — 1,2).

A fenti valtozésorrendeknek megfelels alsé és fels6 korldtok az aldbbiak lesznek:

1.
3 3 4
q(L,1; N, M) > S11 — S12 — Sa1 + MSB + NSSI + WSZ27 (34)

2NM — N + M —2)

. < —
q(lalaNaM)_Sll NM(M—l) 512
2(NM — M + N —2)
_ 35
NMN—1) S21 (35)
6 6 4
T NMO = 1)513 T NMN = 1)531 + v

Léthato, hogy (34) a klasszikus S11 — S12 — So1 alsé korlatndl erdsebb:
3 3 4
q(1,1;N,M) > S11 — S12 — Sa1 + MSB + NSM + Wszz > S11 — Si2 — Sau,

mig (35) pedig Galambos és Xu [20] fels§ korldtjénal ad jobb eredményt:
QNM — N+ M —2) oQNM — M+ N —2)

S = NM(M —1) S12 = NM(N —1) St
+ ﬁsm + NM(ZGV - 1)531 * N%MS22 -
= <511 - %Su - %521 + ]éwszz> -
“r (s n) (S ) <
< B11 — o512 — oS + S
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3. Polinombazis-transzformacio

A (4) TDMP egyiitthatématrixa is rosszul kondicionalt, hasonléan az egyvél-
tozos eset Vandermonde-matrixahoz, igy a feladat nagyon érzékeny numerikusan:
emiatt gyakran nem oldhaté meg hagyomanyos LP-megoldé solverek segitségével.
Sajnos, mivel ebben az esetben nem ismert a dudl megengedett bazisstruktirdk
teljes halmaza, a feladat megolddsdra nem tudunk Prékopa [50] egyvaltozds kom-
binatorikus dudl médszeréhez hasonlé algoritmust kidolgozni. Széba johet még
nagy pontossagi megoldok hasznalata, de ezek éridsi hatranya a hosszu futési id6.
Ebben a szakaszban bemutatunk egy masik megkozelitést, mely segitségével be-
lathaté idén beliil megoldhaté a TDMP, rdadéasul a célfiiggvényre tett barmilyen
feltétel nélkiil.

Tekintsiik az alabbi vektort:

1
21
7
b(z) =b(z1,...,25) = : , ahol (aq,...,as) € H. (36)
g g
zg"

Ezek utdn a (4) TDMP A egyiitthatémétrixdnak oszlopai az aldbbi médon forma-
lizdlhatbak:

ai, i, = bz, 241,),
mig a jobboldal vektora az aldbbi médon irhato
b=FE(b(Xy,...,Xs)).

Az stletet az (5) H indexhalmazra mutatjuk be, tehdt amikor a legfeljebb m-ed
rend{i momentumok adottak. Ekkor (36) b(z) vektordnak komponensei a legfeljebb
m-ed fokd, s vdltozés polinomok monomidl (legfeljebb m-ed fokd z hatvdnyok)
polinombézisai. Tekintsiik a fenti polinomok terének egy mésik bazisat, jelolje ezt

p0-~~0(z)> pl...O(Z)>"'a pal-nas(z)?"" pO..~m(z)' (37)
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Legyen
po.‘.o(z)
Pl...o(z)
b(z) =b(z1,...,2) = : . ahol (ay,...,a,) € H,  (38)
Poay ..o (z)
PO...m(Z)
@i,..i. = b(z1iy,- -, 2Zsi.)-
és

b=FE (b(Xy,...,X,)).

Az Ap = b egyenletrendszer ekvivalens a (4) Ap = b egyenletrendszerével, abban
az értelemben, hogy 1étezik egy T invertalhaté matrix, melyre

A=TAés b=To.

Célunk olyan (37) bazis megtaldldsa, melyre az A matrix mar jobban kondicionalt.
Ha ilyet taldlunk, akkor (4) helyett a numerikusan stabilabb

min (max)f'p, feltéve, hogy
Ap =b, (39)
p=0,

feladatot mar regularis solverekkel is megoldhatjuk. Eloszor felsoroljuk, hogy mely
polinombézisok esetén varhaté javulas az egylitthatématrix kondicigjaban, majd
teszteljiik a jelolteket, végiil ezek alapjan bemutatunk egy numerikusan stabil és
emellett hatékony algoritmust, mely egytttal azt is megmutatja, hogy a kapott
megoldas valéban megengedett és optimalis megoldasa-e az TDMP-feladatnak.

3.1. Kondiciészam, polinombazisok

Ahhoz, hogy a kiilonboz6 polinombaézisokkal felirt egyiitthatémaéatrixok tulaj-
donsagait tesztelhessiik, sziikség van a kondicidszam fogalméara. Tekintsiik az
aldbbi linedris egyenletrendszert

Ax = b,

ahol A invertalhatd, négyzetes matrix. Tegyiik fel, hogy a b jobboldali vektor pon-
tatlanul, e hibavektorral adott, ekkor a megoldas hibas lesz, ennek hibaja legyen
d. Tehat

Alx+d)=b+e.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2018)



106 MADI-NAGY GERGELY

Az A métrix kondiciészama az x megoldas relativ hibdja és a b jobboldal relativ
hibdja hdnyadosanak maximuma. Tehat az A kondiciészama az aldbbi hanyados
maximuma:

/Il _ 1A~ ell/llzl] _ 4o
el el = el gl = (147 ell/liel) (lazll/lz])

Vegyiik észre, hogy a tényez6k maximumai rendre az ||A7Y|], ill. ||A|| métrixnor-
mak. Ebbdl kovetkezik az alabbi definicié.
3.1. Definicio. Az invertalhato, kvadratikus A matrix kondicidszama

R(A) = ||ATH] - 1]

Polinombazisok esetére, fiiggvények kozelitésével kapcsolatban, mas tipusi kon-
diciészédmok is értelmezhetbek, lasd pl. Lyche és Penia [33], Skeel [60].

A vizsgdlandé polinombézisok elsé csoportja az ortogonalis polinomok csaldd-
jabdl szarmazik. Ennek oka, hogy szamos tétel szdl ortogondlis bazisok alkal-
mazasarél Vandermonde-tipust matrixok kondiciészamaval kapcsolatban, lasd pl.
Gautschi [22], Blyth, Luo és Pozrikidis [4], Li [32]. Ezen tételek fokuszdban altald-
ban az interpoléciés pontok optimélis helyzetének megaddsa all, annak érdekében,
hogy a Vandermonde-tipusi matrix kondicidszama minél jobb legyen. Sajnos a
TDMP megoldasa soran a bdzis folyton vdltozik, ennek megfeleléen az oszlopokhoz
tartozo pontrendszer sem marad dllando. Eppen ezért sziikséges, hogy az alkal-
mazott polinombézisok kondiciészamra gyakorolt hatasat legalabb numerikusan
leteszteljiik.

Az egyvaltozds ortogondlis polinomokat vezeti be az alabbi definicid.

3.2. Definicié. A p={po,...,pn} polinomrendszert — ahol p; foka i,
1=0,...,n — ortogondlis polinomnak nevezziik az [a,b] intervallumon (ahol
a = —o0, ill. b = +o00 is megengedett), ha létezik egy w(z) (w(z) > 0,z € [a,b])
sulyfiiggvény, melyre (p;,p;) = 0,7 # j, ahol

b
(f,9) :/ f(2)g(2)w(2)dz.
Legyen
¢i = (pi,pi), 1=0,1,2,...

Ha ¢; = 1 minden ¢ esetén, akkor p ortonormdlis polinomrendszer.
Az egyviéltozds ortogonalis polinomok tobbvaltozés megfeleldit az aldbbi médon
konstrualhatjuk:

Pai...as (Zla ceey Zs) = Pa; (Zl) X+ X Pag (Zb) (40)

ahol (aq,...,as) € H, ahol H (5) szerint definidlt. Belathatd, hogy a fenti poli-
nomok is ortogondlisak az I® kockdra torténd integrélds és w(z1) X -+ X w(zs)
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sulyfiiggvény esetén, ahol I az egyvaltozds polinom ortogonalitdsi intervalluma.
Ez egyuttal biztositja, hogy (40) béazisa a legfeljebb m-ed fokd s véltozds polino-
moknak.

A kovetkezékben a Legendre-, els6- és masodfaji Csebisev-polinomok tobbvél-
tozos altaldnositdsait vizsgaljuk. Mivel ezen polinomok esetén az ortogonalitdsi
tartomdny [—1,1]°, ezért sziikséges a Z halmazt is ennek megfelelen skdldzni.

A fentieknek megfeleléen a Legendre-polinom képlete

221 — (ZloJrzlm)) .. P <225(2s0+2sns))

Z1n, — 210 Zsng T Zs0

Pal...as (Zla .. 'azs) = Pal <

ahol (o, ...,as) € H, ahol H (5) szerint definidlt, és P, (z) az a-adik egyvéltozos
Legendre-polinom.
Az els6faji Csebisev-polinom alakja

2Z1_(210+Z1n1)> %o T <2Zs_(zso+zsns))

Z1n, — %10 Zsng — Rs0

Tal.“as (21, ceey Zs) = Ta1 (

ahol T, (z) az a-adik egyvéltozos elséfaji Csebisev-polinom.
Az mésodfaji Csebisev-polinom

2 - n 23_ s Sng
Ualu.as(zlyuwzs):Ual( 21 — (210 + 21 1))><"'><Uas< zs — (250 + 2 5))7

Z1n, — <10 Zsng T Rs0

ahol U, (z) az a-adik egyvéltozés masodfaji Csebisev-polinom.

Lyche és Petia, [33] Theorem 5.1 szerint, polinomokra értelmezett kondicié-
szam tekintetében a Bernstein-polinomokon alapulé bazisrendszer, bizonyos tar-
tomanyokon optimélis. Ezért, az ortogondlis polinomokon til, ennek az aldbbi
tobbvaltozos, megfelelden skalazott valtozatat is figyelembe vessziik:

ag
m! Z1 — 210
Bay oo (21,.00,25) = ' ' ' ( X
agl-cagl(m—ag — - —ag)! \ 210, — 210
g m—oy—-—Qg
Zs — Zs0 21 — 210 Zs T Zs0
X =z o xl{1l-— .= - ,
Zsng — Rs0 Z1ni — 210 Zsng — %s0

ahol (a1,...,a5) € H, ahol H (5) szerint definiélt.
3.2. Megoldé algoritmus, numerikus tesztek
Mivel a (4) és (39) feladatok kozti polinombdzis-transzformécié ugyancsak

rosszul kondicionalt feladat (14sd Farouki [17]), ezért a (4) megolddsara az aldbbi
algoritmust hasznaljuk.
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Megoldé algoritmus

1. lépés: Hajtsuk végre a (4) és (39) feladatok kozti polinombézis-transzforméciot
nagy pontossagu aritmetika segitségével.

2. lépés: Oldjuk meg a (39) feladatot valamely regularis LP-megold6 duél szimplex
modszerével.

3. lépés: Tekintsiik a bazisoszlopok indexeinek rendszerét. Ezen oszlopokat ki-
valasztva ellendrizziik a bazis dudl, ill. primal megengedettségét nagy pontossagi
aritmetika segitségével, majd szamoljuk ki a célfiiggvény értéket.

Bar a fenti algoritmus is hasznél nagy pontossagi aritmetikat, de mindossze
csak két 1épésben. Ennek koszonhetben a futdsi idé 1ényegesen rovidebb lesz, mint-
ha egy (dudl) szimplex médszer dsszes 16pését szamoltuk volna nagy pontossiggal.

A kovetkezékben empirikus tesztek segitségével szeretnénk megtaldlni azt a
polinombézist, melyre a (39) feladatbeli A matrix kondiciészdma a lehetd leg-
kisebb. oco-norméji kondicidszamokat hasznalunk, mivel ez jellemzi legjobban a
(dudl) szimplex médszer numerikus érzékenységét (tekintve a primal/dudl valtozdék
eldjeleit).

Mivel nem tudjuk elére, hogy a szimplex algoritmus az A métrix mely bézisain
halad végig (nyilvén ez fiigg tobbek kozt a célfiiggvénytél is), ezért a 3.1. példdban
véletlenszeriien valasztunk bazismatrixokat, és szamoljuk ki ezek kondicidészamaét.
Azt varjuk, hogy az alacsonyabb &atlagos kondicidszam esetén majd a szimplex
modszer is meghizhatébban fut le.

3.1. Példa. Valasszunk ki a [0, 1]° kocka pontjai koziil (m:S)_darabot véletlen-
szerlien, egyenletes eloszldssal. Konstrudljuk meg a (38) szerinti b oszlopokbdl 4116
matrixot. Ha a matrix nemszinguldris, akkor rakjuk be a vizsgdlandé mintaba.
100 elem mintat generaltunk, kiszamoltuk a végtelen norméju kondiciészamokat,
és vettiik ezek atlagat, minden egyes polinombézisra. Az s = 2 esetén kapott
eredményeket mutatja a 4. abra.

Megjegyezziik, hogy s = 3 esetén is hasonlé eredményeket kaptunk. Latha-
t6, hogy bar mindegyik kondicidszdm exponencidlisan novekszik, de az ortogona-
lis polinomok a monomidl-, ill. Bernstein-bazisok kondicidszamait korolbeliil azok
gyokére csokkentették. Tehdt a teszt tanulsdga szerint az ortogondlis polinombd-
zisok segitségével lényegesen csokkenthetd a kondicioszam. Megjegyezziik, hogy
mind az s = 2, mind az s = 3 esetben a masodfaji Csebisev-polinom teljesitett a
legjobban.

A kovetkez6 példaban egy konkrét feladatra mutatjuk meg a kiilonb6z6 poli-
nombdazisok esetén kapott megoldasok mindségét. Megjegyezziik, hogy Madi-
Nagy [37] tobb feladatot is vizsgdl, hasonlé eredményekkel.

3.2. Példa. Legyen Z ={0,1,...,10} x {0,1,...,20} x {0,1,...,30}. Legyen
X, Y1, Y5 és Y3 Poisson-eloszlast valészintiségi véaltozo rendre A = 0,1, 0,2, 0,3,
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4. abra. Atlagos kondiciészamok a maximélis m momentumrend fliggvényében
(s =2).

0,05 paraméterekkel.
moédon

Definialjuk a momentumokat generalé vektort az alabbi

(min(X + Y1,10), min(X + Y2,20), min(X + Y3, 30)).

A célfiiggvény legyen

f(Zl, Z2,Z3) = Sin(zl + 22 + 23).

A minimum feladat eredményei az aldbbiak,

m |  Monomiél Bernstein Legendre 1. Csebisev 2. Csebisev
1| -0,16301713 -0,16301713 —0,16301713 —0,16301713 —0,16301713
2 | 0,20039622  0,20039622  0,20039622  0,20039622  0,20039622
3 | 0,25350547  0,25350547  0,25350547  0,25350547  0,25350547
4 | 0,27167527  0,26575235  0,27316847 0, 27315366 0, 27206079
51 0,26469815  0,28452612  0,28228435  0,28214106 0, 28526692
6 | 0,28393933  0,28696505  0,28816140 0, 28789129 0, 28822397
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a maximum feladaté pedig ezek:

m | Monomial Bernstein Legendre 1. Csebisev 2. Csebisev
1| 0,71525034 0,71525034 0,71525034 0,71525034 0, 71525034
2] 0,47997864  0,47997864  0,47997864 0,47997864  0,47997864
3] 0,31651723 0,31651723 0,31651723 0,31651723 0,31651723
4| 0,31049303 0,31108264 0,31197905 0,31242441 0,81244058
51 0,30509224 0, 30268923 0,30859098 0,30272386 0, 30352714
6 | 0,29666626 0,29609722 0,29760208 0, 29873506 0, 29855087

— Az aldhtizott eredmények mar a (39) feladat Ap = b egyenletrendszerének
sem megoldésai. Legendre-polinomok esetén az infizibilis segédvaltozd nagy-
sagrendje 10~7, monomidlbazisok esetén viszont 102, amely mér nagyon tavol
esik a megengedett megoldastol.

— A ferdén szedett eredmények nem primal, de dudl megengedettek, tehat nem
éles alsd, illetve fels6 korlatokat adnak a célfiiggvényre.

Lathato, hogy a minimum feladatra csak a Csebisev-polinomok adtak haszndlhato

eredményt.
Az algoritmus utolsé 1épései bazisainak kondicidészamai az alabbiak:

|| Monomial | Bernstein | Legendre | 1. Csebisev | 2. Csebisev

o v ok w3

8.E + 00/2.E + 01
3.E + 02/4.F + 02
3.E + 05/6.F + 03
9.E + 07/3.E + 07
2.E +11/1.E + 12
1.E + 16/2.E + 12

1.E + 02/7.E 4 02
2.E + 05/3.E + 05
4.E +07/1.E + 07
3.E 4 08/2.E + 08
3.E +09/2.E + 09
1.E + 10/4.E 4 10

4.E 4 01/2.E + 02
3.F 4 04/3.E + 04
2.E + 06/7.F + 05
1.E + 07/1.E + 06
7.E 4 06/7.E + 06
3.E 4 07/2.E + 08

4.E 4 01/2.E + 02
3.F 4 04/3.E + 04
2.F 4 06/7.E + 05
4.E 4 06/7.E + 05
3.E 4 06/7.E + 06
2.E 4 07/2.E + 07

6.E +01/3.E + 02
6.E +04/5.F + 04
1.E + 06/2.E + 06
4.E + 06/2.E + 06
2.E +07/2.E + 07
6.E +07/4.FE + 07

A fentiek is azt mutatjak, hogy nagyobb m értékek esetén az ortogondlis polino-
mokhoz tartozé kondiciészamok lényegesen kisebbek.

A példak jdl illusztraljak, hogy

— ortogonalis polinombéazis hasznalataval a bazismatrixok kondiciészdma drasz-
tikus mértékben csokkenthetd,

— igy lehet6ség nyilik olyan TDMP-feladatok megoldaséra, melyek eddig regu-
laris solverek segitségével nem voltak megoldhatdak.

— A Megoldé algoritmus, til azon, hogy hatékony keretrendszert biztosit mas
polinombézisok hasznélatdra, lehetéséget nydjt a megoldas primal, ill. dual
megengedettségének tetszéleges pontossdgu vizsgalatara is.

A tesztekhez az ILOG CPLEX 9 [25] solverét hasznaltuk, mig a nagy pon-
tossagi szamoldsokhoz a Wolfram Mathematica [62] programnyelvet. Azdta a
fenti algoritmus Java nyelven megirt, Mosek [43] solvert és Apfloat [1] tetszéle-
ges pontossagu aritmetikai csomagot hasznald, implementaciéjanak forraskédja is
megtaldlhaté a Numerical MDMP [46] github projektben.
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4. Alkalmazasok
4.1. A hatvanymomentum problémahoz kéthet6 alkalmazasok
4.1.1. Varhaté hasznossag

Egy (bdrmennyiszer differencidlhaté) u(z), z > 0 hasznossigi fiiggvénytél a
legt6bb esetben minimum azt megkoveteljiik, hogy legyen szigori monoton novek-
v6, tehdt legyen u'(z) > 0. A hasznossigi fiiggvényt kockdzatkeriilének hivjuk, ha
u’(z) < 0 is teljesiil, tehdt ha a fiiggvény szigorian konkév.

Pratt [47] és Arrow [2] kozgazdasigi szempontbdl indokoltak a csokkené kock4-
zatkeriilés fontossdgdt. Az abszolut kockdzatkeriilés Arrow—Pratt-mértéke:

A csdkkenés sziikséges feltétele, hogy u”’(z) > 0. Altalanosabban megkdvetelhet-
jiik, hogy

()" u™(2) >0, n=1,2,... (41)

A (41) feltételrendszert teljesitd hasznossdgi fiiggvényeket Caballe és Pomansky [10]
dolgozata kevert hasznossdgi fligguényeknek nevezi. Hasznossigi fiiggvényekre
hasonld, de szigoribb feltételeket vezetett be Chander [11], a kozgazdasigi indo-
kokrol ldsd Ingersoll [26] dolgozatét.

A tobbvéltozds hasznosséagi fiiggvények teriilete is széles korben kutatott, beve-
zetd irodalomként 1dsd pl. Keeney és Raiffa [28], Dyer és Sarin [16], Dyer, Fishburn,
Steuer, Wallenius és Zionts [15]. A legtébb esetben a tobbvaltozds hasznosségi
fliggvény egyvaltozds hasznossagi fiiggvények szorzatai egyszerli Osszegeként all
el6. Azonban az irodalomban nem nagyon talalhaté olyan kell6en tag, analitikusan
felirhaté fuggvénycsalad, mely a gyakorlatban is j6l illeszthet6. A kovetkezékben
definialt, tobbvaltozds fiiggvénycsalad 1ényegében barmilyen egyvaltozds, megfele-
16 konvexitasi tulajdonsagokkal biré hasznossagi fiiggvényekbdl megkonstrualhatd,
rdaddsul rendelkezik mind a tobbvaltozés hasznosséagi fliggvények altalanossdgban
megkovetelt tulajdonsdgaival, mind a kevert tulajdonsag tobbvaltozos altalanosi-
tasaval.

A tobbvaltozds hasznossagi fiiggvénycsaladot irja le az alabbi definicid.

4.1. Definicié. Legyen k > 1 és D = {(z1,...,24)]e9() > 2 5 =1,...,s}.
Az u hasznossagi fiiggvényt a kovetkezdé médon definidljuk:

u(z1,...,25) :=log [k:(egl(zl) — 1) (e ) — 1) — 1} ) (42)
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ahol (z1,...,2,) € D, és az aldbbi feltételek teljesiilnek:

g;(zj) > 0,
g§i)(zj) >0, ha i > 1 és pératlan,
(i

gj)(zj)go, ha i péros, j=1,...,s.

A g;(z;) tiggvények vélaszthatéak példdul az aldbbiak koziil:

alog(1+§), ahol a >0, b > 0,
ae~®*  ahola >0, b >0,
anz™ + -+ a1z +ag, megfeleléen vélasztott egyiitthatékkal.

4.1. TETEL. (Prékopa és Madi-Nagy [56], Th. 2.1) A (42) fiiggvény konkdv a
D halmazon.

4.2. TETEL. (Prékopa és Madi-Nagy [56], Th.2.2) Minden z = (z1,...,25) €D
esetén igaz, hogy
Ot Tleq (2, .., 2)

0z -+ 0z

>0, hai; + ---+is paratlan,

és . 4
Ot ey (2, .., 24)
0zt -+ - 0z

<0, ha iy + ---+ i, paros.
4.1. Példa. (Prékopa és Mddi-Nagy [56], Ex. 3.2) Tekintsiik az aldbbi fiigg-
vényt,

1.7521+3 __ 1)(61.2522-‘1-2 _ 1)(60.7523+1 _ 1) _ 1} (Zla 29, 23) EZ,

u(z1, 22, 23) = log [(e
ahol
Z=(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9) x (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9) x (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9).
A momentumokat az alabbi valészintiségi valtozok segitségével generaljuk:
X1 =min(X +Y7,9), Xo =min (X +Y5,9), X3 =min (X +Y3,9),
ahol X, Y7,Y5,Ys Poisson-eloszlasi valdszintiségi valtozd rendre 1;2;2,5;3 para-
méterekkel. Megjegyezziik, hogy igy X1, X2, X3 nem fiiggetlenek.

A maximum maéasodrendii vegyes momentumokon és ezenfeliil magasabb rendi
margindlis momentumokon alapulé eredményeket foglalja 6ssza az aldbbi tablazat:
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3 H Minimum

Maximum

m
2 18, 466954935
4 18, 532630264
6 18, 541879509
8 18, 543136443

Ha a vegyes momentumok maximalis rendjét m = 4-re emeljiik, a kapott eredmé-

nyek igy valtoznak:

2 ‘ 3 H Minimum

18, 572924791
18, 550298509
18, 544391959
18, 543344110

Maximum

18, 541926465

m
4
6
8 18, 543148260

m
4 18, 532852070
6
8

18, 550297658
18, 544391052
18, 543343503

A fenti tédbldzatok j6l illusztréljdk a (14) momentumrendhalmaz 1étjogosultsagat:

kell6en szoros korlatok gyakran elérhetdek csak a figyelembe vett marginalis momen-
tumok rendjének novelésével, és igy kevésbé van sziikség az (altaldban nehezebben

kiszdmolhatd) vegyes momentumok maximélis rendjének novelésére.

4.1.2. Tobbvaltozés momentumgenerald fiiggvények korlatozasa
Az X valdsziniiségi valtozdé momentumgenerilé fiiggvénye:
M(t) = E[e'¥], t € R.

Ha M(t) véges a nulla egy nyilt J kornyezetében, akkor a momentumgene-
ralé fiiggvény egyértelmiien determinalja X eloszlasat. Konnyen lathato, hogy ez
esetben M (t) = E[X"e!X], t € J, ebbél pedig kivetkezik, hogy M (0) =
=FE[X",n=12,...

Az Xq,..., X, valdszinliségi valtozok egyiittes momentumgeneralé fiiggvénye:

M(ty, ... ts) = Bleh X1 taXa],

Hasonléan az egyvéltozds esethez, ha M véges az origd egy nyilt kornyezetében,
akkor egyértelmiien meghatdrozza az X = (X, ..., X,) véletlen vektor eloszldsat.
Tovabbi tulajdonsdgai, hogy M(0,...,0,¢;,0,...,0) = M;(t;), i =1,...,s, és

aal+...a5 M

ot o (O 0) = Haras

A témakorrdl bévebben 1asd pl. Ross [58].

Tegyiik fel, hogy X diszkrét, véges tartdju, ismertek az (5) szerinti hatvanymo-
mentumal, és szeretnénk becslést adni a momentumgeneralé fiiggvény értékére egy
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adott (t1,...,ts) helyen. Egyvéltozds esetben Ibrahim és Mugdadi [24] készitett
hasonlé, momentumon alapulé becsléseket.

Rogzitett (t1,...,ts) > 0 esetén az e!1#1T T2 §sszes osztott differencidja
nemnegativ. Hasonldan, ha (¢1,...,ts) < 0, akkor paros (paratlan) m+1 esetén az

m + 1-edik osztott differencidk nemnegativan (nempozitivak) lesznek. Ennek meg-
feleléen M (t1,...,ts) = Ele!rX1++tXs] becslésére az eddig ismertetett TDMP-
korlatozéasi mdédszereinket hasznalhatjuk. Ezt illusztralja az alabbi példa.

4.2. Példa. (Mddi-Nagy és Prékopa [40]) A Min és Max algoritmusok segitsé-
gével adunk korldtokat az aldbbi M (¢1,t2) kétvaltozds momentumgenerald fiige-
vényre, a (t1,t2) = (0,04;0,05) helyen. A momentumokat az X, Xy fiiggetlen
egyenletes eloszldsu, 7, = Zy = {0,...,14} tartéju valdsziniiségi valtozdk segit-
ségével allitottuk eld. A szdmoldsokat Wolfram Mathematica [62] segitségével
végeztiik, a nagy pontossagi dudl szimplex médszert a struktiratételek altal adott
kezdGbazissal inditva. A momentumok maximalis rendjétol fiiggéen az alabbi ered-
ményeket kaptuk:

Lower CPU Upper CPU
1,91194 0,28 1,98564 0,28

m
2
3 1,94560 0,58 1,95640 0,56
4
5
6

1,95009 1,18 1,95108 1,19
1,95051 2,59 1,95060 2,39
1,95053 6,11 1,95056 6,13

Megjegyezziik, hogy az ILOG CPLEX [25] a magasabb rend{i esetekben mar itt is
infizibilitast adott, dacara annak, hogy a példa konstrukciéja miatt 1étezik megen-
gedett megoldas.

4.2. Valészintiségi korlatok

4.2.1. Eloszlasfiiggvények becslése

A tobbvéltozds eloszlsfiiggvényre (CDF) az aldbbi mddon is tekinthetiink
F(Il,...,l‘n> :P(§1 <I1,...7£n <In) :17P(A1UUAT,), (43)

ahol

Tegyiik fel, hogy a CDF értékei m dimenzidig konnyen szamolhatéak (dltaldban
n >>m), tehat az aldbbi valészintiségek adottak:

P(A;, N---NA;), 1<ii<---<ip<n, k<m.

Ezek alapjian mér szdmolhatbak alsé és felsé korlatok a (43) eloszléstiiggvényre, a
(9) szerinti célfiiggvénnyel rendelkez6 (8) binomidlis TDMP segitségével. A madd-
szer olyan esetekben tud hasznos lenni, amikor magasabb dimenzidkra mar nehe-
zen, vagy egyaltalan nem szamolhaté ki CDF értéke integréalassal.
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Az aldbbi példaban 6sszehasonlitjuk a kiilonbozé mddszerekkel kapott alsé és
fels6 korldtokat egy adott Dirichlet-eloszlas esetére. Tovabbi eloszlasfiiggvény-
korldtozasi példék taldlhatéak Bukszar, Madi-Nagy és Szdntai [7] dolgozatdban.

A kovetkez6kben, a momentum feladatokon til, az 6sszehasonlitasba bevessziik
Bukszar és Prékopa [8], Bukszér és Szantai [9] és Bukszar [6] grafelméleti alapokon
nyugvé un. multifa (Multitree) korlataibdl szamitott eredményeket is. A fenti
cikkekben targyalt modszerek hatékony és emiatt népszerli eszkozrendszernek bizo-
nyultak a CDF-korldtozas teriiletén.

Mivel az A; eseményeket tobbféleképpen oszthajuk rész-eseménysorozatokra,
ezért a momentum alapi korlatok kozt kiilon vizsgaljuk az egyvaltozés DMP
alapjén kapott egyvdltozds (Univariate) korldtokat, a kétvéltozés DMP Min és
Max algoritmusaibdl kapott kétvdltozds (Bivariate) korlatokat, a tobbvaltozés Min
algoritmusb6l adédé tobbudltozds (Multivariate) korlatokat, illetve a tobbvaltozds
DMP egzakt optimumait szolgaltaté méasodfaju Csebisev-polinombézist haszndld
polinom (Polynomial) korlatokat.

Mivel ebben az esetben a binomidlis momentumok gy szdmolédnak, hogy
minden egyes metszetvalészinliséget kiszamolunk, majd ezeket Osszeadjuk, igy
nagyobb m esetén mar ez a szamitas is tekintélyes futési idovel, ill. egyre nagyobb
numerikus pontatlansidggal jar. A multifa korldtok nagy elénye, hogy a korlato-
z4as soran nincs sziikség mindegyik metszetvaldsziniiség ismeretére, igy magasabb
rendi momentumok soran is jol hasznalhatoak.

A kovetkezd példa Bukszar, Madi-Nagy és Szantai [7] dolgozatabdl szérmazik,
kiegészitve a polinom korlatok eredményeivel. Tovabbi hasonlé példék talalhatéak
Madi-Nagy és Nagy [38] dolgozatdban. Nem til magas dimenzidkra a Dirichlet-
eloszlds CDF-értékei jol szdmolhatéak Gouda és Széntai [23] implicit rekurziv algo-
ritmusaval. Ezt alkalmazzuk a kévetkez6 példaban is, a futasi idoknél kiilon jelezve
a binomidlis momentumok kiszdmoldsainak idejét (multifa korlatok esetén a valé-
szinliségek kiszdmoldsa az algoritmus futdsa alatt toérténik).

4.8. Példa. A Dirichlet-eloszlds paraméterei és argumentumai az aldbbiak:

index ¢ értékek =z értékek index O értékek z értékek

1 1,5 0,1 11 15 0,1
2 1.4 0,2 12 1.4 0,2
3 1,3 0,2 13 1,3 0,2
4 1,2 0,2 14 1,2 0,2
5 1,1 0,2 15 1,1 0,2
6 1,2 0,3 16 1,2 0,1
7 1,3 0,2 17 1,3 0,2
8 1.4 0,1 18 1.4 0,1
9 1,2 0,2 19 1,2 0,2
10 1,3 0,1 20 1,3 0,1
21 2,1
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m = 3 esetre a Dirichlet-CDF-korlatai:
Korlét értéke ~ CPU (s)

Multifa alsé 0,290188 0,02
Multifa fels6 0,377891 1,41
Egyvaltozds alsé 0,366196 1,22+0,00
Egyvaltozds felsé 0,385005 1,22+0,00
Kétvaltozos alsé 0,366196 1,22+0,01
Kétvaltozos felsd 0,382324 1,22+0,02
Tobbvaltozds alsé 0,366196 1,22+0,02
Polinom alsé 0,366196  1,1849,23
Polinom felsé 0,378233 1,1848,99

Lathato, hogy a legjobb felsé korldtot a multifa médszer adta, mig alsé korlat
tekintetében a momentum feladatok miikodtek hatékonyabban. Felsé korlatok
esetében jél kovethetdek a kiilonb6z6 mddszerek, elméleti szinten is elvart, haté-
konysag kiilonbségei. Lathatd, hogy a polinom fels6 korlat mar nagyon kozel esik
a multifa mddszer eredményéhez. Mivel més esetekben is hasonlé nagysagrendii
eltérést tapasztaltunk, ezért ha nem akarunk tobb kiilonb6zé algoritmust hasz-
nalni, a polinom mdédszer egyszerre lehet alkalmas megfelelé alsé és fels6 korlatok
megadasara. Raadédsul ehhez rendelkezésre all a githubon megtalalhaté Numerical
MDMP [46] implement&cié.

Magasabb rendi esetekben viszont mér gondot jelenthet, hogy a momentumok
kiszamitasahoz rengeteg metszetvaldszintiségre van sziikség. Ezt is illusztraljak az
m = 5 eset Dirichlet-CDF-korlatai:

Korlét értéke CPU (s)
Multifa alsé 0,345615 14,15
Multifa felsd 0,368858 119,46
Egyviéltozés alsé 0,367014  27116,96+0,00
Egyviéltozos felsé 0,367021 27116,964-0,00
Kétvaltozos alsé 0,367014  27116,96+0,13
Kétvaltozos felsd 0,367019  27116,96+-0,60
Tobbvaltozds alsd 0,367014  27116,96+0,06
Polinom alsé 0,367014 27116,96+21,26
Polinom felsd 0,367019 27116,96+28,56

A legszorosabb korldtokat ebben az esetben a momentum mddszerek segitségével
kapjuk, viszont a feladathoz sziikséges momentumok kiszamitési ideje drasztikusan
megnétt. A multifa korlatok nagy elénye, hogy csak az algoritmus sordn felmeriilt
viszonylag kevés szami metszetvaldszintliség kiszamitasara van sziikség, és emiatt
magasabb rendi feladatok esetén is belathaté idon belill eredményt kapunk.
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Osszefoglalva: nagyobb m értékek esetén csak a multifa médszerek segitségével
kaphatunk korlatokat, amik m novekedésével varhatéan egyre szorosabbak lesznek.
A polinom alsé és felsé korlatok eredményei azon esetekben lehetnek hasznosak,
ha a valdszinliségek eleve csak kevés esemény metszetére szamolhatoak, vagy ha
mar az altaluk adott korlatok alacsony m érték mellett is elég szorosak.

4.2.2. Hal6ézatok megbizhatésaga

Tekintsiik az aldbbi aciklikus (N, .A) digrdfot. Legyen N = {c1,...,c,} a
pontok és A C N x N az élek halmaza. Legyen c; a forrds, ¢, a nyelé. A hélo-
zat megbizhatésaga alatt azt értjiik, hogy mekkora valdszintiséggel vezet hibatlan
élekbél allo it a forrdstol a nyeldig.

A korldtozasi feladat az alabbi médon fogalmazhaté meg. Legyen a forrastdl a
nyel6ig vezet6é utak halmaza P, ..., Py, és jelentse A; azt az eseményt, hogy a P;
utak 6sszes éle hibatlan, ¢ = 1,..., N. Ekkor a halézat megbizhatdsiga:

P(AU---UAy).

Annak a val6szinliségét, hogy par it mindegyike hibatlan élekbdl &ll (tehat par A;
esemény metszetének valdsziniiségét) ki lehet beldthaté idén beliil szdmolni.

4.4. Példa. Tekintsiik az aldbbi 8 pontt, 16 élii halézatot: N = {cy,...,cs}
és ./4 = {(Cl, 62), (Cl, 63)7 (Cl, 64), (Cl, 65), (CQ, 63)7 (02, 05), (CQ, 66), (63, (34)7 (03, 05),
(C4a 06)7 (C4> 07)7 (057 06)3 (C5a CS), (067 07)7 (C6a CS); (07» CS)}~

Tegyiik fel, hogy az élek egymastdl fliggetleniil, p valésziniiséggel hibatlanok.
Ebben az esetben csak 23 ut létezik a forrasbdl a nyelébe, és az Gsszehasonlitds
kedvéért a pontos meghizhatdsag is kiszamolhatd az alabbi képlettel:

p? + 6p° + 5p* — 18p° — 33p8 + 26p” + 129p® — 108p?
—273p'0 + 605p!! — 547p'? + 279p'3 — 84p'4 4 14p'® — plb

Az el6z6 szakasz mddszereit hasonlitjuk ossze ebben az esetben is, az ered-
mények grafikus illusztracidja lathaté az 5. és 6. abrakon. Az eredmények azt
mutatjék, hogy az m = 3 esetben altaldban a legjobb korlatot a polinom maédszer
adja, kivéve ha 0 < p < 0, 36, amikor a multifa korlat erésebb. Az m = 5 esetben
végig a polinom korlat a legszorosabb.

Részletekért 1lasd Bukszdr, Madi-Nagy és Szantai [7], ill. Madi-Nagy és Nagy [38].

A fenti két példaban a szamoldsok multifa korldtok esetén Fortran nyelven, az
egyvaltozds, kétvaltozds és tobbvéltozds korldtok esetén C++ nyelven (14sd [45]),
polinom korldtok esetén pedig Java nyelven Mosek solverrel (lasd [46]) torténtek.
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5. Osszefoglalds, tovabbi kutatasi irdnyok

A dolgozat tsszefoglalta a tobbvaltozés diszkrét momentum probléma fogal-
mait, megoldasi mddszereit, alkalmazasi teriileteit. Sok esetben ismerjitk a dual
megengedett bazisok kelléen nagy szamossigi halmazat, ezek segitségével pedig
kozvetlen, akédr képletszerii korlatokat adhatunk, illetve kezdébazisként is hasznéal-
hatjuk 6ket dudl szimplex megoldé algoritmusokhoz. Ismertettiink egy mddszert,
mellyel lényegében barmilyen TDMP-feladat numerikusan stabilan megoldhato.
Bemutattuk, hogy a TDMP kozvetleniil alkalmas specidlis fiiggvények varhato
értékének becslésére, illetve a binomidlis momentumokon keresztiil valésziniiségek
korlatozésara.

Az egyik legfontosabb mdédszertani nyitott kérdés, hogy

— létezik-e olyan (gyakorlatban is haszndlhat6) TDMP-feladat, mely esetén a

dudl megengedett bazisstruktiurak teljes halmaza leirhaté.

Erdekes, még nem vizsgalt teriiletek lehetnek példaul:

— hogyan lenne hasznalhaté a TDMP ’k-out-of-r’ tipusi halézati megbizhatosa-
gok becslésére, ill. esetleg mds sztochasztikus hdlézati feladatok (pl. PERT)
esetén,

— a TDMP és a tobbvaltozds Lagrange-interpolécié kapcsolatanak vizsgalata,

— nem egzakt momentum informéciékkal rendelkezé TDMP-feladatok vizsgé-
lata.

Masok &ltal folytatott diszkrét momentum probléméval kapcsolatos kutatdasok
koziil érdekes irdny példaul a nem feltétleniil egész kitevéjli hatvanymomentumok
hasznélata, 14sd Ninh és Prékopa [44]. A mdsik inteziven kutatott irdny, hogy
unimodalitast feltételezve az eloszlasrdl, hogyan javithatéak a korlatok, lasd pl.
Subasi et al. [61]. Prékopa Andrds egyik utolsé publikdcidjaban (Prékopa, Ninh és
Alexe [57]) két tarsszerzbjével kozosen nagyon szép kapcesolatot tart fel a diszkrét
és a folytonos korldtoz6 momentum problémak kozott.
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MULTIVARIATE DISCRETE MOMENT PROBLEMS AND THEIR APPLICATIONS

GERGELY MADI-NAGY

The multivariate discrete moment problem was introduced by Andras Prékopa in the late
80’s. He showed that the problem can be modeled as a (poorly conditioned) linear programming
problem. Under certain conditions of the objective function, it was possible to describe the
complete set of the dual feasible bases, and on this basis, to develop a numerically stable dual
solving algorithm. The methodology provides us with numerical as well as closed-form sharp
probability bounds. They can be used e.g. for estimating cumulative distribution function
values, bounding network reliability, and constructing Boole-Bonferroni type inequalities.
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I wrote my Ph.D. thesis under the supervision of Andras Prékopa on the topic of multivariate
generalization of the discrete moment problem. During our joint work, which continued after
the PhD degree, we studied the feasible basis structures of the multivariate case with different
moment conditions, supplemented by new applications (e.g. expected utility estimation). With
multivariate modeling, it has been possible to give better bounds than the results of the univa-
riate model in many applications, and to develop Boole-Bonferroni-type inequalities using mixed
moments.

This article summarizes the results of our joint work and their further developments. I re-
commend the paper to memory of Andréds Prékopa.
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