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ROVIDEN A PERT VALOSZINUSEGI MEGKOZELITESEROL

MONHOR DAVAADORZSIN

Amerikaban az 1950-es években kezdtek el dolgozni a Polaris Program
néven ismertté valt rakétafejlesztési projekten. Ennek keretében sziiletett
meg a PERT (Program Evaluation and Review Technique) modell, amely a
bonyolult projektek tervezésének, tsszehangolasanak és iranyitdsanak mate-
matikai modellezésére, valamint ezen beliil a véletlen tevekénységi idok meg-
felel6 kezelésére és koordindlasédra szolgdl. A , The US Navy Special Projects
Office” fejlesztési programjainak tervezésével és a munka folyamatanak kiér-
tékelésében alkalmazand6 matematikai médszerek tanulméanyozasaval, illetve
fejlesztésével foglalkozé munkacsoport 1958. januar 27-én kezdte meg munka-
jat, ezért ehhez a datumhoz kotik a PERT-modell kidolgozasanak a kezdetét.

A modellr8l Malcolm, Roseboom, Clark és Fazar [15] 1959-ben tudo-
manyos cikket publikélt, az azdta eltelt id6 alatt pedig a PERT-modell az
operaciékutatas egyik fontos eszkozévé valt. Az elmuilt kozel 60 év alatt
terjedelmes irodalom foglalkozott a PERT-tel. A tanulmanyok tilnyomé
része a PERT numerikus, menedzsment és modellmiikodtetési aspektusaval
foglalkozott. Azonban a PERT valésziniliségi aspektusaval viszonylag keve-
sen foglalkoztak, bar szép szammal akadnak valészintiségelméleti szemponti
tanulményok is. Jelenleg nincs altaldnosan elfogadott modell vagy egységes
elmeléti koncepcié a PERT valészintiségelméleti tanulmanyozasaban, vannak
azonban kiilonb6z6 hozzadllasok és kezdeményezések.

Jelen dolgozat a PERT-modell valészintiségi megkozelitését roviden Sssze-
foglalé kozlemény, valamint néhany megjegyzésben ismerteti a PERT-modell
keletkezésének torténetét is.

1. Bevezetés

Az 1950-es években az iparilag, gazdasagilag fejlett orszagokban — mind a hadi-
iparban, mind a polgéri célu ipari-gazdasagi tevékenységekben — felvet6dott a tobb-
komponensii, bonyolult projektek tervezése, Gsszehangoldsa és iranyitdsa mate-
matikai modellezésének és azon beliil az id6optimalizalasi problémak megoldasa-
nak kérdése. E problémakor megolddsara két modell sziiletett: a CPM (Critical
Path Method, magyarul kritikus 4t mddszer) és a PERT (Program Evaluation and
Review Technique, magyarul projektek kiértékelési és djratervezési mddszere).

Alkalmazott Matematikai Lapok (2018)



68 MONHOR DAVAADORZSIN

Az azéta eltelt 60 év alatt mindkét modell széles korli gyakorlati alkalmazést nyert,
a CPM és a PERT az operacidkutatas egyik fontos eszkozévé valt.

Egy nagy projektet szdmos kis részprojektre, vagyis tevékenységre lehet fel-
bontani. E tevékenységek kozott a megelozési relaciékat ugy szemléltetjiik, hogy
a tevékenységeket egy iranyitott graf éleivel azonositjuk. Az Osszes egy csucsba
iranyulod tevékenységet be kell fejezni azel6tt, miel6tt barmelyik kifelé iranyitott te-
vékenységet elkezdenénk. Ily mddon egy projektet alkoto kiilonféle tevékenységek
végrehajtasanak egymastdl vald fliggdségét leird graf a kovetkezéképpen definidl-
haté.

1.1. Definicid. Az aldbbi hdrom tulajdonsiggal rendelkezd irdanyitott (N, .A)
grafot projektgrafnak nevezziik, ha

(i) létezik s € N tgynevezett kezdSpont és s’ € N tgynevezett végpont;
(ii) az (N,.A) irdnyitott graf hurokmentes;

(i) minden z € N — {s, s’} esetén van s-bél z-be és z-bdl s'-be vezetd 1t.

Ha egy (N, .A) projektgraf minden éléhez hozza van rendelve egy nemnegativ
valés szam, akkor a grafot CPM terviitem hélénak, s e szamokat a tevékenységek
végrehajtasi idoinek, vagyis roviden tevékenységi idoknek nevezziik.

Ha egy (N, .A) projektgraf minden éléhez hozza van rendelve egy nemnegativ
folytonos valdszintliségi valtozo, és a kiilonboz6 élekhez tartozé valdszinliségi val-
tozdk egymadstol fliggetlenek, akkor a grafot PERT terviitem hélénak nevezziik.
E valdszinfiségi véltozokat (véletlen) tevékenységi id6knek nevezziik.

A sztochasztikus programozési problémat Prékopa Andras altaldban a kovet-
kezOképpen szokta megfogalmazni: a sztochasztikus programozasi problémak meg-
fogalmazasakor determinisztikus problémakbdl indulunk ki, melyek altaldban line-
aris vagy nem linedris matematikai programozasi feladatok. Eszrevesszﬁk, hogy a
feladatban szereplé bizonyos mennyiségek a valésagban nem determinisztikusak,
hanem valdszintiségi valtozok, és emiatt ebben a mar megfogalmazott formaban
nem megfelel6k. Olyan 14j feladatot (modellt) fogalmazunk meg, amelyben mdr
szerepet jatszik a véletlen mennyiségek valdsziniliségi viselkedését leird valdszint-
ségeloszlas is. Ez az 1j feladat altalaban egy matematikai programozasi feladat,
amelyet sztochasztikus programozasi feladatnak neveziink. Azt a feladatot pedig,
amelybdl kiindultunk, determinisztikus alapfeladatnak nevezziik (Prékopa és Szén-
tai [25]). Ugy latszik, hogy ez az elv nem csak a sztochasztikus programozasi fel-
adatokra korlatozodik, hanem maés sztochasztikus optimalizaldsi modellezésre is,
példaul a PERT-modellre is kiterjeszthetd.

A CPM és a PERT terviitem halékkal kapcsolatos fenti definiciék formailag
eltérnek a szokdsos megfogalmazasoktdl. Az eltérés csupan annyi, hogy a Prékopa-
féle gondolkoddsméd figyelembevételével a Klafszky [12] dltal megadott CPM és
PERT terviitem halokra vonatkozé definicidkat kicsit médositottuk.A definiciékbdl
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lathaté az is, hogy a CPM-modell felfoghaté a PERT terviitem haléra vonatkozé
sztochasztikus optimalizalési feladat determinisztikus alapfeladataként.

A Prékopa-féle megfogalmazas egyszeriien és vildgosan megmutatja a szto-
chasztikus programozasi modellalkotasi folyamatot, s igy médszertani jelentoséggel
bir.

A sztochasztikus PERT-tel sokan foglalkoztak, a tanulményok tilnyomé része
a PERT-probléma szamitdsi, menedzsmenti, szervezési, illetve modellmiikodte-
tési aspektusara és a PERT &ltal generalt determinisztikus modellekre vonatko-
zik, mely teriileteknek terjedelmes irodalma van. Ezekhez a problémakorokhoz
képest a PERT val6szintiségi aspektusaval viszonylag kevesen foglalkoztak, bar
szép szammal vannak valoszinliségelméleti szempontu tanulmanyok is. Azonban
a PERT-modell valésziniiségi vonatkozdsai még mindig nem tisztdzottak kielégitd
modon.

Jelen dolgozat a PERT-modell valészintiségelméleti vonatkozasainak rovid at-
tekintésével foglalkozik, mikézben néhiny megjegyzés erejéig kitér a modell kiala-
kulasanak torténetére is.

2. Megjegyzések a PERT-modell keletkezésének torténetéhez

A PERT- és a CPM-médszer keletkezésének torténete altalanos értelemben
tobbé-kevésbé ismert. Ezzel kapcsolatban a koévetkez6 megjegyzést szoktak emli-
teni. Az 1950-es években, Amerikdban a Polaris Program néven ismertté valt
rakétafejlesztési projekt megvaldsitasa soran dolgoztik ki a PERT-médszert. Ezzel
koriilbeliil egy idében fejlesztettek ki hasonlé mddszert az E. I. duPont de Nemours-
ndl (Newark, Delaware, USA) egy kémiai gyér tervezése kapcsan.

Azonban az ilyen tipusi megjegyzések tulsagosan altalanosak, hidnyoznak beld-
liikk olyan konkrét, pontos informéaciok, amelyek elésegithetnék annak megértését,
hogy mi volt a modellalkotast alapvetéen meghatarozo tényezo, s egészen konkré-
tan hogyan is sziiletett a PERT-modell és egyéb hasonlé modellek.

A Bolyai Jdnos Matematikai Térsulat Az operdcickutatds matematikai modsze-
rei cim jegyzetsorozata keretén beliil 1969-ben jelent meg Klafszky Emil Hdldzati
folyamok cimii konyve [12], amely — tudomdsom szerint — az els6 magyar nyelvii
mil, amely a hélézati folyamokkal foglalkozik. A konyv konkrét példdkkal illuszt-
ralva jol targyalja a haldzati folyamok alapvetd témakoreit és azok alkalmazésait,
s mara mar klasszikussa valt. A konyv nyolcadik, Terviitemezési mddszerek cimi
fejezete alapvetéen a CPM-mddszerrel foglalkozik, s az utolsé rovid szakasza ad
bevezetést a PERT-modellezésbe. Azonban ennek a szakasznak a torténelmi meg-
jegyzései nagy részben keveredtek a CPM-moddszer keletkezésének torténetével.
A Sztochasztikus iddtervezési feladat (PERT) cimi szakasz végén talalhaté rovid
megjegyzésben a kovetkezd olvashaté: ,,A CPM (Critical Path Method) és a PERT
(Program Evaluation and Review Technique) modelleket az 1950-es évek elsé felé-
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ben a RAND corporation-ndl dolgoztdk ki. Kezdetben ezeket titkos (secret) ered-
ményekként kezelték, igy nem hoztak nyilvinossdgra. Az elsd publikdciok, amelyek
a probléma megolddsdt nyilvdnossdgra hoztdk, Ford [6] és Minty [18] dolgozatai
voltak.” Mivel ezen megjegyzések kivételével a PERT-r6l szélé6 magyar nyelvi
irodalom eddig nem foglalkozott a PERT torténetével, azért a késébbiekben is
hasznos lehet a torténelmi megjegyzések pontositasa, bar valgjdban csak egy apro
észrevételt szeretnék ezzel kapcsolatban megfogalmazni. Ahogyan latni fogjuk a
kovetkez6 szakaszban, a PERT-et nem a RAND Corporationnél dolgozték ki. Ford
[6] és Minty [18] dolgozatai nem foglalkoztak a PERT-tel, hanem egyértelmien a
CPM-moédszerhez kapcsolhatok.

Kall és Wallace [10] konyvében taldlhaté egy altaldnos megjegyzés: ,,... When
PERT was introduced in 1959, it was seen as a method for analysing projects
with stochastic activity durations. Howewver, the way in which the randomness
was treated quite primitive. Therefore, despite historical setting, many people
today view PERT as deterministic approach, simply disregarding what the original
authors said about randomness.”

A sztochasztikus programozasban Peter Kall és Stein Wallace ismert, j6 szakér-
tok, s tanulsdgos azon észrevételilk, hogy a PERT-re sokan determinisztikus meg-
kozelitésként tekintenek. Az alkalmat megragadva megjegyezziik, hogy személyes
beszélgetésiink soran Prékopa Andras is ugy vélte, hogy a PERT valdsziniiségi
vonatkozasaiban egyelére még nincs lényeges eredmény.

Viszont az eredeti PERT valdszintiségi megkozelitésre vonatkozdan Kall és
Wallace ,,...was treated quite primitive”. kritikajat kicsit tdlzottnak tartom, mert
a PERT alkotéi viszonylag jol és gyakorlatiasan oldottak meg igen komplikalt
és nagyméretii projektekben felmeriild, bonyolult véletlen jelenséget. Az eredeti
PERT-terviitemhalé 3000 koriili szamu tevekénységet tartalmazott. Akkoriban
ilyen méretnél a véletlenszerliség modellezése igen nehéz feladat lehetett, hiszen a
PERT-modell sziiletési idejében a sztochasztikus optimalizdlas még gyerekcipében
jart.

A The Fleet Ballistic Missile Program (réviditve Polaris vagy Polaris program)
nevl hadiipari projekt szervezési és kivételezési munkait az amerikai haditengeré-
szetben kezdték el, és e munka irdnyitéjavd William Francis Rabornt (1905-1990),
a haditengerészet tisztjét nevezték ki 1955. november 8-an. Raborn admirdlis
szakmailag tapasztalt tengerész, mérnok és miiszaki menedzser, ezen til igen jo
szervezO egyéniség volt. Ezt kovetden 1955. november 17-én létrehoztdk a The
US Navy ’Special Projects Office’-t (SPO). Az SPO célja a tengeralattjérérdl indi-
tott ballisztikus rakétarendszer fejlesztése volt. Az ilyen tipusi rakétdkat nevezik
polarisnak, innen ered a Polaris program elnevezés. Az 1956. év folyamén az SPO
bonyolitatta a projekt tervezésével, 6sszehangolasaval és irdnyitasaval kapcsolatos
elokészitési, illetve szervezési munkat, és késobb 1étrejott egy fejlesztési csoport,
amelynek tagjai az SPO tagjaibol, valamint mas tandcsadd és fejleszté cégbeli
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munkatarsakbdl alltak, feladatuk a Polaris program tervezése, koordinélasa, ira-
nyitasa és kivételezése volt.

A PERT, Program Evaluation Research Task, Summary Report Phase 1 [24]
kutatasi beszdmolé a kovetkez6 mondatokkal kezdodik: ,, This report summarizes
the work and results of the first phase of Project PERT (Program FEvaluation
Research Task). The project began on 27 January 1958 with the purpose of studying
the application of statistical and mathematical methods to the planning, evaluation,
and control of the program of the Navy Special Projects Office...” EbbOl lathato,
hogy akkoriban a PERT elnevezés a Program Evaluation Research Task kifejezés-
bol képzett betiiszé volt. Ez az elnevezés késobb a Project Evaluation and Review
Technique-re médosult, de a PERT betiiszé ettél nem valtozott meg.

3. A PERT eredeti valésziniiségi megkozelitésérol

A PERT kezdeményez6i altal javasolt valdsziniiségi megkozelitést és annak
modellalkotasi hatterét a Special Projects Office, Bureau of Naval Weapons Depart-
ment of the Navy, Washington, D. C. 1958. juiliusi Program Evaluation Research
Task Summary Report Phase 1 cimi 35 oldalas kutatasi beszamolobdl és az 1959-
ben Malcolm et al. [15] dltal kozzétett tudoményos cikkbél ismerhetjitk meg korrekt
mddon. A [15] cikkben Malcolm et al. az aldbbiakat irjak:

The PERT team felt that the most important requirement for project evaluation

at SPO|[Special Projects Office] was the provision of detailed, well-considered

estimates on the time constraints on future activities. Hence it seemed impera-
tive that each planned acivity, no matter how far into the future, a carefully
considered time estimate must be obtained. The qualifications of a person
making such an estimate must include a thorough understanding of the work

to be done. Furthermore, the time estimates for some activities such as a

research and development, are highly uncertain. This uncertainity must be

exposed. Ideally for each activity we should have a probability distribution of
the times that the activity might require as explained below, we focused attention
on a few parameters of the distribution such as the range.

E szovegkivonat minden egyes mondata egyértelmien leirja azokat a legfonto-
sabb tényezoket, amelyeket mindenképpen figyelembe kellett venniiik a modellalko-
téknak a PERT tevékenységi id6 modellezése sordn. Azonban a kiegészités, illetve
az elemzés miatt az aldbbiakban néhany megjegyzést szeretnék flizni a szovegkivo-
nathoz. A fentiek alapjan némi egyszertisitéssel elmondhaté, hogy a PERT-modell
eredetileg egy hadiipari kutaté és fejlesztd projekt kivételezési idejének optimali-
zalaséat célzo sztochasztikus optimalizaldsi probléma volt, hiszen a valés helyzetbol
adédéan abbdl a felismerésbol indultak ki, hogy a tevékenységi idok valdszintiségi
valtozok. Ezutdn két alapvetd problémdt kellett megoldani: (i) a tevékenységi
id6k modellezésére konkrétan milyen valészintiségi valtozdk a legalkalmasabbak?
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(ii) a tevékenységi id6k eloszldsdnak ismeretében hogyan hatérozzuk meg az egész
projekt varhaté idGtartamét?

Azonos koriilmények kozott egymdéstol fiiggetleniil tijra és djra ismétlédo jelen-
ségekben (pl. tomeggydrtdsban, statisztikai mindség-ellenérzésben, mérési hibdk
matematikai feldolgozdsdban és egyebekben) a statisztikai tesztelés, a paraméter-
becslés és egyéb statisztikai dontést tamogaté statisztikai eljarasok jol bevalt esz-
kozok. Azonban a kutaté-fejleszto projektek tevékenységei — kiilonosen a Poldris
program esetén — nem ilyen ismételhetd jelenségek. Eppen ezért, az els6 probléma,
megoldasaban nem voltak alkalmazhatdk az eloszlasfiiggvény illesztésére vonatkozo
statisztikai mddszerek, kovetkezesképpen szakértéi véleményekre tamaszkodva, az-
az szubjektiv valdsziniiségi megfontolds alapjan dontottek a béta-eloszlas mellett.
Ezt a véleményt tdmasztjak ald a fent emlitett torténelmi tények és a Malcolm
et al. [15] azon visszaemlékezése, amely szerint , this result was derived under the
assumption that the beta distibution is an adequate model of the distribution of an
activity time. The choice of the beta distribution was dictated by intuition because
empirical evidence is lacking.”

A masodik problémat, az egész projekt varhaté idétartamanak meghatarozasat
ugynevezett ,three-time estimation” bevezetésével oldottak meg. Ez a harom idé
egy tevékenységi idére vonatkozé legrosszabb (leghosszabb) idd, azaz pesszimista
id6becslés, a legjobb esetre szdmit6 id6 (a legrévidebb id6), vagyis optimista idé-
becslés és a legvaldsziniibb id6. Egy adott tevékenység esetén ezt a harom idot
szakértok véleménye alapjan hataroztdk meg. Ha az optimista id6 a, a pesszi-
mista id8 b, és a legvalészintibb idé m, akkor a tevékenységi id6 eloszldsa az [a, b]
intervallumon az m modusszal rendelkez6 béta-eloszlas lesz. Ezutan a varhaté
tevékenységi idét E(t) = %’"H’ képlettel szamitottak. Ily médon a PERT-
modellben az egész projekt varhato idétartamanak becslése egy determinisztikus
terviitem feladatta alakult at.

Az E(t) = %m*b képlet hattere a kovetkez&képpen interpretalhato.

a+4m+b 1 4 1
=g tmg b

Bl == 6 6

ami azt jelenti, hogy az optimista ido, a legvaldsziniibb id6 és a pesszimista id6
rendre é, %, % valésziniiségi sillyal szamitott varhato értéke megadja a varhaté
tevékenységi idot.

A 2. fejezet végén emlitettiik, hogy a PERT elnevezés eredetileg a Program
Evaluation Research Task kifejezésbol képzett betiliszé volt. De eredetileg miért
szerepelt a Research Task (kutatdsi feladat) sz6 a PERT elnevezésben? Mar a
kezdet kezdetén is, a PERT-mddszer nem csak egy nagy kutatéd-fejleszto projekt
kezelésére, hanem egy teljesen 1j tipusi hadiipari fejlesztés levezénylésére lett 1étre-
hozva. Ezért a projekt megvaldsitasaban a tevékenységi idok, illetve idétartamok
teljes mértékben el6relathatatlanok, azaz tudomanyos szakkifejezéssel élve, valdszi-
niiségi valtozok voltak. A projekt 4j tipusi menedzsmentjének modellalkotasdaban
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ezeknek a véletlen idétartamoknak a matematikai kezelése egy kutatasi feladatként
meriilt fel. Ily médon a Research Task sz6 haszndlata természetes volt, viszont
a kifejlesztett modell alkalmazdsa sordn a mar feldllitott PERT-modell adatainak
és paramétereinek 1jboli és ujbdli kiértékelésére, illetve mddositasara volt sziik-
ség. Valoészintileg ezért cserélodott ki a ,, Research Task” a ,,Review Technique”
kifejezésre.

4. PERT valésziniliségi megkozelitése napjainkban: révid dsszefoglald

A PERT-tel foglalkozé valdszintiségelméleti szemponti tanulményokban van-
nak kiilénb6z6 hozzaallasok, illetve kezdeményezések, azonban jelenleg még nincs
altalanosan elfogadott modell vagy egységes elmeléti koncepcio.

Az eredeti PERT éltaldnositasaként a béta-eloszlas helyett mas eloszldsokat
prébaltak alkalmazni, igy példaul a gamma-eloszlast, az exponenciélis eloszlast, a
normalis eloszlast, a lognormalis eloszlast, az egyenletes eloszlast és a haromszog el-
oszlast is tébben javasoltdk (Charnes, Cooper and Thompson [2], Kamburoski [11],
MacCrimmon and Ryavec [14], Mohan, Gopalakrishnan, Balasubramanian and
Chandrashekar [19], Martin [16], Monhor [20]). E tanulményok lényege az volt,
hogy a tevékenységi idot reprezentald valdsziniiségi valtozdkat valamilyen deter-
minisztikus mennyiségekkel helyettesitették, leggyakrabban a varhaté értékiikkel
vagy a legvaldsziniibb értékiikkel, s ezutan determinisztikus idotervezési technikat
alkalmaztak. Ennek a hozzdallasnak az az elénye, hogy a CPM-mddszer numeriku-
san jol fejlesztett determinisztikus eljarasai rogton alkalmazhatéva valnak. Azon-
ban, a ,korai és gyors” determinizdlasnak, azaz a tevékenységi id6 szintjén torténd
determinizaldsnak az a stulyos ara, hogy a projekt egészében rejloé véletlenszerti-
séget nem tudjuk kell6képpen figyelembe venni.

Ha egy projekt megvaldsitasi idejének véletlen 1étét kell6képpen akarjuk figye-
lembe venni, akkor a tevékenységi id6ket nem determinizalhatjuk, hanem az egész
projekt megvaldsitasanak idejét modellez6 valdszinliségi valtozd eloszlasat vagy
legalabb annak fontos paramétereit kellene tudnunk figyelembe venni.

Tegyiik fel, hogy az (N, A) PERT-terviitemhdl6 kezdSpontjabdl a befejezd
pontjéba vezetd Osszes utat meghatdrozzuk, s ezt a halmazat Il-vel jeloljiik. Jelolje
tovabba A(my), k = 1,2,...,q, a m Ut véletlen hosszét, azaz a 7y, Gthoz tartozé
tevékenységi idOk Osszegét. Ez azt jelenti, hogy A(mg) nem més, mint a 7 1t
megvalositasi idejét leird valdszintiségi valtozo.

Ekkor a

¢ = max {\(my) : m, € II} (1)

valészintliségi valtozot az (N, A) PERT-terviitemhdlé megvaldsitdsi idejének (comp-
letion time) szokés nevezni.

A PERT-terviitemhdlé kezd&pontjabdl befejezd pontjaba vezeté Osszes ut
szdma 4ltaldban nagyon nagy, és az egyes utak kozos éleibél (tevékenységeibdl)
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adédé sztochasztikus fiiggéségek miatt az (1) megvaldsitdsi idé valsziniiségi elosz-
ldsdnak numerikus meghatarozasa — ha egyaltalan lehetséges — rendkiviil nehéz.
Egyébként az emlitett nagy szamu 1t 1étezésén til, ha az egyes utakat reprezen-
talé valosziniiségi valtozdk nem fiiggetlenek, azaz sztochasztikus fiiggéségek dllnak
fent kozottiik, akkor csupan csak azok maximumai eloszlasdnak numerikus meg-
hatarozasa is nagyon nehéz feladat. fgy érthet6, hogy a kutatasok féiranya a
megvaldsitdsi id6 varhatéd értékének, valdsziniliségi eloszldsdnak approximacidja és
korl4tai meghatdrozdsa lett (Birge és Maddox [1], Devroye [3], Dodin [4], Klein-
dorfer [13], Fulkerson [7], Iida [9], Meilijson és Nédas [17], Monhor [21], Prékopa és
Long [26], Prékopa [27], Prékopa, Széntai és Long [28], Robillard és Trahan [29],
Szantai [32], Sculli [30]).

Prékopa Andréas és Long [25] kideritette, hogy ha a tevékenységi id6k alulrdl és
feliilrél korlatos valdszintiségi valtozok, akkor e valdszintiségi valtozok barmilyen
relacidja esetén viszonylag kevés a kritikus utként a széba johet6 utak szama.
Tovabba kozoltek két olyan algoritmust, melyek segitségével a kritikusként széba
nem johet6 utakat elimindlni lehet. Ez az eredmény nemcsak a megvaldsitédsi idé
tekintetében, hanem a PERT tanulmanyozasdnak és alkalmazdsdnak tobb maés
teriiletén is igen hasznosnak bizonyult (Szantai, Prékopa és Long [27], Szantai
31]).

A PERT megval6sitési idejére vonatkozé kiilonféle kozelitések és korldtok hasz-
nos informéciékkal szolgalnak, azonban ezek nem tudnak azonositani egy konkrét
utat, amely a CPM kritikus 0t sztochasztikus analégja lenne. E hatrany kikii-
szobolésével eddig nemigen foglalkoztak, kivéve egy-két esetet (Elmaghraby [5],
Monhor [22]).

Egy rogzitett mp, k =1,2,...,q esetén a

P (M) > Nmgr), Ve € 1Ly 7 mir) (2)

valészinliséget Elmaghraby [5] a m, Ut kritikussdgi indexének (path criticality
index) nevezte el. Nyilvdn az az ut, amelyre a (2) valdszinliség maximalis, valszi-
niiségi értelemben kritikus 1t lenne. Ily médon Elmaghraby a CPM determinisz-
tikus kritikus ut PERT-beli sztochasztikus megfelel6jét probalta meg definidlni, s
ebben az értelemben ez a prébalkozas egy figyelemre mélté kezdeményezés volt.
Azonban, ez a megkozelités két ok miatt sem jarhaté at. Elészor is, tobbdimenzids
korrelalt valészintiségi valtozok esetén a (2) valdsziniiség numerikus meghatdrozdsa
kozismerten igen nehéz feladat. Ezért a nagyon magas dimenzié és a korrelaltsag
miatt a 7, Ut hosszat az Osszes tobbi 1t hosszaval Osszehasonlité valdszintiség,
azaz a (2) valésziniiség numerikus meghatérozdsa vallalhatatlan feladat. Tovabba,
a (2) elméletileg sem tud a kit{izoétt célnak megfeleld valésziniliséget eredményezni,
hanem anndl sokkal kisebb valészinliséget tudna csak adni, amint ez rogton lat-
hat6 Prékopa és Long [26] eredményébdl. Monhor [22] a CPM kritikus it PERT
sztochasztikus megfelel6jének egy lehetséges valtozatdval foglalkozott. A CPM
esetén az utak hosszainak halmaza nyilvin nemnegativ valds szamok halmazaként
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foghato fel, viszont a PERT esetén a valdszintiségi valtozék halmazarél van szé.
A halmazstruktira szemszogéb6l nézve az els6 esetben, azaz a CPM esetén a
valés szdmok rendezési relacija révén a determinisztikus utak (pontosabban az
utak hosszai) egy teljesen rendezett halmaz. Ezzel szemben valdszinf{iségi valtozok
kozott nincs ilyen természetes rendezési relacid, két valdszintiségi valtozd szokdsos
maximuma egy Uj valésziniiségi valtozot eredményez, més széval a max(.,.) nem
nem tud egy olyan konkrét utat adni, amelynek hossza a projekt megvalésitasi ideje
lenne. Erre az észrevételre alapozva Monhor [22] definidlt a {\(7) : k € 11} halma-
zon egy rendezési reldciét, azon feltétel mellett, hogy a (), k € II utak hosszai
t6bbdimenziés normélis eloszldsiak. A definiciéban csak a korreldlt kétdimen-
zi6s normélis eloszlas valdszinlisége szerepel, s annak numerikus meghatarozasa
nem annyira nehéz. Tovabba erre alkalmazhaté egyszert valészintiségi korlatok is
vannak, pl. Monhor [23]. Elfogadhaté az a feltétel is, hogy a véletlen utak hossza-
inak egyiittes eloszldsa tobbdimenziés normalis, hiszen ha a tevékenységi idok
nem normalis eloszlasiak, akkor is a kézponti hatareloszlas tétel alapjan az utak
hosszait t6bbdimenzids normalis eloszlassal kozelithetjiik.

Szantai [33] a valdszinliséggel korldtozott programozasra alapozva a PERT egy
14j modelljét allitotta fel. Ebben a modellben a tevékenységi idéket nem deter-
minizalta, hanem ezeket a véletlen idGket el6irt valésziniiségi szinten feltételként
szerepeltette, és a projekt idGtartamat minimalizdlandé célfiiggvényként kezelte.
Szantai [33], Gouda és Szdntai [8] numerikusan is tanulményoztdk a modellt, illet-
ve a modellt alkalmaztak mind t6bbdimenzidés normélis, mind Dirichlet-eloszlast
tevékenységi idok feltételezése mellett, s érdekes, a gyakorlatban is jol értelmezheto
eredményeket értek el.

5. Zaré megjegyzések

Ahogyan a harmadik szakaszban emlitettiik, a PERT-modell megalkotdsaval
foglalkozo6 kutato-fejleszté munka hivataloson 1958. januar 27-én kezdodott. Ez azt
jelenti, hogy a folyé év a PERT megsziiletésének 60. évforduldja — tobbek kozott
ez adta jelen iras elkészitésének gondolatat. Ezen til, az Alkalmazott Matematikai
Lapok e kiilonszama Prékopa Andras professzorom tiszteletének van szentelve, aki
jelent&sen jarult hozza a PERT valdszintiségi aspektusai tanulmanyozisahoz.

A sztochasztikus PERT egy sokoldald, terjedelmes irodalommal rendelkezé
teriilet, ily médon e teriilet Osszefoglaldsa meghaladnd szerény erémet. Ezért egy
szlikebb részteriiletre, a PERT valdsziniiségi megkozelitésére, azon belill is tovabb
sziikitve, a determinisztikus kritikus 1t sztochasztikus megfeleldjének kereséséhez
direkt, vagy indirekt médon sorolhaté témakordkre szoritkoztam a jelen dolgoza-
tomban.
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6. Koszonetnyilvanitas

A szerz6 koszonettel tartozik egy anonim birdlénak, aki a jelen dolgozat meg-

fogalmazasat nyelvileg javitotta néhdny helyen.
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A SHORT EXPOSITORY OVERVIEW
ON PROBABILISTIC APPROACH TO STOCHASTIC PERT

DAVAADORJIN MONHOR

On January 27, 1958, under the direction of The US Navy ,,Special Projects Office” a research
team began to develop a mathematical model for the management of planning and evaluating of
the Polaris program. The team developed a new model called ,,Program Evaluation and Review
Technique (PERT)”. In 1959 Malcolm et al., [15] published a paper on this model. Since this
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publication, PERT has emerged as a successful tool of Operations Research. Over the last 60
years, a voluminous number of papers have been devoted to studies on PERT, and a vast majority
of the research has, however, been carried out on the topics of computational, managerial and
operational aspects of PERT. The probabilistic nature of the PERT model seems to be still not
understood properly, although there has been appeared a number of papers on the topic. The
present paper discusses probabilistic aspects of the PERT model in historical setting.
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