Alkalmazott Matematikai Lapok 35 (2018), 57-65

A VALOSZINUSEGELOSZLAS HATASA AZ EGYUTTES VALOSZINUSEGI
FELTETELLEL KORLATOZOTT SZTOCHASZTIKUS PROGRAMOZASI

FELADATOK OPTIMUM ERTEKERE!

SZANTAI TAMAS

A dolgozat {6 célkitlizése annak a vizsgédlata, hogy egy egyiittes valdszi-
niiséggel korlatozott sztochasztikus programozasi feladat optimum értékében
mekkora valtozasokat eredményezhet, ha megvaltoztatjuk az egyiittes valé-
szinliségeloszlas tipusat, mikdzben tigyeliink arra, hogy az Gsszes els6 és ma-
sodik momentum (véarhaté érték, szérds, korreldcid) azonos legyen. Harom
eloszlast tekintiink: a tobbdimenzds normalis eloszlast, a Dirichlet-eloszlast
és a Prékopa—Szantai-féle tobbdimenziés gamma eloszlast. Mivel a Dirichlet-
eloszlas komponensei kozt mindig negativ, a vizsgalt tobbdimenzids gamma
eloszlas komponensei kézt mindig pozitiv a korrelacid, azért ezek az eldirt fel-
tételeink mellett egymassal nem hasonlithatok 6ssze. Ezért mindkét eloszlast
a tobbdimenziés normalis eloszlassal hasonlithatjuk csak 6ssze. Megadunk
egy életszeri tesztfeladatot, melyre nyert numerikus eredményeink azt iga-
zoljak, hogy az optimum értékek a vélasztott tobbdimenzids eloszlasok sze-
rint meglehetésen nagy eltéréseket mutathatnak. A nyert eredmények arra
is ravilagitanak, hogy azonos tipusu egyiittes valdszinliségeloszlds alkalma-
zésa esetén a korrelaciés matrix kiillonbozosége hasonldan jelent6s eltérésekre
vezethet az optimum értékekben.

1. Bevezetés

Ebben a cikkben a kovetkez6 sztochasztikus programozasi feladatot fogjuk
a benne szerepld valdszintiségi valtozdk kiillonbozo egyiittes valdsziniiségeloszlasa

LJelen cikk lényegében az [5] angol nyelven megjelent kozlemény magyar forditdsa. Azért
is szdnom ezt az Alkalmazott Matematikai Lapok Prékopa Andras emlékének szentelt kote-
tébe, mert 1997-es megjelenése miatt Andrés a [2] konyvében ezeket az eredményeket még nem
szerepeltethette. Megismerni is mondhatni véletleniil ismerte meg a 2000-es évek elején, mikor
meglepddve latta a cimét a pulikdciés listamban. Rogton elkérte télem a konferenciakotetet
és elolvasva a cikkemet igen érdekesnek taldlta a benne ismertetett numerikus eredményeket.
Hiszem, hogy a mostani magyar nyelvii megjelenése ,elésegitheti az elért eredmények minél
elébbi, széles korli hazai felhasznédlasat”.
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mellett megoldani:

dllxl + ...+ dlnmn 2 /81

P >p

dslxl +...+ dsnxn Z /Bs

a1xr1+ ... +a1pry = b1

Am1T1 + - - F AT = bm

min( c1x1 + ...+ cpy)

ahol 1, ..., 85 tetszbleges egyiittes valoszintiségeloszlassal birhatnak, csak azzal a
feltételezéssel éliink, hogy a komponenseik varhaté értékei rendre

E(/Bl) :/~‘L17~"7E(BS) = Us,

szordsal rendre
D2(61) = 0-%7"'aD2 (ﬁé) = 0-52’7

a korrelacids egyiitthatéik matrixa pedig

1 7 T1s
rig 1 T9s
R= )
T1s T2s 1

Meg fogjuk vizsgalni azt, hogy a kiillénbozé egyiittes valdsziniiségeloszlasok
hasznalata mekkora kiilonbségeket hozhat létre a célfiiggvény optimum értéké-
ben. A vizsgilt egyiittes valésziniliségeloszlasok a tobbdimenziés normélis elosz-
las, a Dirichlet-eloszlds egy alkalmas transzforméltja és a Prékopa—Szantai-féle
tobbdimenziés gamma eloszlds lesznek. A szarmaztatott nemlinedris programo-
zasi feladatokat a Veinott-féle tdmaszsik algoritmus egy mddositott valtozatdval
oldottuk meg (1dsd [4]). A tobbdimenzids normalis eloszldst ismertnek tételezziik
fel, a 2. szakaszban megadjuk a Dirichlet-eloszlast és annak alkalmazasi modjat;
a 3. szakaszban ugyanezt tessziikk a tobbdimenzés gamma eloszlasra, és végiil a
4. szakaszban futdsi eredményeket ismertetiink, melyek segitségével képet kapha-
tunk az egyes tobbdimenzids valdszintliségeloszldsoknak a célfiiggvény optimum
értékére gyakorolt hatasarol.
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2. A Dirichlet-eloszlas és tulajdonsagai

A &,... & valdsziniiségi véltozok 91 > 0,...,9s > 0,9511 > 0 paraméterii
Dirichlet-eloszlastiak, ha az egyiittes stirtiségfiiggvényiik

B F(191_|_.,,+’l95+795+1) Y1—1
f(xh...,xs) - F(ﬂl)r(ﬁs)r(ﬁerl)xl

hazy >0,...,2,>0é 21 +...+ x5 <1.
Ekkor a &1,...,&s valdszinliségi valtozdk varhatd értékei, szérasnégyzetei és
kovariancia egyiitthatéi a kovetkezok:

Vs
E i) = )
(6) 191—|—...—|-193—|-193+1
D2(§‘): 19i(191+...+19i,1+19i+1+...+19S+19S+1)
R N NI E e
—;9; o
cov (&,&5) = : (i # 7).

(914 ..+ O+ V1)’ (91 + .o+ O + Vi1 + 1)

Mivel a Dirichlet-eloszlast valészintiségi vektorvaltozéo minden komponense
nulla és egy kozti értékeket vesz fel, az egyiittes valdszintiséggel korlatozott szto-
chasztikus programozasi feladatokban ezeknek a komponenseknek egy-egy alkal-
mas linearis transzformaltjat kell hasznalni. Ezért az alkalmazott valdsziniiségi
korlat a kovetkezo alakot olti:

dinri + ...+ dipr, > 1 =a1+ (by —a1) &
Pl z z > p,
dslxl ++dsnxn Z /Bs =as + (bs _as)gs

ahol &,...,& 91 > 0,...,95 > 0,9,41 > 0 paraméterti, Dirichlet-eloszlasu
valdsziniiségi valtozék. Minthogy a B;, 5; valésziniiségi valtozok kozti korreld-
cids egyiitthatdk ugyanazok, mint a &;,§; valészinliségi véltozok kozottiek, ezért
az egyiittes valdszinliségi korlatban a jobboldalon szereplé valdszintiségi valto-
z6k korrelaciés matrixat a ¥; > 0,...,9s > 0,941 > 0 paraméter értékek
vélasztdsa meghatdrozza. Ugyanakkor nyilvanvaléan E (5;) = a; + (b; — a;) E (&)
6s D2(B;) = (b —a;)> D2 (&), ezért a fBi,i = 1,...,n valészinfiségi valtozdk
E(Bi),i = 1,...,n varhaté értékei és D?(3;),i = 1,...,n szérdsnégyzetei az
a;,bi, 1 = 1,...,n paraméterek alkalmas megvalasztdsaval rogzithetoek. Megje-
gyezziik, hogy ezek a paraméterek a §;,7 = 1,...,n valdszinliségi valtozok lehet-
séges legkisebb, illetve legnagyobb értékeit jelentik.
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3. A tébbdimenziés gamma eloszlas és tulajdonsagai

Az egyviéltozos gamma eloszlas siriiségfiiggvénye
)\192197167)\2
fE) =g
I'(9)
és f(2) =0, ha z <0, ahol A > 0,9 > 0 paraméterek.
Ha )\ = 1, akkor a gamma eloszlast standardnak nevezziik. Ha £ a fenti stirtiség-

fiiggvénnyel bir, akkor konnyt azt belatni, hogy ¢ = A¢ standard gamma eloszlasu.
A [3] cikkben a szerz8k olymddon vezettek be egy tobbdimenzids standard gamma

,2>0

eloszlast, hogy vették annak a ¢T = ((y,...,(,) véletlen vektornak a tobbdimen-
zi0s eloszlasat, amelyet ugy definidltak, hogy:
¢ = An,

ahol A egy olyan n x (2™ — 1) méret{i matrix, amely oszlopai az 6sszes lehetséges
0,1 komponensekbdl all6, nem azonosan nulla vektorok, és n egy 2" — 1 kompo-
nenst, fiiggetlen, standard gamma eloszlasi komponensekkel biré véletlen vektor.
Megjegyezziik, hogy a cikk szerz6i az n valészintiségi vektorvaltozé barmelyik n;
komponensére megengedték, hogy a ©¥; paraméterének nulla legyen az értéke. Ezen
nyilvan azt kell érteni, hogy n; = 0. Ezt az egyiittes eloszlast és annak empirikus
adatokhoz torténd illesztésének a modszerét a szerzoik egy olyan hidrologiai alkal-
mazas kapcsan dolgozték ki, amely soran egymést koveté idéperiodusok vizhozam
adatainak ez egyiittes valoszintiségeloszlasat kellett leirniuk.

A tobbdimenziés gamma, eloszlasi valdszintliségi vektorvaltozé komponenseivel
felirt egyiittes valdszintiségi korlat a mi alkalmazdsunkban a kovetkezé alakot oOlti:

di1x1 + ...+ dipx, > /81 = %151

P >p

- P

dslxl + ...+ dsnxn > /Bs = ,\%53

ahol a &, ..., & valdsziniiségi valtozok a fent leirt standard gamma egyiittes elosz-
lastak 91 > 0,...,05 > 0 paraméterekkel. Ekkor, ha adottak az F (8;), D?(8;)
és cov(f;, B;) > 0 értékek, akkor a Ai,...,Ag;04,..., U, paraméterek a kovetkezd
Osszefiiggésekbdl szamolhatok:

1 1
EB)=FE(—&|=—F(&),
30 =5(56) = 5B
D?(B;) = D* ifi - Lo (&) -
Ai A2
Mivel a standard gamma eloszlasu &; valészintiségi valtozdkra

E (&) = D* (&) = s,
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azért azt kapjuk, hogy
_ E()
3 D2 (/87,) b

¥; = B2 () Bi)
" D(B)

Mivel a f3;, B; valdésziniiségi valtozok kozti korreldcids egyiitthaté ugyanaz, mint
a §;,&; valdszintiségi véltozdk kozotti, azért a jobboldali valdsziniiségi valtozék
(B1,...,Bs) kozotti korreldcids szerkezet létrehozhaté azéltal, hogy a &1,...,&s
valésziniiségi valtozdk standard gamma egyiittes eloszlasat illesztjiik az empirikus
korrelacids egyiitthatékhoz.

A Dirichlet-eloszlasrél tovabbi részletek a [6] konyvben, a tdbbdimenziés gamma
eloszlasrdl pedig a [3] cikkben olvashaték. Az egyiittes valésziniiségi eloszléstiige-
vény és parcidlis derivéltjai értékeinek numerikus meghatdrozasardl pedig a [2]
konyvben taldl tovabbi részleteket az érdekl6do olvasé.

—~

4. Numerikus eredmények egy teszt feladatra

Tekintsiink egy hdromféle kdvé keveréket (1. porkslt kavé, 2. porkolt kévé és
3. porkolt kévé) eldéllité kavéporkold tizemet. Az iizem szigori kovetelménye-
ket fogalmazott meg a haromféle porkolt kavé keverék f6 mindségi tulajdonsigait
illetGen:

1. porkolt kavé 2. porkolt kavé 3. porkolt kavé
savassag <3,5 <4,0 <5,0
koffein tartalom <2,8 <22 <24
viz tartalom >17,0 >6,0 > 5,0
erosség <25 <3,0 <738
aroma tartalom >17,0 >5,0 >4,0

Az elbrejelzések szerint az tizem hdromféle porkolt kavé keverékébol a kovetkezd
hénap soran véletlen mennyiségekre lesz igény az alabbi varhato értékekkel és
szoérasokkal:

varhato érték  szoras

1. porkolt kavé 3000 1000
2. porkolt kavé 30000 10000
3. porkolt kavé 15000 5000

Az egyik hénap els6 napjén az tizem azt latja, hogy 8 kiilonbozé tipusi nyers-
kavé all kiilonb6z6 mennyiségekben a rendelkezésére. A kovetkezd tdblazat meg-
adja, hogy az egyes nyerskavé-féleségeknek mennyi volt a beszerzési dra; a rendel-
kezésre 4116 mennyisége; és hogy az tféle eléirt mindségi tulajdonsdgot (savassig,
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koffeintartalom, viztartalom, erésség és aroma) illetéen milyen értékkel rendelkez-
nek:

ar mennyiség savassag koffeintartalom viztartalom er6sség aroma

(eFt/kg) (kg) (pH) (%) (%) index  index
1 0,35 25000 4,0 1,8 6 2 8
2 0,20 75000 4,5 1,0 5 7 4
3 0,44 5000 3,0 3,0 8 2 7
4 0,41 20000 4,0 2,0 6 2 7
5 0,36 5000 3,5 1,5 6 3 9
6 0,34 4000 3,6 1,1 6 4 7
71 036 5000 3,2 1,4 6 3 8
8| 0,19 100000 5,1 1,7 5 9 1

Az tizemnek azt kell meghatdroznia, hogy a rendelkezésre allé nyerskavékbol
porkolés utan mennyit hasznaljon az egyes kavékeverékek eléallitasara. Ehhez
egy egyiittes valésziniiséggel korlatozott sztochasztikus programozési feladatot kell
megfogalmaznia, amelyben eléirt (magas) valdszintiséggel megkisérli kielégiteni a
kavékeverékekre vonatkozé véletlen igényeket, mikozben a leheté legkevesebbet
igyekszik kifizetni a felhasznalt nyerskdvékért. Ennek a sztochasztikus programo-
zési feladatnak a megfogalmazdsa megtaldlhaté a [4] cikkben és a [2] kényvben is.
Ezért ezt itt most nem irjuk fel.

Az 6sszes megoldott tesztfeladatban a 1, B2, B3 valdszinliségi valtozékra azt
tessziik fel, hogy

E (B1) = 3000, E(Bs)=30000, E (85)= 15000,
D (B1) =1000, D (Bs)=10000, D (85)= 5000,

és az el6irt megbizhatdsagi szint minden esetben p = 0, 9.

A kovetkez6 két tabldzat a tesztfeladatok egy sorozatdnak eredményeit adja
meg. Mindkét tablazatban az elsé harom oszlop a korrelaciés egyiitthatékat tar-
talmazza, a kovetkezd két oszlop pedig a célfiiggvény két kiillonbozé egyiittes valo-
szinliségeloszlas alkalmazasa melletti optimum értékét adja meg. Az elsé tablazat
esetében ezek a Dirichlet és a normalis eloszlasok, mig a masodik tablazat eseté-
ben a gamma és a normalis eloszlasok. Az utolsé oszlopban mindig a két optimum
érték kozti eltérés szazalékos értéke talalhaté a normélis eloszlashoz tartozé opti-
mum érték szazalékaban.
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1. tablazat

corr(f1, B2) | corr(B1,Bs) | corr(Bz,Ps) | Dirichlet | normadlis | eltérés
—0,41 0,44 0,47 | 23540 22407 | 5,06%
0,20 —0,21 0,22 | 24361 22382 | 8,84%
0,13 0,14 0,14 | 24531 22374 | 9,64%

2. tablazat
corr(f1, B2) | corr(B1,Bs) | corr(Bs2,f3) | gamma normdlis | eltérés
0,0 0,0 0,0 | 23396 99345 | 4,70%
0,1 0,3 0,4 | 23085 22200 | 3,99%
0,2 0,6 0,8 | 22689 21776 | 4,19%
0,8 0,8 0,8 | 22166 21514 | 3,03%
0,98 0,98 0,98 | 21131 20775 | 1,711%

63

Az eddigi vizsgdlataink azt mutatjik meg, hogy az egyiittes valdsziniiséggel
korlatozott sztochasztikus programozési feladatok optimuma mennyire robusztus
a feladatokban szerepl6 véletlen mennyiségek kiilonbozé eloszldstipusaira nézve.
Megjegyezziik azonban, hogy a két tablazat eredményeibdl az is leolvashatd, hogy
mekkora eltérés lehet az optimum értékek kozt akkor is, ha a tobbdimenzids egyiit-
tes eloszlas jellegét nem, hanem csak a komponensek kozti korrelacidkat véaltoztat-
juk meg. fgy példaul, ha a legnegativabban korreldlt komponensekkel biré egyiittes
normadlis eloszlds eredményét (1. tabldzat elsé sora) viszonyitjuk a legpozitivabban
korreldlt komponensekkel biré egyiittes normélis eloszlds eredményéhez (2. tabla-
zat utolsé sora), az eltérés a kisebbik optimum érték szdzalékaban 7,86%. Ugyanez
a legnegativabban korreldlt komponensekkel (1. tdbldzat elsé sora) és a legkevésbé
negativan korrelalt komponensekkel bir6 (1. tdblazat utolsé sora) Dirichlet-eloszlds
esetében 4,04%. Végiil a fiiggetlen komponensekkel biré (2. tdbldzat elsd sora) és
a legpozitivabban korreldlt komponensekkel biré (2. tdbldzat utolsé sora) gamma
eloszlas esetében 10, 72%.

Hasonlé vizsgélatokat végzett Chopra és Ziemba ([1]) a portf6lié vélasztas prob-
lémajara. Megéllapitottak, hogy az optimalis portféliora a legnagyobb hatassal a
véletlen hozamok varhaté értékei vannak, mésodik legnagyobb hatéssal a széras-
négyzeteik és csak harmadsorban vannak hatéssal a hozamok kozti kovariancidk.
A cikkiinkben nem vizsgaltuk az egyiittes valdszintiséggel korlatozott sztochasz-
tikus programozasi feladatokban szereplé véletlen mennyiségek varhato értékei,
illetve szorasnégyzetei megvaltoztatdsanak a hatdsat, mert azt trividlisnak tar-
tottuk. Arra azonban kevésbé lehetett szadmitani, hogy csupan a kovariancidk
valtoztatasdval is ilyen nagy szézalékkal meg tudnak valtozni a feladatok opti-
mum értékei.
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5. Tovabbi kutatasi lehetdségek

Tovabbi érdekes kutatési lehet&ség lehet az, hogy hogyan véltozik meg egy
egyiittes valdszintiséggel korlatozott sztochasztikus programozasi feladat optimum
értéke az egyiittes eloszlas megvéltoztatasaval, még ha bizonyos szdmu momen-
tumot nem is valtoztatunk meg. Az is érdekes kérdés lehet, hogy egyre tobb
momentum rogzitésével maximum mennyire kiilonbozhetnek a kiilonbozé elosz-
lasokkal kapott optimum értékek, valamint, hogy ez a feladat egyéb szerkezeti
tulajdonsdgaitdl (példdul, véltozdk szdma, korldtozdsok szdma, konstansok nagy-
saga, specidlis struktira stb.) hogyan fiigg. Még djabban a jelen cikk szerzdje
és Kovacs Edith konferencia eléaddsokban megmutatta, hogy kopula fliggvények
altal generalt fiiggéségi rendszerrel bird egyiittes valésziniiségeloszlasok alkalma-
zasa ugyancsak jelentOs hatdssal lehet az egyiittes valdszintiséggel korlatozott szto-
chasztikus programozasi feladatok optimum értékére. Ezért is és azért is, mert a
kopula fiiggvények egyre szélesebb korben nyernek alkalmazast a sztochasztikus
modellezésben, fontos lehet ebbben az irdnyban is kutatasokat folytatni.

Hivatkozasok

[1] CHoOPRA, V.K. AND ZIEMBA, W.T.: The Effect of Errors in Means, Variances, and Covari-
ances on Optimal Portfolio Choice, Journal of Portfolio Management, Vol. 19 (1993), 6-11.

[2] PREKOPA, A.: Stochastic Programming, Kluwer Academic Publishers, Dordrecht (1995)

[3] PREKOPA, A. AND SzZANTAIL, T.: A new Multivariate Gamma Distribution and its Fitting
to Empirical Data, Water Resources Research, Vol. 14 (1978), 672-678.

[4] SzANTAL, T.: A Computer Code for Solution of Probabilistic constrained Stochas-
tic Programming Problems, in: Numerical Techniques for Stochastic Optimization,
ed. Yu. Ermoliev and R. J-B Wets, Springer Series in Computational Mathematics 10
(1988),229-235.

[6] SzANTAI, T.: Probabilistic constrained programming and distributions with given margi-
nals, In: Distributions with given marginals and moment problems, Proceedings of the
3rd Conference on ,Distributions with Given Marginals and Moment Problems”, held at
Czech Agricultural University, Prague, Czech Republic, September 2-6, 1996, eds. Benes,
V. Stepan, J. Springer, Dordrecht, Netherlands, (1997), 205-210.

[6] WILKS, S.S.: Mathematical Statistics, John Wiley & Sons, New York, London (1962).

Alkalmazott Matematikai Lapok (2018)



A VALOSZINUSEGELOSZLAS HATASA A SZTOCHASZTIKUS PROGRAMOZASI
FELADATOK OPTIMUM ERTEKERE 65

Szantai Tamds 1946-ban sziiletett. Az
ELTE TTK alkalmazott matematikus szakan
1969-ben diplomazott. 1970-ben egyetemi dok-
tori cimet, 1985-ben kandidatusi, 1995-ben
PhD fokozatot szerzett, 2005-ben habilitalt a
BME TTK Matematika- és Szamitastudomé&-
nyok Doktori Iskoldjaban, és elnyerte az MTA
doktora cimet is. 1976-ban Farkas Gyula-dijat,
2012-ben BME Jozsef Néador Emlékérmet és
MOT Egervary Jen6é Emlékplakettet kapott.
2000 és 2003 kozt Széchenyi Professzori Osz-
tondijas volt. Az aspiranturdjatél és az ELTE
TTK Operéacidkutatasi Tanszéken toltott 9 év-
t6l eltekintve mindig a BME-n oktatott.

Jelenleg a BME TTK Differencidlegyenletek Tanszék professor emeritusa. Ku-
tatdsi teriiletei a sztochasztikus modellezés és optimalizalas. Az MTMT szerint
1 kényv, 4 konyvrészlet, 47 tudomanyos cikk, 25 konferencia kézlemény szerzdje,
melyekre Gsszesen 447, koztiik 391 fiiggetlen hivatkozast kapott. A Commettee
on Stochastic Programming vezetOségi tagja volt 1992-2001 kozott, a BJMT tag-
ja 1969-t6l, a MOT alapit6 tagja 1991-t6l, az NJSZT tagja 1970-t6l, az MTA
Operacidkutatasi Bizottsag tagja 1993-t6l és az MTA koztestiileti képviselGje volt
1995-2001 kozott.

SZANTAI TAMAS

Budapesti Miszaki és Gazdasdgtudoményi Egyetem
Matematika Intézet, Differencidlegyenletek Tanszék
1111 Budapest, Miegyetem rkp. 3-9.

email: szantai@math.bme.hu

PROBABILISTIC CONSTRAINED PROGRAMMING AND
DISTRIBUTIONS WITH GIVEN MARGINALS

TAMAS SZANTAI

The paper examines the effect of the joint probability distributions with different margi-
nals on the optimum value of a probabilistic constrained stochastic programming problem. The
investigated joint probability distributions are the multivariate normal, the Dirichlet and a mult-
ivariate gamma probability distributions. A real life test problem is formulated. Numerical
results of this problem show that the optimum values may differ significantly when changing
the joint probability distribution of the random parameters involved in the problem. Further
interesting research directions are also formulated at the end of the paper.

This paper is a Hungarian version of the paper published by the author in the conference
volume [5].
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