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VESECSEREPROGRAMOK MATEMATIKAJA

BIRO PETER

Amennyiben egy vesebetegnek van egy lehetséges élédonorja, de az im-
munolégiai szempontbdl nem kompatibilis vele, akkor tobb orszdgban le-
hetésége van arra, hogy szervezett keretek kozt elcserélje a donorjat egy
szédmara kompatibilis donorra. A cseréket kozpontilag koordindlé parositéd
alkalmazdsokat kozgazdédszok, szamitastuddsok és transzplantdcids szakem-
berek egyarant szervezik és kutatjak. Ebben a dolgozatban révid attekintést
adunk a mogottes grafelméleti problémardl és annak megoldési lehetdségeirdl
egészértékli programozassal.

1. Bevezetés

Kozpontilag koordinalt parosité programok az élet sok teriiletén keriiltek mar
bevezetésre, didkok allokalasa iskoldkhoz, egyetemi felvételi, gyakornokok alloké-
ldsa, tantargyvalasztas, cikkek allokdlasa birdlékhoz, hogy csak néhany példat
emlitsiink (egy részletes dsszefoglalé az alkalmazdsokrdl: [5]). A vesebetegek és
potencialis élédonorok szervezett egymdashoz parositisa egy 4j tipusu alkalmazas,
ami az elmult két évtizedben vilagszerte elterjedt.

A kroénikus vesebetegség hagyoményos kezelése a dializis, ami rossz életming-
séget és kedvezbtlen életkildtdsokat biztosit a betegnek (nagyjdbdl 10 éves, folya-
matosan romlé életkilatdssal), ezért az orvostudomdny jelenlegi alldsa szerint a
transzplantacio az egyetlen realis gyogyitasi lehetoség. Halott donorbdl kevés van,
példaul az USA-ban 300 000 ember &ll dializises kezelés alatt, amib&l 100 000 van
rajta a vardlistan, de évente csak nagyjabol 12 000 halott donor van, ezért az atla-
gos varakozasi id6 8-10 év a vesére. Mivel egy egészséges embernek két veséje van,
és eggyel sem romlik lényegesen az életkilatasa, ezért az élédonoros transzplantéicié
a nyugati vildgban mindeniitt elétérbe keriilt. Ha azonban a beteg donorja (tipi-
kusan a hdzastdrsa) nem kompatibilis a beteggel, vércsoport vagy antigén (HLA)
probléma miatt, akkor a kozvetlen dondcié nem johet létre. Ha viszont van egy
masik, hasonl6 probléméval rendelkez6 par, és keresztben stimmelnek az immuno-
l6giai adatok, akkor a két beteg elcserélheti egymads kozott a donorjait. Az elsd
ilyen péaros cserét Eurépaban 1999-ben hajtottdk végre egy svijci és egy német
péar kozott. 2004-ben indult be az els§ eurdpai program Hollandidban [8], aminek
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keretében a regisztralt beteg-donor parokat haromhavonta Osszepdrositjak. Je-
lenleg 10 eurdpai orszagban miikodik vesecsereprogram, amelyrél a COST Action
CA15210 (European Network for Collaboration on Kidney Exchange Programmes)
keretében nemrég készitettiink egy tanulményt [6].

A cseréket szinte minden miik6dé programban egyidében hajtjdk végre, hiszen
lépésenként torténd dondacié esetén fennallhat a veszély, hogy a cserekor megsza-
kad és az egyik beteg nemcsak kimarad a cserébol, hanem a donorjat is elvesziti.
Az egyetlen eurdpai program, ahol véllaltan nem szimultan cseréket hajtanak vég-
re (t6bb nap alatt), Csehorszagban miikodik, itt hat-, illetve héthosszi cseréket
is véghezvittek mar. Az altaldnosan kovetett egyidejii cserék viszont logisztikai
okokbdl azt eredményezik, hogy csak kis méretii, tipikusan legfeljebb haromhosszu
cseréket keresnek a programokban (Hollandidban legfeljebb négyhosszut).

Az Amerikai Egyesiilt Allamokban a New England Kidney Exchange Program
volt az els§ vesecsereprogram, ami 2005-ben kezdte meg mitkodését [18]. Jelenleg
harom nagy orszagos program miitkédik egyméssal atfedésben: United Network for
Organ Sharing (UNOS), National Kidney Registry (NKR), és Alliance for Paired
Donation (APD) [13] néven, de a cserék t6bbségét a nagyobb transzplantacids koz-
pontok hazon beliil oldjik meg. Kanaddban és Ausztralidban orszdgos programok
miikddnek, melyeket egy tanulmanyban nemrég 6sszehasonlitottak a holland és az
egyesiilt kirdlysdgbeli programokkal [12]. Végiil két dsszefoglalé cikket javaslunk
a vesecsere témakorének attekintésére: [12], [14].

A cikk szerzéje az Egyesiilt Kirdlysag vesecsereprogramjanak algoritmusan dol-
gozott 2007 és 2010 kozott Glasgowban, ezen alapulnak a cikkben ismertetett els
leirdsok. A program 2007-ben kezdte meg miik6dését az NHS Blood and Tran-
splant szervezésében [15]. El&szor csak paros cseréket engedtek meg, majd 2008-t61
hiarom hossza cseréket is alkalmaztak. Az dltalunk implementalt els6 megoldasi
médszer egy grafos heurisztikdn alapuld egzakt algoritmus volt [7], amelyet a ké-
s6bbiekben egészértékli programozasi médszerre cseréltek [16]. Az elmilt 10 évben
tobb mint 700 beteg kapott vesét a programon keresztiil.

2. A vesecsereprogramok alapfeladata

Az Furépaban és a vildg més részein miikodd programok sajatossagai eltér-
nek egymastdl, melyekrél az utolsé fejezetben bévebben is frunk. Az alapfeladat
viszont minden orszagban ugyanaz: a donaciok szadméanak maximalizaldsa révid
cserekorok segitségével. Ezt a feladatot fogjuk a kovetkezOkben elOszor két graf-
elméleti modell segitségével leirni, majd két egészértékii programozasi leirast adni
ra.

2.1. Graéafelméleti leiras, komplexitas

Amennyiben a donorokat és betegeket egy-egy cstccsal reprezentaljuk, akkor a
kompatibilitasi graf egy pdros grdf lesz, ahol egy donor akkor van tsszekotve egy
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2. abra. Az el6z6 probléma leirdsa az irdanyitott grafos modellben.

beteggel, ha az kompatibilis vele. Amennyiben a dondciék mindségét is tekintjiik,
ahogy azt minden eurdpai orszagban teszik, akkor ezt az élekre irt sulyokkal rep-
rezentdlhatjuk. A rovid cserékbdl allé6 megoldds egy olyan pérositasnak felel meg
ezen a grafon, ahol egy donor akkor és csakis akkor lehet fedve, ha a pérja is fedve
van. Az 1. dbran egy 6t donorbdl és 6t betegbdl allé problémat illusztralunk.

A feladat masik természetes grafos leirdsa az irdnyitott grafos modell, ahol a
csucsok beteg-donor parokat reprezentdlnak, és egy cstcsbdl akkor fut irdnyitott
él egy masik cstcsba, ha az els6 donor kompatibilis a masodik beteggel. Ebben
a modellben a megoldas diszjunkt korok halmaza, vagyis egy un. korpakolas. A
fenti példa atirata az irdnyitott grafos modellben a 2. dbrén lathato.

A maximdlis méretii vagy silyd megoldéas probléméja eltéré komplexitdsi attol
fliggben, hogy milyen felsé korlat van adva a cserekorck hosszara nézve. Amennyi-
ben csak kett6hosszi cseréket engediink (ahogy jelenleg Franciaorszagban és Svéd-
orszdgban teszik), akkor a feladat egy maximélis méretii/stlyt parositds feladat-
ra redukalodik egy nemparos grafon, amely Edmonds algoritmuséval hatékonyan
megoldhaté [11].

Amennyiben nincs megkotés a cserekorok hosszara nézve, ahogy Csehorszagban
tekintenek a probléméra, akkor szintén polinomialis id6ben megoldhaté a feladat.
A maximadlis méretli cserék probléméja esetén ezt a paros graf egyszerii médosi-
tasdval tudjuk megtenni: kossiink 6ssze minden beteget a donorjaval egy 0 silyu
éllel, a tobbi kompatibilis par kozott futé él silya pedig legyen 1. Az eredeti
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feladatban egy maximalis méretii cserének a modositott paros grafban egy teljes
maximalis stulyt parositas felel meg, melyet a magyar mdédszerrel gyorsan kiszamit-
hatunk. Amennyiben maximaélis silyi megolddst keresiink (ahol a siily a dondcié
mindségének felel meg), akkor ugyanigy kell eljarnunk, a betegek és eredeti donor-
jaik kozott 0 sulya élt kell bevezetniink a paros grafban és maximalis sulyu teljes
pérositast taldlni. A konstrukcié lényege, hogy amennyiben egy donor nem a sajat
betegével keriil parositasra, akkor az 6 betege is egy kompatibilis donorral lesz
pérositva, vagyis szerepelni fognak egy cserekérben, ha viszont egymaéssal vannak
pérositva, akkor nem vesznek részt cserében [1].

Sajnélatos médon a valdésagban leggyakoribb eset, amikor kettonél hosszabb, de
korlatos cseréket engediink meg, NP-nehéz feladatra vezet [1], amelyet hatékonyan
kozeliteni sem lehet [7]. A gyakorlatban viszont a feladatot leiré grafok viszonylag
ritkak, és emiatt exponencialis idejii egzakt algoritmus is megfeleléen miikodott
a 100-150 parbdl all6 feladatokra az Egyesiilt Kirdlysdgban 2007-2010 kozott [7].
Ez a grafos heurisztika azonban nem feltétleniil miikodik nagyobb feladatokra,
illetve komplikdlt az atirasa specialis optimalitasi feltételek esetén, ezért tértek at
a legtobb orszagban egészértékii programozasi modszerekre.

2.2. Egészértékii programozas hasznédlata

Az egészértékii programozds hasznalatdt vesecsereprogramokban elészor Roth
és tdrsai javasoltdk [17], majd Abraham és tarsai [1] fejlesztették ki az els§ szofiszti-
kalt formalizacidkat az alapfeladatra, amelyek rendkiviil hatékonynak bizonyultak
véletleniil generdlt adatokon. A ma mar klasszikusnak tekintheté cikkben két
alapformaliziciot adtak, amelyeket itt leirunk.

Elséként az un. kérformalizdaciét irjuk le. Itt a véltozoink a megengedett ko-
rokon lesznek, és feltételként csupan azt fogjuk megkovetelni, hogy a kivalasztott
korok ne érintsék ugyanazon beteg-donor part egynél tobbszor. Formalisan, jelol-
je {v1,va,...,v,} a beteg-donor pérokat, és jelolje {C1,Cq,...,Cp} a lehetséges
koroket, ahol minden C; kérhéz hozzarendeliink egy ¢; bindris (0, 1) véltozdt,
tovabbd jelolje w; a C; kor méretét (vagy silydt). Amennyiben C; tartalmazza a
v; part, azt v; € Cj-vel jeldljik. Feladatunk a kovetkezo:

m
max E chj
Jj=1

f.h. Z c¢; <1 minden v; csucsra.
jvi €Cy
A masodik lefrast élformalizdcidnak nevezi a szakirodalom, mert itt a valtozék
az irdnyitott graf élein vannak. Jeldlje v;v; a v; csiesbdl v; csticsba futé élt, és
a hozzé tartozé bindris (0, 1) véltozd legyen x(v;v;), illetve az él siilyét jeldlje
we(v;v5). A feladat a kovetkezé.
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max Z we (v;v5)x(viv;)
,J

f-h. Z z(viv;) — Z z(vjv;) =0  minden v; csicsra, és
J J
Zx(vivj) <1 minden v; csucsra, valamint
J
(v, Viy) + (Vi05,) + - F (Vi _ v ) < L minden L hosszi utra,

ahol L a korok hosszéanak fels6 korlatjat jeloli, és az utak valédi utak, vagyis
diszjunkt csicsokbdl allnak, igy kérok sem lehetnek.

Mindkét alapformalizdcié egyszerii, és konnyf(i igazolni a helyességiiket. Azt
viszont lathatjuk, hogy egyik egészértéki program sem kompakt, a kérformaliza-
ci6nal a valtozok széama lehet exponencidlis (a feltételek szama linedris a graf csd-
csainak szdméban), mig az élformalizdciondl a feltételek szdma lehet exponencidlis
(a véltozdk szama linedris a graf éleinek szdméban). Megfelel§ implementécié ese-
tén mégis j6l miikodhetnek, ahogy azt Abraham és térsai bemutatjak [1], példdul
az oszlopgeneralas technikija donto fontossagu a korformalizaciés megoldasaban.

Vannak azonban tjabb lefrdsok is, amelyek kompaktak (vagyis a véltozdk és a
feltételek szdma is polinomidlis a graf paramétereiben), ezek attekintésére Dicker-
son és téarsai cikkét javasoljuk az olvasénak [9)].

3. Ijj kihivasok a vesecsereprogramokban

Ebben a fejezetben Osszefoglaljuk az elmilt évek legfontosabb fejlesztéseit és
kihivasait, amelyek tjfajta matematikai kérdésekhez vezetnek.

3.1. Altruisztikus donorok &altal inditott lancok

Altruisztikus donorok azok a donorok, akik nincsenek senkivel kapcsolatban,
csak onzetleniil felajanljak a veséjiiket, hogy ezzel megmentsenek egy ismeretlent.
Az ilyen donorok szdma nagyjabdl 2-5 minden hiarom hénapban az Egyesiilt Ki-
ralysdgban. Eredetileg az ilyen onzetlen donorok veséit a kadaver (halott donorbdl
szdrmazé szervekre torténé) vardlistan szerepld betegeknek adtak, de kés6bb fel-
ismerték, hogy nagy segitséget jelenthetnek a vesecsereprogramokban is, hiszen
lancot lehet 1étrehozni egy ilyen kezdeti donorral. Az altruisztikus ldncok nagy
elonye, hogy a donacidkat nem kell egyidoben végrehajtani, mert elészér minden
beteg megkaphatja a vesét, és csak utdna kell a donorjanak tovabb adnia az 6vét.
Az ilyen lancokat az eurdpai orszdgokban viszonylag roviden futtatjék, abbdl a
megfontoldsbol, hogy az utolsé vese hamar keriiljon egy vardlistan 1évé beteghez,
béar Spanyolorszagban, Olaszorszagban és Csehorszagban egyarant eléfordult mar
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hathosszu lanc. Az Egyesiilt Allamokban viszont végtelen altruisztikus lancokat is
kezdeményeztek, ahol egyes esetekben mér 60 felett jar a dondcidk szadma [19].

A feladat matematikai oldalat ez a lehetoség nagyban befolyasolja, hiszen most
mar nem csak rovid koroket, de egytttal hosszu utakat is kereshetiink az iranyitott
grafban. Végtelen hosszil lancok esetén a vegyes problémara adtak egészértéki
programozasi lefrdst Anderson és tarsai [2], ahol a dfjgydjté utazéiigyndk probléma
egy variansat haszndaltdk a megoldasban. Rovid korok és hosszabb utak esetén
Dickerson és tarsai adtak 1j egészértékii programokat [9].

3.2. Deszenzitizacié mint alternativ kezelés

Az inkompatibilis beteg-donor parok kozott bizonyos esetekben mégis végre-
hajthato az atiiltetés, ha a beteg keresztiilmegy egy koltséges és idoigényes deszen-
elmaradnak a kompatibilis cserétdl, ezt az eljarast sok orszégban (Olaszorszig,
Franciaorszdg, Svédorszig) mégis alapeljarasként hasznéljdk, ami a vesecsereprog-
ramok sikerességének is gtja, hiszen kevés inkompatibilis par jelentkezik. A fejlett
programokban elszér mindig a vesecsereprogramban torténd részvételt javasol-
jak a paroknak, és csak egy-két sikertelen pérositasi forduldé utdn tamogatjak a
deszenzitizacios eljarast. Tobb programban, igy a most indulé skandinav kozos
programban is, a deszenzitizacié lehetGségét megengedik ismeretlen beteg-donor
parok kozott is, amennyiben a varhaté eredmény jobb, mint az eredeti beteg-
donor par esetén. Hasonlé kérdés meriil fel kompatibilis paroknal is, akiknek tobb
orszag programjaban is felajanljak a részvételt, egyrészt, hogy immunolégiailag
alkalmasabb donort taldljanak a betegnek, masrészt pedig, hogy a részvételiikkel
masokon segitsenek.

Amennyiben a deszenzitizacié egy lehetséges cserén beliili eljardas barmelyik
donor és beteg kozott, akkor nem feltétleniil csak a dondcidk szamét igyekeznek
maximalizalni a programokban, hanem az ezen kezelésre utalt betegek szamat is
minimalizaljak. Ezen két cél jél definidlt médon, egyszerre jelenik meg a skandindv
programban [3].

3.3. Laboratériumi tesztelelés utani djraoptimalizalas

A kompatibilitasi grafokat a donorok és betegek kiilon-kiilon elemzett vérmintéi
alapjan hozzék létre. Ezek a grafok azonban nem mindig pontosak — féleg, ha nem
egységes az immunoldgiai vizsgalat —, és emiatt az operacidk el6tt végrehajtott la-
boratériumi vizsgdlatndl (amikor a donor és beteg vérét ténylegesen dsszekeverik)
gyakoriak a pozitiv keresztprobak. Ez az egyik {6 oka a cserék meghiusuldsanak.
Amerikdban a meghitsult cserében szerepld parokat egyszertien visszateszik a fel-
adatba, és 1j cseréket keresnek, mert ott naponta-hetente térténnek a futtatasok.
Eurépéaban viszont tipikusan haromhavonta vannak a futtatasok, ezért a laborato-
riumi tesztek utan sok programban régton igyekeznek javitott megoldast talalni.
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A javitds szempontjabdl a legnagyobb eurépai program, az FEgyesiilt Kirdlysag
programja, a leginkabb kotott: ott csak egyfajta javitast engedélyeznek. Amennyi-
ben a v; — v; — v — v; hdromhosszi cserében van egy Un. visszaél, példaul v;v;,
és a v;vi vagy viv; élek valamelyike sériil, akkor még megprébaljak a bedgyazott
v; <> v; ketté hosszi cserét végrehajtani. Ezért is alakitjdk gy az eredeti op-
timalizalési feladatot, hogy az ilyen bedgyazott kettOhosszu koroket tartalmazo
haromhosszu koroket talaljak meg nagy szamban.

A kisebb programok esetén egyrészt a megoldés is kisebb, és altalaban a tesz-
telés is gyorsabban miikodik, ezért sokkal rugalmasabb médon tudjak javitani a
megoldast. Hollandidban példaul iterativ tesztelést végeznek: elészor az elsd cse-
rekort tesztelik, ha ez rendben van, akkor folytatjdk a maésodik cserekorrel, ha
viszont probléma akad, akkor a teljes megoldast 1jraszamoljak. Matematikai ér-
telemben a robosztus parositasok kérdéskore &ll a legkozelebb a feladatkorhoz, de
egészértékil programozassal is kereshetd varhaté értékben j6 megoldas [10].

3.4. Stratégiai kérdések korhazaknal és nemzetkozi egyiittmiikédésben

Az amerikai vesecsereprogramok egyik legnagyobb probléma&ja, hogy a transz-
plantaciés kozpontok gyakran nem jelentik a konnyen parosithaté beteg-donor
parjaikat, mert ezeknek hézon beliil keresnek pért [4]. Az orszdgos programokban
ezért tulsulyba keriilnek a nehezen parosithaté beteg-donor parok, és emiatt nehéz
cseréket talalni. Tobb megoldési javaslat koziil az egyik programban krediteket
kezdtek el osztani a jol parosithaté parokat regisztralé kérhdzaknak, amelyek ré-
vén a kés6bbiekben elényben részesitik ezen kérhaz betegeit a nehezen parosithato
betegek kivalasztasakor.

Hasonl6 kérdések meriilnek fel a nemzetkozi programokban is. Eurépdban a
cseh és osztrak program lényegében mar egybeolvadt, amihez esetleg hazank is
csatlakozhat majd a jovében, és a skandindv orsziagokban is rogtén egy svéd-
norvég-dan kozos programban kezdték meg a miikodést. Itt is felmeriil a kérdés,
hogy az orszdgok vajon a konnyen létrehozhaté cseréket nem fogjak-e orszdgon be-
lill végrehajtani, illetve nem vétéznak-e meg egy olyan kézos optimalis megoldast,
amelyet orszdgon beliil javitani tudndnak. Ezen kérdések vizsgalataban a mate-
matikai megkozelités mellett a jatékelméleti modellek is a segitségiinkre lehetnek.
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MATHEMATICS OF KIDNEY EXCHANGE PROGRAMMES

PETER BIRO

When a patient with end stage renal disease has a willing, but immunologically incompatible

donor, then she can try to exchange her donor with another patient of the same situation.
Centrally coordinated kidney exchange programmes are operating in many countries across the
world, designed and studied by economists, computer scientists, and mathematicians. In this

writ

ing we give a short summary on the graph theoretical model behind this application, its

computational complexity, and solution by integer programming.
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