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KETKISZOLGALOS, NEM NOVEKVO, EGYSZERU, LINEARIS
TORLODASI JATEKOK PUHA KORRELALT EGYENSULYANAK
KENYSZERITESI ERTEKEROL

FORGO FERENC

Prékopa Andrds emlékére

Becslést adunk a puha korreldlt egyenstily (Forgé F (2010) Mathematical
Social Sciences 60:186-190) kényszeritési értékére (Ashlagi I, Monderer D
and Tennenholz M (2008) Journal of Artificial Intelligence 33:575-613) a
kétkiszolgdlds, nem novekvd, egyszeri, linedris torlddasi jatékok osztalyéan.
Az alsé korlat 1,125, a fels6 korlat 1,265625. A felsé korlat lényegesen jobb
az eddig ismert 1,333-n4l.

1. Bevezetés

A Xkorreldlt egyensiily (correlated equilibrium CFE) fogalmdt Aumann [3] ve-
zette be mint a Nash-egyensily (Nash equilibrium NE [14], [15]) dltaldnositdsét.
Véges jatékok korrelalt egyensulyat tobbféleképpen is lehet definidlni, illetve in-
terpretalni. Matematikai precizitassal a korrelalt egyensilyt a stratégiaprofilokon
adott olyan valészintiségeloszlasként definidljuk, amely egy linearis egyenlotlen-
ségrendszer lehetséges megoldasa. Az egyenlGtlenségeket 6sztonzé feltételeknek
nevezziik és a véges jaték kifizeto fiiggvényébdl konstrualjuk. Az Osztonzd fel-
tételek megértéséhez az Aumann &altal megadott interpretacié segit a legjobban,
ami tulajdonképpen egy forgatékonyv, amelyet egy jatékvezetonek és a jatékosok-
nak kovetniiik kell, miel6tt a jatékot magat lejatsszak. A forgatékonyv szerint a
jatékvezet6 egy adott és minden résztvevo altal ismert valdszintiségeloszlas sze-
rint kisorsol egy stratégiaprofilt. Utdna minden jatékosnak kiilon-kiilon javasolja,
hogy jatssza a kisorsolt stratégiaprofilbdl a sajat részét. Minden jatékosnak szabad
valasztasa van abban, hogy elfogadja-e a javaslatot, vagy pedig valami mas stra-
tégidt jatszik. A valdsziniiségeloszlast korreldlt egyensilynak nevezziik, ha abban
az esetben, ha mindenki elfogadja a jatékvezetd ajanlasat, akkor senki sem tudja a
varhato kifizetését (hasznossdgat) novelni azzal, hogy nem fogadja meg a jatékve-
zetd tandcsat. Ezdltal a tdrsadalmi hasznossag (social welfare SW), amit altaldban
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a jatékosok hasznossigénak osszegével (vagy ami ezzel ekvivalens, az dtlagos hasz-
nossaggal) mériink, nagyobb lehet, mint béarmelyik Nash-egyensilyban. Vannak
azonban olyan jatékok (pl. a fogoly dilemma), amikor a korreldlt egyensily nem
tud nagyobb tarsadalmi hasznossagot produkalni, mint a legjobb Nash-egyenstily.
Aumann adott egy mésik interpretdciét is [4], amelyben a korreldlt egyensilyt a
bayesi racionalitas megtestesiilésének tartja.

A korrelalt egyenstly altaldnositdsai dltaldban azt a célt tiizik ki, hogy az
egyensily megtartasa mellett nagyobb tarsadalmi hasznossdgot lehessen elérni,
mint a korrelalt egyensullyal. Ezt a célt a forgatokonyv megvaltoztatasdval érik
el. Ennek azonban dra van. A jatékosok részérdl erGsebb elkotelezettséget kove-
telilnk meg. Moulin és Vial [13] vezette be a gyenge korrelélt egyensily fogalmat
(coarse correlated equilibrium CCE). A jitékosoknak el lehet kotelezni magukat
arra, hogy vakon kovetik a jatékvezeto javaslatat. Ha nem kotelezik el magukat,
akkor szabadon vélaszthatnak barmilyen stratégiat. A gyenge korrelalt egyensuly
egy olyan valdésziniiségeloszlas, amely mellett senki sem jut nagyobb kifizetéshez
az elkotelezettség megtagadasaval, feltéve, hogy mindenki méas elkotelezte magat.
Vannak példak, sét egész jatékosztalyok [10],[11],[12],[13], ahol a gyenge korrelalt
egyensiily jobban ,teljesit”, mint a korrelélt egyensily. A puha korreldlt egyensily
(soft correlated equilibrium SCFE) [6] egy mésik &ltaldnositdsa a korreldlt egyen-
silynak. A puha korreldlt egyensily forgatokonyve , kicsit” kiilonbozik a gyenge
korrelalt egyensuly forgatékonyvétol. Ha egy jatékos nem akarja elkotelezni ma-
gat, akkor barmelyik stratégiat valaszthatja, kivéve azt, amelyet a jatékvezeto
javasolt volna neki, ha elkGtelezte volna magat. Mind a gyenge, mind a puha kor-
relalt egyenstly a korrelalt egyensily altaldnositdsa, de egyik sem &altalanositasa a
masiknak. Vannak azonban olyan jatékosztalyok, ahol a puha korrelalt egyensily
altalanositasa a gyenge korrelalt egyensilynak. Egy fontos példa a binaris jatékok
osztalya, ahol mindegyik jatékos stratégiahalmaza két elemf.

Ebben a dolgozatban a puha korrelalt egyensily ,teljesitményét” szeretnénk
mérni egy adott C jatékosztdlyban. Ehhez egy olyan mérdszamot hasznédlunk,
amely azt hivatott megmutatni, hogy milyen mértékben tudja a ,legjobb” puha
korreldlt egyensuly altal biztositott tarsadalmi hasznossag megkozeliteni a tarsa-
dalmi hasznossdg maximumét. Erre a célra a kényszeritési értéket (enforcement
value EV) hasznéljuk. A G € C jaték EV(G) kényszeritési értéke a tarsadalmi
hasznossdg maximuménak és a puha korrelalt egyensily altal biztosithaté legna-
gyobb tarsadalmi hasznossdg értékének a hianyadosa. Az egész C osztalyon vett
kényszeritési értéket pedig az EV = supgcc EV(G) értékkel definidljuk. A kény-
szeritési érték kozeli rokonsdgban van a ,stabilitds dra” (price of stability, [1],[5])
mutatészammal. Itt egy koltségalapi modell keretében allitjak aranyba a leg-
jobb Nash-egyensuly (vagy korreldlt egyensily) tdrsadalmi koltségét a térsadalmi
koltség minimumaéval. A koltségmodellel nyert eredményeket nem lehet egyszert
eszkozokkel dtvinni hasznossdgalapi modellekre, mint ahogy azt [2]-ben a szerzdk
megmutatjik.
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Ebben a dolgozatban a kétkiszolgalds, egyszerti, torlédasi jatékokkal foglalko-
zunk. Ezekben a jatékokban minden jatékos két adott kiszolgald koziil valaszthat
és a kifizetés (hasznossig), amit az egyes jatékosok kapnak, csak az adott ki-
szolgaldt valasztd jatékosok szamatdl fligg. A torlddési jatékok specidlis esetként
tartalmazzdk a legismertebb tdrsadalmi csapddkat (fogoly dilemma, nemek harca,
gydva nyul, galamb-héja) és azok bizonyos dltaldnositdsait t&bb személy (jatékos)
esetére [8], [9]. Ebben a munkdban még azt is feltessziik, hogy mindkét kiszolgd-
16 esetében a kifizetés nem novekszik (4ltaldban csokken) a haszndlék szdmédnak
novekedésével, és a kifizetés valtozasat egy linedris fiiggvény irja le. Ashlagi et al.
[2] részletesen tanulményoztdk ezeket a jatékokat, és becsléseket adtak a korreldlt
egyensuly kényszeritési értékére. Mi a kovetkezOkben a puha korrelalt egyensily
kényszeritési értékével foglalkozunk. Kordbban Forgd [6] két, hdrom és négy j&-
4

tékos esetére pontos értéket hatérozott meg, mig tetszéleges szamu jétékosra a 3

fels6 becslést adta. Ebben a dolgozatban meghatarozunk egy pontos alsé korlatot,
4

ami %—dal egyenld, és a 3-ndl lényegesen jobb felsé korlatot. Ez a korldt aszimp-
totikusan (ha a jatékosok szdma tart a végtelenhez) szintén %—dal egyenld. Gyava
nyul tipusi jatékokra [9], amelyeknél az egyik kiszogédlondl a kifizetés novekszik, a
masikndl pedig csokken a hasznédldk szamanak névekedésével, sikeriilt bizonyitani,
hogy a kényszeritési érték pontosan 2.

A cikk szerkezete a kovetkez6. A masodik fejezetben Gsszefoglaljuk a sziikséges
elézményeket. A harmadik fejezetben meghatdrozzuk az SCE kényszeritési ér-
tékének alsé és fels becsléseit. A negyedik fejezetben tovdbbi kutatési irdnyokat

véazolunk fel.

2. El6zmények

Az SCE definiciéjdhoz sziikség van néhany jatékelméleti jelolésre és defini-
ciéra. Jelolje G = {S1,...,Sn; f1,..., fn} €gy n-személyes, nem kooperativ jaték
normél formdjét, ahol Sy, ..., S, a véges stratégiahalmazok, f1, ..., f,, pedig a kifize-
tofliggvények. A korreldlt egyensilyok alapveté meghatdrozoi a kiilonféle 6sztonzo
feltételek. Ezek egy jatékosnak a jatékvezetd tandcsdnak megfogadasaval elérhe-
t6 varhato hasznossédgat hasonlitjak Ossze azzal a varhaté hasznossédggal, amit a
tanacs megfogadasa nélkiil lehet elérni. Az 6sztonz6 feltételt az i jatékosra fogal-
mazzuk meg, de a konnyebb jelolés miatt az indexet elhagyjuk ott, ahol ez nem
okoz félreértést. Vezessiik be a kovetkez6 jeloléseket:

N ={1,...,n}: a jatékosok halmaza.

I ={1,...,m}: az i jatékos stratégiahalmaza, az egyes stratégidkat a megfeleld
indexszel reprezentaljuk.

s_ az i jatékos stratégiajat nem tartalmazo6 csonka stratégiaprofil.

S_: a csonka stratégiaprofilok halmaza.

(jys—), j€1I,s_ € S_: egy teljes stratégiaprofil.

S={{,s-):jeI,s_ €S_}: ateljes stratégiaprofilok halmaza.
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f(4,s-): az i jatékos kifizetése (hasznossiga), ha & a j stratégidt jatssza, a
tobbiek pedig s_-et.

p: egy valdsziniiségeloszlas S-en.

p(j, s—): az a valésziniiség, amelyet p a (j, s_) stratégiaprofilhoz rendel.

2.1. Definicid. A CE egy olyan p val6szintiségeloszlds, amely minden i (i € N)
jatékos esetében kielégiti az alabbi 6sztonzé feltételeket

Z f(,s J, s Z fk, s_ 5_) minden j, k € I -re.

s_€eS_ s_eS_

2.2. Definicié. A CCE egy olyan p val6sziniiségeloszlas, amely minden i (i € N)
jatékos esetében kielégiti az alabbi 6sztonzo feltételeket

Z Z (G, s-)p(,s-) = Z Z fk,s_)p(4,s-) minden k € I -re.

JeEI s_€S_ JeEI s_€S_

A kovetkezOkben sziikségiink lesz a kovetkezo jelolésre. Legyen
H (I\{5})-

A K elemeit ,megengedett” (index)halmazoknak nevezziik.

2.8. Definicié. Az SCE olyan p valdsziniiségeloszlas, amely minden i (i € N)
jatékos esetében kielégiti az alabbi 6sztonzé feltételeket

SN0 fUs i) => > flk s-)

jeI s_eS_ jeI s_eS_
minden (ky, ..., kn) € K megengedett indexhalmazra.

Az SCF részletes targyaldsa megtaldlhaté [6]-ban.

Roviden foglaljunk 6ssze néhdny tudnivalét az n-személyes, kétkiszolgdlés, egy-
szer(l, torldddsi jatékokrdél. Részletesen [2]-ben és [7]-ben olvashatunk réla. Egy
n-személyes, kétkiszolgalds, egyszeri, torlédasi jatékot a ,torlédasi formaval” ad-
hatunk meg legkonnyebben. A torlédési forma két a = (aq, ..., an), b = (b1, ..., bp)
nem negativ vektor, amelynek jelentése a kovetkezo. Ha az F'1 kiszolgdlét valasz-
t6 jatékosok szama j, akkor mindegyikiik a; hasznossidghoz, ha az F'2 kiszolgalét
valaszt6 jatékosok szama k, akkor mindegyikiik by hasznossdghoz jut. Lathato,
hogy a hasznossagok csak az adott kiszolgdlét igénybe vevok szamatdl fiiggenek.
A torlédési forméahoz természetes médon rendelhetd hozza egy n-személyes jaték
(a torlédési jaték). Jeloljiik a jatékosok halmazdt N-el. Minden jétékos stratégia-
halmaza {F1, F'2}, amelyet roviden {1,2}-vel, a kiszolgdlék indexeivel jeloliink, a
kifizetéseket pedig az a és b vektorokbdl hatarozzuk meg. Egy stratégiaprofil tehat
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(11, ..y0n), 4 € {1,2}, j € N. Jeloljiik p;,, . ;,-vel annak a valészintiségét, hogy
a jatékvezetd az (i1, ...,1,) stratégiaprofilt valasztja. Legyen tovdbbé ¢ azoknak a
jatékosoknak a szama, akik az F2,t =0, 1, ..., n kiszolgdlét valasztottak, tovabba
legyen S; azoknak a stratégiaprofiloknak a halmaza, amelyekben az F2-t valaszté
jatékosok szama t. Figyelembe véve a jaték szimmetridjat, feltessziik, hogy minden
Div,ooovins (3150, 1n) € Sy valdszinliség egyenld. Jeloljik ezt pi-vel.

Ezeknek a jeloléseknek a hasznéalataval minden jatékos 6sztonzo feltétele a ko-
vetkez6

e 2 (o

n—1
< ¢ >(an—t - bt+1)> Dbt + (bn - al)pn Z 07

a normalizal6 feltételek pedig

n
Z <7Z>pt =1 y Dt 2 Oa t= 07 17"'7”7 (2)

t=0
valamint az SW (a jatékosok hasznossdgainak az dsszege):

SW = ; (’Z) (bt + an_i(n —))p; - (3)

Ag = (Tt‘)pt,t =0,1,...,n jelolés bevezetésével (1), (2) és (3) az aldbbi egyszeriibb
alakra hozhato:

n

S (46 = an-t1) + (0 = Dan—s = be1) ) e > 0,
=0 (4)

SW = Z(btt + ap_t(n — t))qt. (5)

t=0

A maximdlis SW, amit az SCFE biztositani tud, az aldbbi LP optimélis célfiigg-
vényértéke

P: maxi(btt + ap—t(n — t))th

t=0

(t(bt —@p—t+1) + (0 —t)(an— — bt+1))Qt >0,
t=0

n

th::la qt207 t:0717'“7n'
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3. Kétkiszolgalés, nem novekvo, egyszerii, linearis torlédasi jatékok
puha korrelalt egyensilyanak kényszeritési értéke

Ezt a jatékosztélyt a C'E szempontjabdl Ashlagi et al. [2] vizsgéltak, az SCE
szempontjabol pedig Forgé [7]. Forgé [7] a kényszeritési értékre a 3 felsd korldtot
adta meg, és azt a sejtést fogalmazta meg, hogy ez a korlat javithaté. Mint 1atni
fogjuk, ez tényleg igy van. Az EV pontos értékei ismertek egészen n = 4-ig.
EV =1 az n = 2,3 esetben, és EV = 1,007478 az n = 4-re, lasd [7]. Igy
a kovetkezOkben feltehetjiik, hogy n > 5. Egy kétkiszolgalés, nem novekvd,
egyszer(, linearis torlédasi jaték torlédasi formdjat az aldbbi tdblazattal adhatjuk
meg, ahol x,y, z a hasznossag véltozasat leird linearis fiiggvények paraméterei.

F1 F2
a; = (n—-1zx b1 = y+n-1):z
as = (n—2)x b = y+(n—-2)z
ay = (n—t)x by = y+Mn—-1t)z
Gp—1 = z bn_1 = y+z
[£29) = 0 bn = Yy

Az dltalanossdgot valamennyire sérti, hogy a legalacsonyabb hasznossdgot 0-nak
vettiik, ugyanakkor az elemzés igy lényegesen kénnyebb, mert ezzel a paraméte-
rek szamat eggyel csokkentettiik. A mikrookonémidban egyébként ez egy szokdsos
feltevés. Feltessziik tovabba, hogy = > 0, y > 0,z > 0. Ha behelyettesitjik a
torléddsi formét (4)-be és (5)-be, akkor a kovetkezéket kapjuk

n

Z(t(n—i— 1— 20z + (2t —n)y + (n — t)(2t — n + 1)2’)(115 >0,

- SW = zn:(t(n —t) (@ +2)+ ty) .
t=0

Abbdl a célbdl, hogy az x,y, z paraméterektdl valo fiiggést jél lathatéva tegyiik,
vezessiik be a kovetkezo jeloléseket

C(n,z,y,2,1) :—[t(n+1—2t)m+(2t—n)y+(n—t)(2t-n+1)z} . (6)

W(n,z,y,2,t) =tln—t)(x + 2) + ty (7)

minden ¢t = 0,1, ...,n, (n > 5)-re. Mint azt a kordbbiakban 14ttuk, a maximélisan
elérhet6 SW, amit egy SCEFE realizalni tud rogzitett n,z,y, z esetén, a kovetkezo
LP optimalis célfiiggvényértéke:

n
P maXZ W(n7x7yu Z7t)CIt
t=0
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Konkretizalva az EV bevezetésben megadott altalanos definiciéjat a kétkiszol-
galos, nem novekve, egyszer(, linearis torlédési jatékok osztélyara, az EV-t a
kovetkez6 képpen definialjuk:

3.1. Definicio.

maxi=0,1,....n W(T’L, z,Y,z, t)
EV = sup - ,
n,z,y,z MaXgeLp Zt:o W(na z,Y,z, t)qt

ahol Lp a P feladat lehetséges tartomanyat jeloli.

Nyilvdn a maxo<i<n W(n,,y, z,t) folytonos maximum a szamlalé felsé kor-
latja, ugyanakkor barmely ¢ € Lp-re >~ W(n,z,y, z,t)g a nevezd alsé korldtja.
gy a P minden ¢ = (90,41, -, qn) lehetséges megoldasara

EV S sup maxy?gtfn W(n7 x,Y,z, t)
n,r,y,z Zt:o W(n7 x,Y,z, t)Qt

Ugyanakkor barmely n, z,y, z paraméterre

(8)

EV > max¢=0,1,...,n W(n7$79727t)

N maXgeLp Z?:O W(”? z,Y, %, t)Qt .

Hasznos lesz a kovetkez6 egyszeri lemma és annak két kovetkezménye.

3.1. LEMMA. Minden n, x, y, z, t-re és A > O-ra,

W (n, Az, Ay, Az, t) = A\W(n, z,y, 2, t)

C(n, Az, Ay, Az,t) = X C(n,z,y, 2, t).

Bizonyitds. A (6) és (7 formuldkba val6 behelyettesitéssel azonnal 14thaté.
O

3.1. KOVETKEZMENY. EV értékét nem befolydsolja a A > 0 faktorral valé
atskalazas.

3.2. KOVETKEZMENY. Az dltaldnossag korlatozdsa nélkiil feltehetjiik, hogy
y = 1.
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3.1. TETEL. A kétkiszolgdlds, nem novekvd, egyszerti, linedris torlédési jaté-
kok osztdlydn az SCE kényszeritési értéke EV < (%)2 =1, 265625.

Bizonyitds. Kénnyen ldthatd, hogy W(n,x,y, z,t) a t szerinti folytonos maxi-

mumat a
n Yy

AR .
2+2($+z)

(10)

pontban veszi fel. A 3.2. kévetkezmény szerint feltehetjiik, hogy y = 1. Vezessiik
be az r = w—iz jelolést. Két esetet kiilonboztetiink meg.

A)r< "74'3 Ha n pdros, akkor gz =1, ¢: = 0,1 # 3 a P lehetséges megoldésa.
Igy a (8) egyenl8tlenség miatt
W(n,z,1,2z,t*)
FEV — — 2
T W(n,z,1,2,%)

Belyettesitve (7)-be, és felhaszndlva az r = I—JFZ jelolést, azt kapjuk, hogy

EV < -
T Win,a,1,2,5) (5)*(z+2) +

Wn,x,1,2,t*)  (2)2=G))(z+2)+(2+5)  (n+r)?
5 n(n+2r)

"74'3 miatt

A jobboldal r névekvé fliggvénye, ezért r <

(n+253)?  1(BBn+3)?
n(n+222) N 2(271—1—3) ’ (11)

A jobboldal n cstkken6 fiiggvénye, és igy, minthogy n = 6 a legkisebb paros szam,
amely kielégiti az n > 5 feltételt,

1(3-6+3)?

EV <1 2T
= 6(2-6+3)

=1,225.

Ha n pératlan, akkor a P feladat qno1 = %, gnyr = %7% 0,t # 2=, 2=
lehetséges megoldasaval dolgozunk. Behelyettesitésekkel azt kapjuk, hogy

13 2
py < 48137
n(2n+3)—1
A jobboldal most is n csokkené fliggvénye, amib6l az n = 5 behelyettesitéssel az
81 (9)°
EV < =] =1,265625
<ti=(3) =1

becslést kapjuk.
B)r> "74'3 Vegyiik a C(n,x,1, z,t) t-szerinti minimum4t. A minimumpont
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t,_(n+1)1:+2+(3n—1)z_n—l—l_i_z_'_(n—l)zr (12)
B 4(x + 2) 4 2 2
Mivel r > %“3, és zr > 0, ezért
1 -1
pon_ntl r m=lar n_, (13)

2 4 2 2 2

Jelolje [a] az a valds szdm egészrészét. A C(n,x,1, z,t) a t-nek konvex kvadratikus
figgvénye. Tudjuk, hogy C(n,z,1,2,5) < 0, igy C(n,z,1,2,t') < 0. Mivel a
t'aC (n x, 1, z,t) konvex kvadratikus fiiggvény minimumpontja, ezért (13) miatt
[t'] > §, és igy C(n,x,1,2,[t']) < 0. A kvadratikus fiiggvény szimmetridja miatt
C(n,z,1,2,t' + (' — §) < 0. Ugyanakkor (13) miatt [t'] +1 <t + (t' — ), és igy
C(n,z,1,2,[t'] +1) < 0.

Tekintsiik eldszor azt az egyszerii esetet, amikor [t'] < t* < [t']|+1. Az egészrész
definicidja miatt [#'] = [t*], és mivel

(X W (n,z,y,z,t) = max{W(n,z,1, 2, [t*]), W(n,z,1, 2z, [t*] + 1},

és qu-) = 1, ¢ = 0,t # [t*], valamint qy-41 = 1, ¢ = 0,¢ # [t*] + 1 is lehetséges
megoldasa P-nek, ezért EV = 1.

Nézziik most azt az esetet, amikor ¢* ¢ [[t'], [t'] + 1). Belatjuk, hogy
W(n,z,1,2,t*) 9
EV < —_— < — 14
:ngW(nxlzt) 8’ (14)
Azt bizonyitjuk, hogy a
8W(n,x,z,t*) — 9W (n,z,2,t') <0 (15)

egyenl6tlenség fenndll a paraméterek minden megengedett értékére, amib6l (14)
kovetkezik. Felhaszndlva az r = jelolést, behelyettesitések utdan (15) az alabbi
format olti

s((5+5)(5- i)14r9+f Y (A P
2" 2)\a7 2)7y T2 1 27

1
Ttz

Szorozzuk be mindkét oldalt r-el

3 n2 r2+n +r2 9 n+1+r+n71
419" 4 9T T

Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)



60 FORGO FERENC

A kijelolt szorzasok elvégzése, némi atrendezés és egyszeriisités utan azt kapjuk,

hogy
1 1
R R <2”> + ’"2<4> oz
(16)

(—Z(n - 1)2) + (rz)? % (n—1)* <o0.

Az utolsé két tag rz-nek konvex kvadratikus fiiggvénye, 0 < rz < 1, ezért
az utolsé két tag Gsszege nem lehet nagyobb 0-nal. Mivel r és r? egyiitthatéi
negativak, figyelembe véve az r > "T'H" feltételt, ha a (16) fennall az r = "7'"3
helyettesitéssel és az utolsé két tag elhagyédsaval, akkor a paraméterek minden
megengedett értékére is fenndll. Ezek utan a kijelolt miiveletek elvégzése és egy-
szerusitések utan a f%n < 0 egyenlotlenséget kapjuk, ami nyilvan fennall minden
n > 1-re.

Az A és B r minden lehetséges értékét lefedi, és mivel % < (%)2, a tétel allitasat
bebizonyitottuk. ad

Megjegyezziik, hogy a (11) becslés n novekedésével javul, és aszimptotikusan

1 2

L(3n+3

BV < fim 2303 9 o)
n—oo n(2n+3) 8

3.2. TETEL. A kétkiszolgalés, nem névekvd, egyszerti, linedris torlédési jaté-
kok osztalyan az SCE kényszeritési értéke EV > % =1,125.

Bizonyitds. Tekintsiikk minden n > 5-re az ¢ = %, y = 1,z = 0 paraméterek-
kel megadott kétkiszolgalds, nem ndvekvo, egyszeri, linedris torlédasi jatékokat
(vagy ezzel ekvivalensen r = ”7_3,3/ = 1,z = 0). Tegyiik fel, hogy n pdratlan és
vn+ 1 egész. Nevezziik ezeket megengedhetd n-eknek. A legkisebb megenged-
heté n = 15. A (9) egyenl6tlenségben szerepld tort szamléléja meghatarozdsdnak
érdekében a W(n,x,y, z,t) fiiggvény t-szerinti maximumadt kell venniink a [0, n)
intervallumban 1évé egészekre. A folytonos maximumpont t* = §+5 = %. Ez
vagy egész, vagy két szomszédos egész szdmtani atlaga. Az els6 esetben a folytonos
és egész értékli maximumpontok egybeesnek. A mésodik esetben, mivel rogzitett
n,x,y, z-re a W a t valtozénak konkav kvadratikus fiiggvénye, a W egészértéki
maximumpontjai a t* egészértéki szomszédai. Az egyik t* — % = 3"4_5. fgy aWw
egészértékil maximuma

9(n —1)?

m, ha t* egéSZ,

(3n—5)(3n—1)
8(n — 3) ’

ha t* nem egész.
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A (9) egyenl6tlenségben szereplé tort nevezdjének meghatdrozéasa céljabol emlékez-
tetiink arra, hogy C(n, z,y, z,t) a t valtozd konvex kvadratikus fiiggvénye n, z,y, z
rogzitett értékeire. Hatdrozzuk meg a
C(n,z,y,z,t) = C(n, L, 1,0,t) =0
n—3
masodfoku egyenlet gyokeit. Ezek

n—1—+vn+1

ty = — Y

2
; n—1+vn+1
2 = .
2

Megengedhetd n-ekre mindkét gyok egész. Azt &llitjuk, hogy ¢’ = (¢}, q1, - qh),
q, = 1,q: = 0,t # to a P feladat optimdlis megolddsa. A lehetségességrél egysze-
rii behelyettesitéssel meggy6z6dhetiink. A célfiiggvény értéke ebben a lehetséges
megoldasban

1
Wity) = ———2n* —=5n+(n—1)vVn+1+1).
2(n —3)
A P egy linedris programozasi feladat, amelynek a dualja a kovetkez6 LP
D min v
2 2

v > —=C(n, —3 1,0,t)u + W(n, —3 1,0,¢) minden t = 0,1, ..., n-re,
u > 0.

Behelyettesitéssel és némi szamolassal belathatd, hogy

u = 41n<(nfl)\/n+lf(n+1)>,
v=2(n71_30(2n2—5n+(n—1)\/n+1+1)

a D lehetséges megolddsa, a v valtozd értéke egyuttal a célfiiggvényérték is. Mivel
v = W (t2), a linedris programozds gyenge dualitdsi tétele értelmében

t=n
W (t2) = max W(n,x,y, z,t)q.

€L
qelp —0

igy fenndllnak az alabbi egyenlGtlenségek

9(n —1)2
8(n —3)
EV > _
T g (20 =St (n -1V +1+1)
9 (n—1)?

ha t* egész,

4202 =5+ (n—vn+1+1"
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(B3n—5)(3n—1)

EV > Bn —3) =
m@n —5n+(n—1)vVn+1+1)
1 (3n—5)(3n—1)

- , ha t* nem egész.
42n2 —=bn+(n—1)vn+1+1 &

Mindkét esetben az egyenlotlenség jobb oldala n-nek monoton névekvo fiiggvénye,
és %—hoz tart, ha n — oo, amibdl a tétel allitasa kovetkezik. a

A 3.1. és 3.2. tételekbdl kovetkezik a

3.3. KOVETKEZMENY. A kétkiszolgdlés, nem novekvd, egyszerti, linedris tor-
PRV 1. ¢ . b2 421 2 2
I6ddsi jétékok osztdlydn az SCE kényszeritési értékére 3 < EV < (2).

4. Kitekintés

A tovabbi kutatdasok sokféle iranyban mehetnek. Néhany lehetOség:

- Meg kellene hatdrozni EV pontos értékét. Szimuldcids vizsgdlatok azt a
sejtést tamogatjak, hogy EV = %.

- Maésféle tarsadalmi hasznossiggal is dolgozhatunk (mint példdul az egalité-
rius).

- Meg lehet vizsgélni, hogy milyen hatdsa van, ha hasznossagok helyett kolt-
ségekkel szamolunk.

- Mi a helyzet, ha tobb mint két kiszolgal6 van?

- Hogyan lehet kiterjeszteni az elemzést nem egyszeri torlédasi jatékokra?

- Milyen a puha korrelalt egyenstly teljesitménye, ha azt nem a legrosszabb
esetre, hanem az atlagos esetre vizsgaljuk?

Tovabbi konkrét alkalmazasok kutatasa, ahol a puha korreldlt egyensily no-
velni tudja a tarsadalmi hasznossagot, szintén szép feladat.
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ON THE ENFORCEMENT VALUE OF SOFT CORRELATED EQUILIBRIUM FOR
TWO-FACILITY, NON-INCREASING, SIMPLE LINEAR CONGESTION GAMES

FERENC FOrcO

Lower and upper bounds for the enforcement value (Ashlagi I, Monderer D and Tennenholz
M (2008) Journal of Artificial Intelligence 33:575-613) of soft correlated equilibrium (Forgd
F (2010) Mathematical Social Sciences 60:186-190) are given for the class of two-facility,
non-increasing, simple linear congestion games. The lower and upper bounds are 1.125 and
1.265625, respectively. The upper bound is significantly better than the previously known 1.333.

Keywords: correlated equilibrium, enforcement value, congestion game

Alkalmazott Matematikai Lapok (2019)



