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EROSEN /NEPSZERI"J PAROSITAS KERESESE
BIZONYOS PAROS PREFERENCIARENDSZEREKBEN

KIRALY TAMAS, MESZAROS-KARKUS ZSUZSA

A népszerii parositas probléma bonyolultsadga dontetlenes péaros preferen-
cia-rendszerekben nagyban fiigg a dontetlenek struktirajitél. Ha az egyik
oldalon a csiicsok szigoru preferencidjuak, mig a masik oldalon indifferensek
(de jobban szeretnek pdrositva lenni, mint paratlanul maradni), akkor po-
linom idében tudunk népszerii parositdst keresni (Cseh, Huang és Kavitha
[2]). Mésrészt ugyanebben a cikkben azt is beldttdk, hogy a probléma NP-
teljessé valik, ha szigoru preferenciaju csicsok mindkét oldalon lehetnek,
mig indifferens csicsok csak az egyik oldalon. Megmutatjuk, hogy az erdsen
népszerli parositds keresésének probléméja megoldhaté polinom idében az
utébbi esetben is.

1. Bevezetés

Egy (G = (V,E), %) preferenciarendszer egy G = (V, E) grafb6l és minden
v € V-re a v-re illeszkedo élek egy <, részbenrendezésébdl all. Egy v € V cstcs
egy adott preferenciarendszerben jobban szereti az My parositast, mint az Mo-t, ha
Mi-ben parositva van, de Ms-ben nem, vagy ha M;i-ben jobb élen van parositva,
mint Ms-ben. Egy My parositds népszerdbb, mint egy M, parositds, ha azon csu-
csok szama, amelyek jobban szeretik Mj-et, mint Ms-t, szigorian nagyobb, mint
azon csucsok szama, amelyek jobban szeretik Ms-t, mint Mi-et. Egy M parositas
népszert, ha nincs olyan parositds, ami népszeriibb néla, és erdsen népszert, ha M
népszeriibb barmely mésik parositasndl. Ezeket a fogalmakat Gérdenfors [6] ve-
zette be, aki megmutatta, hogy szigori preferenciak esetén minden stabil parositas
népszeri, és minden erésen népszerii parositas stabil.

Egy preferenciarendszerben nyilvan nem lehet két kiillonbozé er6sen népszerti
parositas, mivel ekkor mindkett6 népszeriibb lenne a masikndl, ami lehetetlen. Sét,
egy erdsen népszerii parositas sziikségképp az egyetlen népszerii parositas — viszont
létezik olyan preferenciarendszer, ahol ugyan egyetlen népszert parositdas van, de
az nem erdsen népszerd (erre [1] technical report véltozatdban taldlhaté példa).

Az utébbi idében nagy érdeklédés 6vezi a népszerli parositasokkal kapcsolatos
algoritmikus kérdéseket; a nemrégiben sziiletett eredmények egy rovid osszefog-
lalgjat lasd az 1.1. fejezetben. Itt csak megemlitjiik, hogy barmely dontetlenes
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preferenciarendszer esetén polinom idében eldénthet6, hogy egy adott péarositas
népszerii vagy erésen népszerii-e (a probléma visszavezethet6 egy maximalis silyd
teljes parositds feladatra egy élsiilyozott segédgrafban [1]). Ez azt jelenti, hogy a
népszeri parositasok dontési problémaja az NP bonyolultsagi osztdlyban van, mig
az er6sen népszeril parositasok dontési probléméja a kevésbé ismert UP (Unam-
biguous Polynomial-time) bonyolultsdgi osztélyba esik. Az utébbi osztdly, melyet
Valiant [11] vezetett be, azokbdl a dontési problémdakbdl all, melyek megoldhatdk
egy NP-géppel tgy, hogy a feladat egy ,nem” példanyaban egyik tanit sem fogadja
el, mig a feladat egy ,igen” példdnydban pontosan egy tanit fogad el. Az erdsen
népszeri parositas probléma ebbe az osztdlyba tartozik, mivel a feladat egy ,igen”
példanyaban van egy egyértelmii er6sen népszerii parositas, és ez polinom idében
ellenérizheto.

Ebben a cikkben olyan paros preferenciarendszerekkel foglalkozunk, amelyek-
ben a kovetkezd két tipusu csucs fordul eld: szigori preferencidji csucsok, ahol a
=<, preferencia-sorrend egy linedris rendezés, és indifferens csicsok, ahol a cstcs
minden 14 illeszked$ élt egyformdn szeret (de jobban szeret parositva lenni). Ha
minden csics szigoru preferencidji, akkor minden stabil parositas népszeri. Ebbol
viszont kovetkezik, hogy mindig létezik népszerii parositas, és talalhatunk egyet
a jol ismert Gale-Shapley-algoritmussal [5]. Mésrészt el tudjuk dénteni, hogy
létezik-e er6sen népszerli parositds, ugy, hogy talalunk egy tetszéleges népszeri
parositdst, és leellendrizziik, hogy erdsen népszerii-e (ez miikédik nem péros, szi-
goru preferenciarendszerek esetén is [1]).

A problémdk nehezebbé vilnak, ha az egyik oldalon megengediink indifferens
csucsokat is. Abban az esetben, ha az egyik oldalon minden csics szigord prefe-
rencigju, mig a mésik oldalon minden csics indifferens, Cseh, Huang és Kavitha
[2] adott egy polinom idejii algoritmust annak eldéntésére, hogy létezik-e népszerii
pérositds. Azonban ha szigort preferencigju csicsokat mindkét oldalon megen-
gediink, mig indifferens csiicsokat csak az egyiken, a probléma NP-teljessé valik
2, 3].

Ennek a cikknek a f6 eredménye, hogy az erdsen népszerli parositis létezése
polinom id6ben eldénthet6 az utébbi esetben is.

1.1. TETEL. Adott (G = (S,T; E), X) pdros preferenciarendszer esetén, ahol
az S-beli csucsok szigoru preferencigjuak, mig minden T-beli cstics vagy szigo-
ru preferenciaju, vagy indifferens, polinom idében eldonthetd, hogy van-e erésen
népszert parositas.

1.1. Kapcsol6dé eredmények

Az utébbi idében tobb eredmény is sziiletett a népszerii parositas probléma
bonyolultsagarol. Szigorti paros preferenciarendszerek esetén Huang és Kavitha
[7] megmutatta, hogy tudunk polinom idében maximaélis méret{i népszer(i parosi-
téast keresni, mig Cseh és Kavitha [4] annak eldontésére adott algoritmust, hogy
egy adott él benne van-e népszerii parositdsban. Nyitott kérdés viszont annak
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a dontési problémanak a bonyolultsaga, hogy egy adott szigord, nem péaros pre-
ferenciarendszerben van-e népszerti parositds. Huang és Kavitha [8] bevezette a
népszeritlenségi faktor fogalmat, és megmutatta, hogy minden pozitiv ¢ esetén
NP-teljes megadni egy olyan parositast, amelynek népszeriitlenségi faktora legfel-
jebb % — e-szorosa az optimalisnak.

2. Az algoritmus

Ebben a fejezetben ismertetjitkk az 1.1. tételt bizonyité algoritmust. Adott
egy G = (S,T; E) paros multigraf, ahol a T csicshalmaz két részre, Tp-re és
Ty-re van osztva. Az S U Tp-beli csticsok szigoru preferencidjiak, mig a Tr-beli
csicsok indifferensek (de jobban szeretnek pérositva lenni). Adunk egy polinom
ideju algoritmust, ami eldonti, hogy a feladat egy adott példanydban van-e erésen
népszeril parosits (roviden ENP).

Az algoritmus soran mddositasokat hajtunk végre az aktualis preferenciarend-
szeren a kovetkezo két redukdld miveletet hasznalva:

1. Torliink éleket, amelyek nem szerepelhetnek az aktudlis preferenciarendszer
ENP-jében, vagyis torolhetdk, és torliink minden keletkez6 izolalt cstcsot.

2. Rogzitiink éleket, amelyeknek mindenképpen szerepelniiik kell az aktudlis
preferenciarendszer ENP-jében (feltéve hogy az 1étezik), vagyis rdgzithetdk.
A rogzitett élek halmazat F-fel jeloljiikk. A rogzitett éleket toroljiik a vég-
pontjaikkal egyiitt, és toroljiik a keletkez6 izolalt csticsokat.

Legyen G* = (S*, T*; E*) az aktulis preferenciarendszer k fenti miivelet elvég-
zése utan, és legyen F az eddig rogzitett élek halmaza. Az algoritmus helyességének
kulcsa az aldbbi lemma, amit itt bizonyitds nélkiil kozliink.

2.1. SEGEDTETEL. Ha az eredeti preferenciarendszerben van egy M ENP, ak-
kor F C M, és M \ F is ENP-je G*-nak.

Lehetséges, hogy G*-ban van ENP, holott G-ben nincs, de ez nem probléma,
mivel ha redukalé miiveletekkel eljutunk az {ires grafhoz, akkor a lemma szerint
F az egyetlen lehetséges jelolt ENP-re, és polinom id6ben ellendrizhetjiik, hogy
ez G-nek ENP-je, vagy sem. Ugyanakkor ha G*-ban nincs ENP, akkor a lemma
szerint G-ben sincs.

Osszefoglalva, az a stratégiank, hogy addig hajtunk végre redukalé miivelete-
ket, amig eljutunk az iires grafhoz, vagy bizonyitékot talalunk ré, hogy nincs ENP.
A reduk&lasi miiveletek lefrasdhoz sziikségiink van az aktudlis graf kovetkez6 meg-
irdnyitasara.

Irdnyitas: Minden v € S U Tp cstcsnak megirdnyitjuk a kedvenc élét a mdsik
végpontja felé. Az irdnyitast djra végrehajtjuk minden redukcié utén.
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Az aldbbi pontokban részletezziik, hogy mely élek torolhetdk, illetve rogzithe-
t6k. Ezek a miveletek konstruktivak olyan szempontbdl, hogy a nevezett éleket
meg is tudjuk taldlni linearis idében. Az algoritmus sorban torli, illetve rogziti
a pontok szerint torolheto, illetve rogzithetd éleket, gy, hogy mindig feltessziik,
hogy az aktudlis preferenciarendszer nem redukalhaté tovabb a korabbi pontok
alapjan.

Azon Tr-beli csicsok halmazat, amelyekbe tobb mint egy irdnyitott él 1ép,
jeloljitk Ty-gyel, és legyen T5 := Ty \ Ti.

— Ha egy v € SUTp csticsba 1ép egy uw irdnyitott él, akkor a v szerint uv-nél
rosszabb élek nem szerepelhetnek ENP-ben, vagyis torolhetok.

— Ha valamikor egyetlen st irdnyitott él 1ép egy T7-beli csticsba, akkor ha van
ENP, akkor st benne van, vagyis st rogzithet6. Kovetkezésképp ez utan a
redukcié utan a Th-beli csiicsokba nem 1ép irdanyitott él.

— Tegyiik fel, hogy az st él benne van az aktudlis grafban, ahol s € S, t € T5.
Ekkor st-nél s szerint rosszabb él nem lehet EN P-ben, vagyis ezek torolhe-
t6k.

— Haegy G[SUTpUT}]-beli él nem irdnyitott, akkor nem szerepelhet ENP-ben,
vagyis torclheto.

— Ha egy S-beli s csticsba nem 1ép irdnyitott él, és s-b6l nem megy (irdnyi-
tatlan) él Th-be, akkor az s-bél kilépé irdnyitott él benne van az ENP-ben
(ha létezik), vagyis rogzithetd.

2.2. SEGEDTETEL. Ha a fentiek alapjin végrehajtott redukciékkal nem az iires
grathoz jutunk, akkor G-ben nincs ENP.

A lemma bizonyitdsa megtaldlhaté a cikk technical report véltozatdban [10].
A bizonyitds azon alapszik, hogy ha nem az iires grafhoz jutunk, akkor a redukalt
graf tartalmaz egy olyan kort, ami mentén cserélve ugyanolyan népszerii parositast
kapunk.

Mivel minden redukalé miivelet csokkenti az élek szamat, az algoritmus leg-
feljebb élszamnyi redukcié utan véget ér. Ha az iires grathoz jutunk, az egyetlen
jelolt ENP-re F', és polinom idében ellendrizhetjiik, hogy ez ENP-je-e G-nek.

Megjegyzés. Az 1.1. tételre adott algoritmus kis médositasokkal miikodik arra
az esetre is, amikor az egyik oldal szigori preferencidju, a masik oldalon pedig csak
a preferencialistak végén lehet dontetlen. Ebben az esetben az algoritmus soran
azokat a csucsokat, amelyek nem indifferensek, szigortu preferencidjunak tekintjiik
mindaddig, mig nem toroltiink annyi élt a listajukrdl, hogy indifferensekké valtak.
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3. Konkluzié

A cikkben leirt médszerrel olyan péaros preferenciarendszerekben lehet eldonteni
er6sen népszeru parositds létezését, ahol az egyik osztalyban csak szigord prefe-
rencidk vannak. Nyitott kérdés, hogy polinom idében megoldhato-e a feladat, ha
mindkét oldalon lehetnek indifferens csicsok is. Tovabbi kérdés, hogy az ered-
mény kKiterjeszthet6-e olyan preferencidkra, ahol nem csak a lista végén lehetnek
dontetlenek.

Alkalmazasok szempontjabdl érdekes lehet a feladatnak az az éltalanositdsa,
ahol az egyes csicsok szavazatanak kiilonbo6zo a silya. Errél a valtozatrdl nagyon
keveset tudni, mind a népszerii parositasok, mind az erésen népszerii parositasok
vonatkozasadban. Nyitott, hogy utébbinak a bonyolultsiga a legéltaldnosabb val-
tozatban (nem péros graf, tetszéleges preferencidk) hogy viszonyul egyes nehéznek
gondolt UP-beli problémak bonyolultsdgahoz.
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FINDING STRONGLY POPULAR MATCHINGS IN CERTAIN
BIPARTITE PREFERENCE SYSTEMS

TaMAS KIRALY, ZSUZSA MESZAROS-KARKUS

A bipartite preference system with ties consists of a bipartite multigraph G = (S, T; E) and
partial orders <, on the edges incident to v, for every node v € SUT. Given a bipartite preference
system with ties, a node prefers a matching M; to a matching Ms if either it is matched in My
but not in Ma, or it is matched by a better edge in M; than in Ms. A matching M; is more
popular than matching My if the number of nodes preferring M; to My is strictly larger than
the number of nodes preferring My to M;. A matching M is popular if no matching is more
popular than M, and it is strongly popular if M is more popular than any other matching.

In this paper we consider bipartite preference systems with two types of nodes: nodes with
strict preferences, where the preference order <, is a linear order, and indifferent nodes, where
every incident edge is equally good (but who still prefer to be matched). If all nodes have strict
preferences, then every stable matching is popular. On one hand, this implies that there always
exists a popular matching and one can be found using the well-known Gale—Shapley-algorithm.
On the other hand, we can decide if a strongly popular matching exists by finding an arbitrary
stable matching and checking whether it is strongly popular.

The problems become more difficult if indifferent nodes are allowed on one side. For the
case when nodes on one side have strict preferences while those on the other side are all indif-
ferent, Cseh, Huang, and Kavitha [2] gave a polynomial-time algorithm for deciding if a popular
matching exists. However, if one side has strict preferences while the other side may feature both
indifferent nodes and nodes with strict preferences, then the problem becomes NP-complete[2, 3].

The main result of the present paper is that the existence of a strongly popular matching
can be decided in polynomial time even in the latter case.

Theorem. Given a bipartite preference system (G = (S,T; E), =) where nodes in S have
strict preferences and each node in T is either indifferent or has strict preferences, it can be
decided in polynomial time if there is a strongly popular matching.

Keywords: bipartite matching, social choice, efficient algorithms, popular matching.
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